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Einleitung

Alle reden vom Wetter, aber keiner unternimmt was dagegen.
Karl Valentin (1882-1948)

Alle reden vom Wetter. Ob am Ende der Nachrichten oder im Alltagsgesprich, das Wetter
ist stets ein beliebtes Thema. Insbesondere hort man oft Klagen iiber das ,schlechte Wetter®,
wobei die Ansichten iiber ,,gutes” und ,schlechtes Wetter doch weit auseinandergehen: Freibader,
Getranke- und Eishersteller freuen sich iiber einen besonders heifsen und trockenen Sommer, da
sich mit jedem Grad iiber der Durchschnittstemperatur beispielsweise der Bierkonsum um ca. 2%
erhoht. Die Landwirtschaft hingegen erleidet wihrenddessen Umsatzeinbufien, da sich die Ernte
verringert oder kiinstlich bewéssert werden muss, was zu hoheren Kosten fiihrt. Bauunternehmen
sind an milden Wintern interessiert, da Frost ihren Umsatz schmaélert, Skigebiete wiederum
erhoffen sich kalte und schneereiche Winterperioden. Energieunternechmen kénnen bei kalten
Wintern mehr Energie verkaufen und damit héhere Gewinne erzielen.

Auch wenn die Deutsche Bundesbahn in den 60er Jahren mit dem Wer-
Alle beslogan ,,Alle reden vom Wetter. Wir nicht. Fahr lieber mit der Bun-

redenvom

desbahn® ihre vermeintliche Unabhéngigkeit vom Wetter betonen woll-
te, ist heutzutage eine wichtige 6konomische Rolle des Wetters unum-
stritten. ,Das Wetter ist nicht nur ein Umweltthema; es ist ein bedeu-
tender Wirtschaftsfaktor. Mindestens eine Billion Dollar unserer Wirt-
schaft ist wetteranféllig”, sagte 1998 der damalige US-Handelsminister
William M. Daley vor dem amerikanischen Kongress [CME05|. Neuere
Schéitzungen gehen davon aus, dass fast 20% der US-Wirtschaft direkt
vom Wetter abhingig sind [CMEOQ5]. Und fiir etwa 80% der weltwei-
ten Wirtschaftstatigkeit spielen Wetterunregelméafbigkeiten direkt oder
indirekt eine Rolle [Aue03|. Umso erstaunlicher ist es, dass Firmen
erst 1996 damit begannen, sich mit Wetterderivaten gegen Wetterrisi-
ken abzusichern. Bei einem Wetterderivat zahlt ein Unternehmer dem
Derivate-Anbieter eine Pramie und erhélt dafiir eine Auszahlung, wenn eine bestimmte, vorher
festgelegte Wetterlage eintritt. Ein recht bekanntes Beispiel ist die ,Schonwettergarantie, die
einige Reisebiiros anbieten. Tritt im Urlaub unerwartet viel Niederschlag auf, bekommt man
einen Teil des Reisepreises erstattet. Im Gegensatz zu klassischen Versicherungen muss man
bei Wetterderivaten keine Forderungen stellen oder Schiden nachweisen. Aufierdem ermdglichen
Wetterderivate, sich gegen vergleichsweise gutes Wetter in anderen Regionen, das zu Umsatzein-
buften fiihren kann, abzusichern. Dabei stellen Wetterderivate aber keinen Ersatz, sondern eine

Fahr lieber mit der Bundesbahn
(©Deutsches Plakat Museum

sinnvolle Ergdnzung zu konventionellem Versicherungsschutz dar.

Der Deutsche Bundesrat hat in der Stellungnahme zum Griinbuch zur Anpassung an den Kli-
mawandel der Européaischen Kommission Wetterderivate auch zur Absicherung gegen die Folgen
des Klimawandels vorgeschlagen: ,Der Klimawandel und seine Auswirkungen in Form von Eigen-
tumsschiden, Betriebsausfall und Waldbrénden stellen Privatpersonen, Unternehmen und den
Finanzsektor vor erhebliche finanzielle Risiken. Finanzdienstleistungen und Versicherungsmérkte
werden innovative Lésungsmoglichkeiten finden miissen, um der zunehmenden Exposition gegen-
iiber klimabedingten Risiken wirksam zu begegnen. Schon jetzt werden neue Finanzprodukte wie



Einleitung

Wetterderivate und Katastrophenanleihen auf den Markt gebracht, die weiter entwickelt werden
miissen.

Es gibt einige Besonderheiten, die die Entwicklung des Markts fiir Wetterderivate behindern. Zum
einen muss ein Unternehmen genau wissen, welches Wetterereignis den Umsatz in welchem Mafse
beeintrachtigt, um Wetterderivate sinnvoll einsetzen zu konnen. Die Ermittlung der Wetterabhén-
gigkeit ist jedoch in der Regel recht aufwandig. Aufserdem erschwert die grofe Individualitat die
Bestimmung der Pramie. Jedes Derivat muss genau auf den Interessenten zugeschnitten sein, so
dass auch jede Préamie individuell berechnet werden muss. Da der zugrundeliegende Wetterindex
nicht handelbar ist, also ein unvollstdndiger Finanzmarkt vorliegt, ist die Black-Scholes-Formel
nicht anwendbar. In der Literatur wurden bereits einige alternative Bewertungsmodelle ermittelt,
allerdings hat sich bislang keine Bewertungsformel durchgesetzt.

Das Ziel dieser Arbeit ist es, einen Uberblick iiber den aktuellen Stand der Literatur zum Thema
Wetterderivate zu geben. Zunéchst werden dafiir im ersten Kapitel die theoretischen Grundlagen
erlautert, die dann in den folgenden Kapiteln verwendet werden. Nach einer ausfiihrlichen Einfiih-
rung in Wetterderivate werden die benotigten Grundlagen der Stochastik und Finanzmathematik
behandelt. Anschlieffend werden im zweiten Kapitel die wichtigsten Modelle vorgestellt, wie man
Wetterprozesse — iiberwiegend die Temperatur, aber auch Wind und Niederschlag — modellieren
kann. Anhand dieser Modelle kann man das erwartete Wetterergebnis bestimmen. Im dritten
Kapitel kommen wir dann zu den Bewertungs- und Absicherungsmodellen. Dabei werden wir
zundchst die Bewertung und Absicherung auf Basis der Wettermodelle aus Kapitel [2] durchfiih-
ren, im Anschluss nutzenorientierte Bewertung und Absicherung. Aufserdem werden wir uns mit
dem Problem beschéftigen, dass Wetterderivate fiir den Ort, an dem man sich absichern méchte,
nicht verfiighar sind.

!Stellungnahme des Deutschen Bundesrates vom 09.11.07 zum ,Griinbuch der Européischen Gemeinschaf-
ten...: Anpassung an den Klimawandel in Europa — Optionen fiir Mafinahmen der FEuropaischen Union“,
BR-Drucksache 469/07



1 Theoretische Grundlagen

Zunéchst geben wir in Abschnitt [I.1] eine allgemeine Einfithrung in Wetterderivate. Diese umfasst
einen historischen Uberblick, eine Beschreibung der Marktsituation und der Interessenten von
Wetterderivaten sowie die Definition der am h&ufigsten verwendeten Wetterindizes und Arten von
Derivaten. Danach werden in Abschnitt einige stochastische Prozesse vorgestellt, die in den
folgenden Kapiteln verwendet werden. Das erste Kapitel endet mit den finanzmathematischen
Grundlagen (Abschnitt [1.3).

Wir werden einige Grundbegriffe der Stochastik, der stochastischen Analysis und der Finanzma-
thematik voraussetzen. Fiir eine ausfiihrlichere Beschreibung der Theorie sei auf die Biicher von
Shiryaev [Shi99], Deck [Dec06] und Klenke [Kle06] verwiesen, die ebenso wie Benth [Ben04| die
Grundlage fiir die Abschnitte [I.2] und [I.3] darstellen.

1.1 Einfihrung in Wetterderivate

Ein Derivat ist ein Finanzgut, dessen zukiinftiger Wert von einem Basiswert (underlying) ab-
geleitet wird (lat.: derivare=ableiten). Aktienderivate hingen vom Kurs einer Aktie ab, Energie-
derivate von einem Energieindex (z.B. dem ,Central European Power Index oder dem ,Swiss
Electricity Price Index®), wohingegen Wetterderivate auf verschiedenen Wetterindizes basieren.
Folgende Komponenten bestimmen ein Wetterderivat:

e Die Art des Derivats, z. B. eine Option. Die verschiedenen Arten von Derivaten werden in

Abschnitt genauer beschrieben.

e Der zugrundeliegende Wetterindex: Wetterderivate konnen auf der Temperatur basieren,
aber auch z.B. auf der Zahl von Millimetern Regenfall, der Anzahl von Frosttagen oder
der Zahl der Sonnenstunden. Genaue Definitionen verschiedener Wetterindizes werden in

Abschnitt angegeben.

e Die Wetterstation, an der der Wetterindex gemessen wird. Wichtig ist dabei, dass die
verfiigharen meteorologischen Daten von einer unabhéngigen Wetterstation veroffentlicht
werden, die weder vom Kéufer noch vom Verkdufer beeinflusst werden kann.

e Die Laufzeit, wahrend der der Wetterindex gemessen wird.
e Der Ausiibungspreis (strike) als Untergrenze, ab der es zu Auszahlungen kommt.
e Die Obergrenze (cap), die die Auszahlung nach oben begrenzt.

e Der Auszahlungsbetrag pro Indexpunkt (tick size), der den zugrundeliegenden Wet-
terindex in einen finanziellen Wert umrechnet. An der Chicagoer Borse ,,Chicago Mercantile
Exchange” liegt dieser Wert meist bei 20 US-Dollar bzw. 20 britischen Pfund.

e Die Primie, die man fiir den Erwerb des Wetterderivats zu bezahlen hat.

Zur Verdeutlichung der Begriffe betrachten wir ein reales Derivat auf Regentage. Wahrend des
Oktoberfestes vom 21.09.02 bis zum 06.10.02 (16 Tage) sicherte sich ein Wiesnwirt mit einer Call-
Option gegen Niederschlag ab: Fiir jeden Regentag iiber dem Strike von 4 Regentagen erfolgte
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Abbildung 1.1: Beispiel eines Niederschlagsderivats auf Regentage (Laufzeit 16 Tage, Auszahlung
pro Regentag 25.000 €, Strike 4 Regentage, Obergrenze 250.000 € (10 Regentage
iiber dem Strike), Préamie 24.000€)

eine Auszahlung in Héhe von 25.000€, wobei ein Regentag als ein Tag mit mehr als 5mm
Niederschlag an der Wetterstation Miinchen-Stadt definiert war. Die Zahlungsobergrenze war
250.000€ (14 Regentage). Dafiir zahlte er dem Versicherer eine Pramie von 24.000 €. Abbildung
zeigt die Hohe der Auszahlung in Abhéngigkeit der Anzahl von Regentagen. Es kam im
angegebenen Zeitraum zu 8 Regentagen, so dass 100.000 € ausgezahlt wurden.

Im Gegensatz zu Versicherungen muss man bei einem Wetterderivat keine Schaden durch das
Wetter nachweisen. Nach Eintreten des abgesicherten Wetters erfolgt die Auszahlung, unabhéngig
davon, ob tatséchlich Umsatzeinbufsen vorliegen. Auferdem sind Wetterderivate Absicherungen
gegen wahrscheinliche Wetterrisiken wie ein wiarmerer Winter oder mehr Regen im Sommer
als durchschnittlich. Versicherungen hingegen sichern unwahrscheinliche Wetterphédnomene wie
Naturkatastrophen ab, die zu hohen Schéden fiihren.

In Abschnitt folgt ein kurzer Uberblick iiber die Geschichte der Wetterderivate, anschliefend
eine Beschreibung der Marktsituation (Abschnitt und der Interessenten von Wetterderiva-
ten (Abschnitt [1.1.3). In Abschnitt werden verschiedene Wetterindizes dargestellt, die die
Basiswerte von Wetterderivaten bilden. In Abschnitt werden dann allgemein einige Arten
von Derivaten beschrieben.

1.1.1 Historischer Uberblick

Das erste Wetterderivat weltweit wurde im Juli 1996 zwischen den Energieversorgern Consolida-
ted Edison Company, New York, USA, und Aquila Energy, Kansas City, USA, geschlossen. Ein
kiihlerer Sommer und der verminderte Einsatz von Klimaanlagen fiihrten zu sinkenden Strom-
preisen, allerdings blieb der Gaspreis konstant. Die Unternehmen kombinierten eine Gas-Strom-
Transaktion mit einem Wetterderivat: Aquila Energy lieferte Strom zum Festpreis und erhielt
von Consilidated Edison Company Gas zum Marktpreis, gleichzeitig gewahrte Aquila Energy
einen Rabatt in Abhéngigkeit vom Cooling-Degree-Day-Index (positive Differenz zwischen tagli-
cher Durchschnittstemperatur und einem Referenzwert von 18 °C, siche Abschnitt fiir New
York City [Spi00].

Einen Wachstumsschub erlebte die Branche, nachdem El Nino 1997 /98 fiir héhere Temperaturen
im Winter sorgte und viele Unternehmen sich erstmals ihrer Wetterabhéangigkeit bewusst wurden.
1999 nahm die Chicagoer Borse, die Chicago Mercantile Exchange (CME), Wetterderivate fiir
zehn US-Stadtd] in ihren Handel auf. Mittlerweile bietet sie Wetterderivate fiir 45 Stidte welt-

! Atlanta, Chicago, Cincinnati, Dallas, Des Moines, Las Vegas, New York, Philadelphia, Portland, Tucson



1.1 Einfiihrung in Wetterderivate

weit an, 24 US—amerikanischeEL sechs kanadischeEL zehn européiischeﬂ zwel japanischeﬂ und drei
australischdf Stadte.

Das erste deutsche Wetterderivat wurde 2000 zwischen der franzosischen Bank Société Générale
und den Wirten des Oktoberfestes abgeschlossen, die sich mit einem Niederschlagsderivat gegen
Einnahmeausfélle durch niedrigere Besucherzahlen bei Regen absicherten. Allerdings kam es nicht
zu einer Auszahlung.

Als erster Energieversorger in Deutschland schloss im Jahr 2000 die Berliner Bewag ein Wetterde-
rivat ab, um sich gegen einen warmen Winter 2000/2001 abzusichern. Sie erzeugte Strom grofiten-
teils {iber Kraft-Warme-Kopplung. Ein warmer Winter hitte somit zu niedrigerem Fernwarme-
Bedarf der Kunden gefiihrt. Im versicherten Zeitraum von Dezember 2000 bis Mérz 2001 lag die
Durchschnittstemperatur dann allerdings mit 2,2°C relativ niedrig, so dass keine Auszahlung
stattfand [Ess01].

Das erste Wetterderivat mit Auszahlung in Deutschland erwarb das Elektrizitdtswerk Dahlen-
burg (Niedersachsen). Dieses kaufte eine Niederschlagsoption vom 1. Mai bis 31. August 2001 mit
Strike 70 mm, um sich gegen Einnahmeausfille abzusichern, wenn die 6rtlichen Bauern bei einem
verregneten Sommer deutlich weniger Strom fiir ihre Bewésserungsanlagen nachfragen. Tatséch-
lich regnete es im angegebenen Zeitraum 75 mm, weshalb es fiir die Differenz von 5mm zum
ersten Mal in Deutschland zu einer Auszahlung eines Wetterderivats kam [EWDOS].

In Japan fiihrte die Fuftball-Weltmeisterschaft 2002 in Japan/Siidkorea zu verstarkter Nachfrage
von Wetterderivaten. Hotels und Restaurants sicherten sich mit Niederschlagsderivaten gegen
wetterbedingte Einnahmeausfille ab. Daiwa Bank Holdings (Japan) bot fiir drei der 22 Stadte,
in denen sich die Fufsballmannschaften einquartierten, Wetterderivate an, ein ,England-Paket®,
ein ,,Tunesien-Paket* und ein ,,J apan-Paket‘ﬂ

Im Sommer 2008 kiindigte die Weltbank an, Wetterderivate zur Absicherung von Katastro-
phenrisiken in Entwicklungsldndern einzusetzen. Als erstes Projekt wurde der Abschluss eines
Wetterderivats zwischen der Schweizer Riickversicherung ,Swiss Re* und dem siidafrikanischen
Land Malawi vermittelt, um schnelle finanzielle Hilfe nach Ernteeinbriichen durch Diirreperioden
zu ermoglichen. Nach einer Trockenperiode 2005 wurde Malawi von einer schweren Hungersnot
heimgesucht. Mit dem abgeschlossenen Wetterderivat erhélt die malawische Regierung in Ab-
hangigkeit der Anzahl der Regentage eine Zahlung von bis zu 5 Mio. $§, was einem Ernteriickgang
von 10 % im Vergleich zum historischen Mittelwert entspricht. Im Gegensatz zu einer Erntever-
sicherung wiirde Malawi dann schon innerhalb eines Tages finanzielle Hilfe bekommenﬂ.

1.1.2 Marktsituation

Seit dem Auftreten von Wetterderivaten wurde stets damit gerechnet, dass sich ein rapide wach-
sender Markt entwickeln wiirde. Diese Erwartungen wurden jedoch nicht ganz erfiillt, der Markt
wuchs zwar, aber nicht in erwartetem Mafe (siehe Abbildung .

Im Berichtsjahrﬂ 1998/99 kam es weltweit zu 695 Abschlissen von Wetterderivaten OTC (Over
The Counter, jiiber den Ladentisch®, d. h. auferborslich). Die Zahl hat sich in den folgenden Jah-

2zusétzlich Baltimore, Boston, Colorado Spring, Detroit, Houston, Jacksonville, Kansas City, Little Rock, Los
Angeles, Minneapolis-St. Paul, Raleigh, Sacramento, Salt Lake City, Washington, D.C.

3Calgary, Edmonton, Montreal, Toronto, Vancouver, Winnipeg

4 Amsterdam, Barcelona, Berlin, Essen, London, Madrid, Oslo, Paris, Rom, Stockholm

5Tokio, Osaka

5Melbourne, Sydney und Brisbane

7 Japan schiitzt sich vor schlechtem Fufball- Wetter (,Financial Times Deutschland“ vom 25.04.2002)

8 Malawi Eyes Markets to Help Manage Drought Risk (Pressemitteilung der Weltbank vom 16.06.2008),
Swiss Re enters into a weather derivative contract with the World Bank covering drought in Malawi (Presse-
mitteilung von Swiss Re vom 20.10.2008)

9Hier wird die Periode von April bis Mérz des Folgejahres als Berichtsjahr bezeichnet, also eine Winter- und
eine Sommersaison.
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Anmerkung: Die Zahl der OTC-Vertragsabschliisse stieg von 695 (1998/99) auf 4517 (02/03) und fiel dann wieder
auf 774 (06/07). Diese Zahlen sind im Vergleich zur Zahl der CME-Abschliisse (bis zu iiber einer Million) zu gering,
um im Diagramm erkennbar zu sein. Die Zahlen fiir 2007/08 sind nicht nach OTC und CME unterschieden.

Abbildung 1.2: Zahl der Vertragsabschliisse (links) und Nominalvolumina der Vertriage (rechts)
1998-2008, Daten: [WRMAO06, WRMAOSD, ITI08]

ren jeweils ungefahr verdoppelt, wobei man bei weltweit knapp 4000 Abschliissen 2001/02 und
einem nur schwach ansteigenden Nominalvolumen noch nicht von einem Boom sprechen kann.
Gefordert wurde das Wachstum durch die steigende Zahl von Abschliissen an der CME, die
2004 die Tick-Grofe (Auszahlung pro Wetterindex) von 100 $ auf 20 $ senkte, so dass flexiblerer
Handel moglich wurde. Seit 2002/03 findet ein Grofteil der Abschliisse nur noch an der CME
statt. Im Jahr 2005/06 kam es als Folge der Hurrikan-Saison 2005 in den USA (u.a. Hurrikan
Katrina) zu einem sprunghaften Anstieg der Zahl der Abschliisse und des Volumens, was sich
in den darauffolgenden Jahren nicht wiederholte. Allerdings wéchst der Markt stetig weiter, die
Zahl der Abschliisse stieg von 730.000 (2006,/07) auf 985.000 (2007/08) und das Gesamtvolumen
(OTC und CME) von 19 Mrd.$ (2006/07) auf 32 Mrd.$ (2007/08) [WRMAO8b|. Der Handel
konzentriert sich dabei auf die USA, der Anteil der européischen Abschliisse ist immer weiter
gesunken und lag in den letzten Jahren deutlich unter 10 % [WRMAOSa|. Nachdem 2001 die
Londoner Bérse LIFFE (London International Financial Futures and Options Exchange) Wet-
terderivate in ihren Handel aufgenommen hatte, wurde dieser wegen geringer Nachfrage bald
wieder eingestellt. Auch die Handelsplattform der Deutschen Borse AG ,Xelsius.com* stellte
ihren Handel mit Wetterderivaten mittlerweile wieder ein [HHO06]. Somit ist die CME derzeit
die einzige Borse, an der Wetterderivate gehandelt werden. Angeboten werden Wetterderivate
von Banken und Riickversicherern, aber auch von Versorgungsunternehmen, die ihr Wetterrisiko
damit absichern. Im Méarz 2008 wurde ,Celsius Pro“m gegriindet, eine Firma aus Ziirich und
Partner der Riickversicherung ,Swiss Re*. Sie hat sich auf den Verkauf von Wetterderivaten an
europdische Kunden spezialisiert und bietet auf ihrer Internetseite die Moglichkeit, Preise zu
berechnen und Wetterderivate direkt abzuschliefsen.

1.1.3 Interessenten an Wetterderivaten

Untersuchungenlﬂ zeigen, dass ein Anstieg der Durchschnittstemperatur im Sommer um ein
Grad Celsius in den USA zu einer Umsatzsteigerung von Speiseeis um 3 % und von Bier um 2 %
fithrt. Wahrenddessen sinkt der Umsatz der Schmuckbranche um 0,5 %, der der Autoindustrie
um 1% und der der Computerhéndler um 1,5%. Ein Riickgang der Durchschnittstemperatur

10Celsius Pro: http://www.CelsiusPro.com
"Prof. Henry Schifer, Universitat Stuttgart, in Bauchlandung der Wetterfrosche (,€uro am Sonntag“ vom
28.01.2007)
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um ein Grad Celsius im Winter fiihrt in den USA zu einer Absatzsteigerung von Ol und Strom
um 4,5%, um 1,5% im Einzelhandel und um 1% in der Tourismusbranche. Allerdings sinkt
gleichzeitig der Umsatz der Mobelindustrie um 1,5 % und der der Autoindustrie um 3 %.

Somit ergeben sich vielseitige Moglichkeiten fiir die Anwendung von Wetterderivaten. Dabei
geht es aber nicht um Spekulation, also ,Wetten auf das Wetter”, sondern um Absicherung von
Einnahmeausfillen in wettersensiblen BranchenlEl Eine Umfrage der WRMAE im Jahr 2007
ergab, dass 47 % der Wetterderivate weltweit von Firmen aus dem Energiesektor nachgefragt
werden, 14 % von der Landwirtschaft, 9% vom Einzelhandel, jeweils 6 % vom Transport- und
Baugewerbe sowie 18 % aus anderen Sektoren [WRMAOSa.

Der grofse Anteil der Energiebranche erkléart sich durch ihre starke Wetterabhéngigkeit. Die
Nachfrage nach Ol und Gas zum Heizen fillt bei milden Temperaturen niedriger aus, ebenso
wie die Nachfrage nach Strom zum Kiihlen. Auch das Angebot wird vom Wetter beeinflusst: Er-
neuerbare Energiequellen bendtigen ausreichend Sonnenschein (Solarkraftwerke), Niederschlag
(Wasserkraftwerke) oder Wind (Windparks). Aber auch die fossile Energiegewinnung benéotigt
geniigend Kiihlwasser, das bei hohen Temperaturen knapp wird, so dass Kernkraftwerke abge-
schaltet werden miissen. Abbildung [T.3] zeigt, von welchen Faktoren der Strompreis beeinflusst
wird, neben dem Konsumentenverhalten, den Rohstoffpreisen und der Netzsituation auch vom
Wetter.

Beispiele fiir Absicherungen von Wetterrisiken im Energiesektor in Deutschland sind neben den
bereits in Abschnitt [[.1.]]erwidhnten Wetterderivaten der Berliner ,,Bewag* und des Elektrizitéts-
werks Dahlenburg die der Stadtwerke Dessau (Absicherung gegen zu warmen Winter, Dezember
2001), des Gruppen-Gas- und Elektrizititswerks Bensheim (Absicherung gegen zu kalten Win-
ter, Januar 2002), der Mannheimer Versorgungs- und Verkehrsgesellschaft (Absicherung gegen zu
kalten Winter, Winter 2002) und des Hamburger Emissionshauses ,,Konig & Cie.“ (Absicherung
der Anleger in Windkraft-Fonds vor bedingten Einnahmeausfillen, Juli 2003) [Mey03].

Die Landwirtschaft befindet sich in der Umfrage auf dem zweiten Platz. Theoretisch ist die
Verwendung von Wetterderivaten in der Landwirtschaft gut erforscht, allerdings finden sie in
Deutschland in der Praxis wenig Anwendung. Musshoff/Hirschauer [MHOS, [HMO08| modellieren
ein Wetterderivat fiir eine Farm in Brandenburg und kommen zu dem Ergebnis, dass ein Handel
von Wetterderivaten fiir Landwirte durchaus von Vorteil ist und eine sinnvolle Ergdnzung zur
klassischen Hoferldsversicherung darstellt.

Auch im Einzelhandel, der Tourismusindustrie und dem Gaststittengewerbe kénnen Wet-
terderivate zur Absicherung gegen wetterbedingte Einnahmeausfélle sinnvoll eingesetzt werden,
zum Beispiel sicherte sich die Molkerei ,Meggle* (Krduterbutter) 2002 gegen eine verregnete Grill-
saison ab, die Blumeninsel Mainau im Bodensee 2002 und 2003 gegen einen verregneten Sommer,
ebenso der Golfplatz ,Apeldor” in Schleswig-Holstein [Mey03]. Und wie bereits in Abschnitt
erwahnt schlossen die Miinchener Wiesnwirte im Jahr 2000 das erste deutsche Wetterderivat ab
und sicherten sich auch danach mit Wetterderivaten ab (siche Beispiel aus Abbildung .

1.1.4 Wetterindizes

Generell konnen Wetterderivate auf beliebige Wetterereignisse abgeschlossen werden. Entschei-
dend dabei ist, dass die meteorologischen Daten von einer unabhéngigen Wetterstation bereitge-

12Bei der Recherche antwortete eine badische Brauerei auf die Frage, ob sie Wetterderivate verwende, folgen-
dermafen: ,Der Abschluss von Wetterderivaten ist ein hochspekulatives Geschéft. Als serioses Unternehmen
haben wir uns dazu entschlossen, keine Wetterderivate abzuschliefien.” Hans Esser von Finanztrainer.com sag-
te in einem Interview mit der ,FAZ*“ am 1. Juni 2002: ,Wetterabhéngige Unternehmen, die sich nicht um das
Management ihrer Wetterrisiken scheren, sind die eigentlichen Spekulanten. Sie hoffen, dass der Wettergott sie
nicht im Stich lasst. Die Unternehmen, die ihre Wetterrisiken absichern, tun das genaue Gegenteil. Sie zocken
nicht.”

13Weather Risk Management Association: http://www.wrma.org/
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Abbildung 1.3: Wettereinfliisse (blau) und sonstige Einfliisse auf den Strompreis; die Grafik ba-
siert auf [RWEOS].

stellt werden. Fiir Temperatur-, Niederschlags- und Windderivate gibt es einige standardisierte
Indizes, die im Folgenden definiert werden.

Die den mit MATLAB® erstellten Grafiken zugrundeliegenden Daten deutscher Stadte stammen
meist vom Deutschen Wetterdiensﬁ (DWD), der Klimadaten deutscher Stationen frei zugéng-
lich zur Verfiigung stellt (Details siche Kapitel . Fiir einige Stadte aufserhalb Deutschlands
sowie fiir Berlin und Essen liefert die Chicago Mercantile Exchange GrouplE (CME) historische
Wetterdaten.

Temperatur

An der CME werden Vertrdge auf Basis von fiinf Temperaturindizes gehandelt. Grundlage
der meisten Temperaturindizes ist die tagliche Durchschnittstemperatur (DAT, Daily Average
Temperature), die wie folgt definiert ist:

Definition 1.1.1. An einer bestimmten Wetterstation seien T und T/™™ die Mazimal- bzw.
Minimaltemperatur des t-ten Tages, gemessen in Grad Celsius, t € N. Dann ist die Durch-
schnittstemperatur (DAT) des Tages t definiert durch:

- Ttmax + Ttmin

T : 5

(1.1)
Die téglichen Minimal- und Maximaltemperaturen 2008 in Berlin-Tempelhof und die daraus nach
Def. errechnete tégliche Durchschnittstemperatur DAT sind in Abbildung zu sehen.
Abbildung zeigt tabellarisch die Hochst- und Tiefstwerte von sieben Tagen im Juli 2008 in
Berlin und die daraus berechnete DAT.

Man beachte, dass die so definierte Durchschnittstemperatur sich von einer allgemeinen Durch-
schnittstemperatur unterscheidet. Abbildung zeigt die DAT im Vergleich zu der vom Deut-
schen Wetterdienst verdffentlichten Durchschnittstemperatur, die auf 24 Messungen pro Tag
basiert und sich nicht nur nach Definition [[.T.1] als der Mittelwert der Hochst- und Tiefstwerte
errechnet (siehe auch Abbildung. Im Jahr 2008 schwankte die Abweichung von —1,9 bis 42,25

MDeutscher Wetterdienst: http://www.dwd.de
5Chicago Mercantile Exchange Group: http://www.cmegroup . com
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Abbildung 1.4: Minimal- und Maximaltemperaturen 2008 (oben) und die daraus errechnete tag-
liche Durchschnittstemperatur (DAT, unten) 2008 an der Wetterstation Berlin-
Tempelhof, Daten: DWD

Datum 2008 | 21.07. 22.07. 23.07. 24.07. 25.07. 26.07. 27.07.
Tiefstwert 11,9 12,1 114 122 174 19,7 19,0
Hochstwert 17,0 21,5 246 27,6 32,7 330 329

DAT 1445 16,80 18,00 19,90 2505 26,35 25,95
HDD 355 1,20 0,00 000 000 000 0,00
CDD 0,00 000 000 1,90 7,05 835 7,95
@-Temp. DWD | 144 162 181 204 245 255 26,2

Abbildung 1.5: Minimal- und Maximaltemperaturen vom 21.07.2008 bis zum 27.07.2008 an der
Wetterstation Berlin-Tempelhof, die daraus berechnete DAT, die téglichen HDDs
und CDDs sowie die Durchschnittstemperatur des DWD, Daten: DWD

11
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mit Mittelwert —0,07 und Standardabweichung 0,57. Im gesamten Zeitraum vom 01.01.1991 bis
zum 31.12.2008 lag die Differenz zwischen DAT und DWD-Durchschnittstemperatur zwischen
—3,9 und +4,2 mit Mittelwert —0,03 und Standardabweichung 0,9.

Um eine bessere Vergleichbarkeit zu ermoglichen und den Handel zu erleichtern, wurden einige
auf der taglichen Durchschnittstemperatur basierende Indizes definiert. Die am weitesten verbrei-
teten Temperaturindizes sind Heating-Degree-Days (HDDs) und Cooling-Degree-Days (CDDs).
2005/06 basierten 79 % des Nominalvolumens aller abgeschlossenen Vertriage auf HDDs und 18 %
auf CDDs [WRMAO6].

Ein Heating-Degree-Day ist die negative Abweichung der taglichen Durchschnittstemperatur von
einem Referenzwert.

Definition 1.1.2. Der Heating-Degree-Day (HDD) eines Tages t, t € N, ist definiert als
der Wert, um den die Durchschnittstemperatur des Tages t einen Referenzwert p unterschreitet,

d. h.
HDD; := max(0,p —Ty) = (p — Ty) ™, (1.2)
wobei (...)" den Positivteil bezeichnet.

Hierbei wird p meist gleich 18 °C bzw. 65 °Fahrenheit gesetzt. Der Name Heating-Degree-Day
kommt daher, dass die meisten Heizungen bei téglichen Durchschnittstemperaturen unter 18 °C
eingeschaltet werden. Die kumulierten Heating-Degree-Days sind die Summe der téglichen HDDs
fiir jeden Tag der betrachteten Periode.

Definition 1.1.3. Die (kumulierten) Heating-Degree-Days tber einen Zeitraum von 11 bis
7o, T1,T2 € N, 71 < 19, sind definiert als:

HDD(7, 1) : ZHDDt Zmax 0,p—Tp). (1.3)

t=71 t=71

Ein Cooling-Degree-Day ist die positive Abweichung der téaglichen Durchschnittstemperatur von
einem Referenzwert.

Definition 1.1.4. Der Cooling-Degree-Day (CDD) eines Tages t, t € N, ist definiert als der
Wert, um den die Durchschnittstemperatur eines Tages einen Referenzwert p tiberschreitet:

CDD; := max(0,T; — p) = (T; — p)*. (1.4)

Auch hier wird p meist gleich 18 °C bzw. 65 °Fahrenheit gesetzt. Der Name Cooling-Degree-Day
kommt daher, dass in den USA die meisten Klimaanlagen bei Durchschnittstemperaturen iiber
18° C (= 65° Fahrenheit) angeschaltet werden. Die kumulierten Cooling-Degree-Days sind die
Summe der téglichen CDDs fiir jeden Tag der betrachteten Periode.

Definition 1.1.5. Die (kumulierten) Cooling-Degree-Days iiber einen Zeitraum von 1y bis T2,
1,72 €N, 7 < 1o, sind definiert als:

T2
CDD(71,72) : Z CDD; = Z max(0,T; — p). (1.5)

t=71 t=71

In der Tabelle in Abbildung sind die nach den Definitionen [1.1.2| und [1.1.4] berechneten
taglichen HDD- und CDD-Werte in Berlin vom 21.07.2008 bis zum 27.07.2008 angegeben. Ab-
bildung zeigt die téglichen HDDs und CDDs fiir das ganze Jahr 2008 an der Wetterstation
Berlin-Tempelhof.

12
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Abbildung 1.6: Oben: DAT und Durchschnittstemperaturen des DWD 2008 an der Wetterstation
Berlin-Tempelhof. Unten: Differenz aus DAT und DWD, Daten: DWD
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Abbildung 1.7: HDDs und CDDs 2008 an der Wetterstation Berlin-Tempelhof
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Abbildung 1.8: Zusammenhang zwischen téglicher Durchschnittstemperatur und téglicher durch-
schnittlicher Stromlast 1997-2005 in New South Wales (Australien), Quelle:

[5507]
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Der Zusammenhang zwischen Stromverbrauch und téglicher Durchschnittstemperatur wird aus
Abbildung [I.§] deutlich, wo die tégliche durchschnittliche Stromlast 1997-2005 in New South
Wales (Australien) mit der téglichen Durchschnittstemperatur verglichen wird. Svec/Stevenson
[SSO7] errechnen eine Korrelation von 0,8. Die Abbildung macht auch deutlich, dass der Refe-
renzwert p = 18 °C als Grenze zwischen Heizen und Kiihlen (zumindest fiir Australien) sinnvoll
ist.

Fiir die européischen Stéadte, fiir die an der CME standardisierter Handel von Wetterderivaten
organisiert wird, kénnen neben Derivaten auf HDDs und CDDs auch welche auf den Index
der kumulierten Durchschnittstemperatur (CAT, Cumulative Average Temperature) gehandelt
werden. Der CAT-Index ist die Summe der téglichen Durchschnittstemperaturen fiir jeden Tag
der betrachteten Periode.

Definition 1.1.6. Die kumulierte Durchschnittstemperatur (CAT) iber einen Zeitraum
von 11 bis 1o, 71,70 € N, 11 < 19, ist definiert als:

CAT(7y,1m2) := 22 T;. (1.6)

t=11

Abbildung [I.9] zeigt die iiber einen Monat kumulierten HDDs und CDDs von 2002 bis 2008 fiir
Berlin-Tempelhof und im Vergleich dazu die kumulierte Durchschnittstemperatur CAT fiir jeden
Monat.

Zwischen den vorgestellten Indizes HDD, CDD und CAT besteht folgender Zusammenhang: Da
stets gilt, dass

max(z — p,0) —max(p — x,0) =z — p,
erhélt man die sogenannte HDD-CDD-Paritat an einem Tag ¢, t € N,
CDD, —HDD, =T, —p
oder fiir einen Zeitraum von 7 bis 79 mit 7, € N, 7 < 7o,

CDD(71,72) — HDD(71,72) = CAT(11,72) — p- (T2 — 71 + 1). (1.7)

Fiir die beiden japanischen Stadte Tokio und Osaka basieren die CME-gehandelten Wetterderi-
vate auf dem Pacific-Rim-Index (PRIM), der die durchschnittliche Tagestemperatur iiber einen
Monat oder eine Jahreszeit misst. Pacific Rim bedeutet iibersetzt , Pazifik- Anrainer*.

Definition 1.1.7. Der Pacific-Rim-Index (PRIM) iiber einen Zeitraum von 11 bis 1o, 71, T2 €
N, 7 < 1y, ist definiert als:

T2

1
PRIM(Tl,TQ) = m Z ﬂ
t=71

Die tégliche Durchschnittstemperatur 2008 in Tokio und die daraus berechnete monatliche Durch-
schnittstemperatur, der monatliche PRIM-Index, sind in Abbildung zu sehen. Hierbei ist
die tigliche Durchschnittstemperatur allerdings nicht wie in Definition als Mittelwert von
Minimum und Maximum berechnet, sondern als Mittelwert von stiindlichen Temperaturmessun-
gen.

Ein weiterer Temperaturindex ist die Anzahl von Frosttagen. Die CME liefert Daten iiber Frost-
tage in Amsterdam. Die Daten werden nicht an Wochenenden und nur fiir Amsterdam-Schiphol
erhoben.

14
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Abbildung 1.9: Zahl der monatlichen HDDs, CDDs und der monatlichen CAT von 2002 bis 2008
in Berlin-Tempelhof
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Abbildung 1.10: Tégliche Durchschnittstemperatur 2008 in Tokio und der daraus berechnete
monatliche PRIM-Index, Daten: CME
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Abbildung 1.11: Zahl der monatlichen Frosttage in Amsterdam-Schiphol 2002-2008, Daten: CME
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Definition 1.1.8. FEin Frosttag muss nach Definition der CME eine oder mehrere der folgenden
Bedingungen erfillen:

o Die Temperatur um 7 Uhr Ortszeit ist hochstens -3,5° Celsius.
e Die Temperatur um 10 Uhr Ortszeit ist hichstens -1,5° Celsius.
e Die Temperaturen um 7 Uhr und 10 Uhr Ortszeit sind héchstens -0,5° Celsius.

Die Zahl der monatlichen Frosttage in Amsterdam 2002-2008 ist in Abbildung abgebildet.

Wetterderivate miissen nicht auf der Temperatur basieren. Im Prinzip ist jedes Wetterereignis
denkbar, das von einer unabhéngigen Wetterstation aufgezeichnet wird. 2005/06 basierten au-
fserhalb der CME 72% aller Wetterderivate auf der Temperatur, 14% auf Regen und 14% auf
anderen Wetterereignissen [WRMAOG].

Niederschlag

Im Folgenden geben wir die zwei wichtigsten, an der CME angebotenen Niederschlagsindizes an.

Definition 1.1.9. Ein Regentag ist ein Tag, an dem der Niederschlag an einer Wetterstation
die vereinbarte Mindest-Niederschlagsmenge (z. B. 5mm) tbersteigt.

In Abbildung sieht man die tégliche Niederschlagsmenge 2008 in Berlin-Tempelhof. Wenn
man die Mindest-Niederschlagsmenge auf 5 mm setzt, gab es dort 38 Regentage im Jahr 2008.

Fir New York und Boston liefert die CME auch Daten tiber den Schneefall.

Definition 1.1.10. Der tdgliche Schneefall ist definiert als die Menge Neuschnee, gemessen
in Zoll (inch) oder Zentimeter Hihe, die zwischen 0:00 und 23:59 Uhr an einer Wetterstation
gemessen wird.

Abbildung zeigt die jahrliche Schneefallmenge 2002-2008 in Boston (Logan International
Airport) und New York (Central Park).

Wind

An der US Futures Exchange, einer elektronischen Borse fiir Termingeschéfte in Chicago, werden
Windderivate gehandelt, die auf dem Nordiz Wind Speed Index basieren. Dieser Index misst die
Abweichung der Windgeschwindigkeit vom Mittelwert der letzten 20 Jahre.

Definition 1.1.11. Der Nordiz Wind Speed Index (kurz: Nordiz-Index) tiber einen Zeitraum
von 11 bis 1o, 71,72 € N, 71 < 7o, (lUblicherweise ein Monat) ist definiert als:

T2
N(r1,72) :=100+ > V(i) — vo(i),
1=T1

wobei V(i) die durchschnittliche Windgeschwindigkeit am Tag i bezeichnet und vag(i) die durch-
schnittliche Windgeschwindigkeit am Tag © der letzten 20 Jahre.

Ein Wert iiber 100 bedeutet also, dass die Windgeschwindigkeit im betrachteten Zeitraum durch-
schnittlich héher war als in den letzten 20 Jahren, ein Wert unter 100, dass sie niedriger war.
Abbildung zeigt den Nordix-Index fiir drei Gebiete im Bundesstaat New York.
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Abbildung 1.12: Téglicher Niederschlag 2008 in Berlin-Tempelhof, Daten: DWD
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Abbildung 1.14: Nordix-Index fiir drei Gebiete (blau, griin, rot) im Bundesstaat New York, Quel-
le: US Futures Exchange
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1.1.5 Arten von Derivaten

Wetterderivate konnen wie andere Derivate auf unterschiedliche Weise strukturiert sein. Unge-
fahr drei Viertel aller Wetterderivate werden als Optionen gehandelt, ca. ein Viertel sind Swaps
[HHO6]. Allgemein unterscheidet man folgende Arten von Derivaten:

Ein Forward ist ein nicht an der Borse gehandeltes Termingeschéft. Der Verkdufer eines Forwards
verpflichtet sich, eine bestimmte Menge zu einem bestimmten Zeitpunkt zu einem bestimmten
Preis zu kaufen oder zu verkaufen. Forward-Vertrage werden nicht an der Borse gehandelt, son-
dern OTC, und sind im Allgemeinen nicht standardisiert.

Ein Future ist im Gegensatz zum Forward ein boérsengehandeltes Termingeschéft und meist
standardisiert. Kaufer und Verkaufer legen vertraglich fest, dass sie zu einem festen Zeitpunkt
eine bestimmte Menge eines Gutes zu einem vorher festgelegten Preis liefern bzw. abnehmen.
Die Preise sind 6ffentlich bekannt, also werden die Vertrége zum besten verfiigbaren Preis abge-
schlossen.

Ein Swap ist ein Vertrag, bei dem der Kaufer eine Zahlung erhélt, wenn der Basiswert einen
bestimmten Wert iibersteigt. Allerdings muss er eine Zahlung leisten, wenn der Basiswert unter
diesem Wert bleibt. Somit verkauft er quasi eine Call-Option mit einem bestimmten Strike und
kauft eine Put-Option mit demselben Strike (s.u.). Swaps werden meist OTC gehandelt und
genau auf die Handelspartner zugeschnitten.

Katastrophenanleihen bzw. Cat-Bonds sichern durch Naturkatastrophen entstehende Schiden
ab. Sie zeichnen sich durch sehr hohe Zinsen aus. Der Investor erhélt bei Nichteintreten einer
Naturkatastrophe sein Kapital, die Zinsen und eine vom Emittenten zu zahlende Pramie zuriick.
Bei Eintreten einer Katastrophe unterldsst der Emittent diese Zahlung und verwendet das Geld
fiir den Ausgleich der Schdden. CAT-Bonds {ibertragen somit das Risiko von Naturkatastrophen
auf den Kapitalmarkt.

Unter Wetterderivaten sind Optionen am meisten verbreitet. Deshalb befassen wir uns mit ihnen
etwas ausfiihrlicher.

Optionen

Eine Option ist ein Vertrag, der dem Besitzer das Recht einrdumt, ein Finanzgut (z. B. Anteile
an einer Aktie) zu einem festen Preis K zu einem zukiinftigen Zeitpunkt 7' zu handeln. Im
Gegensatz zu Forwards und Futures besteht keine Pflicht der Ausiibung. Eine Call-Option (auch
Kauf-Option genannt) gibt dem Besitzer das Recht, Anteile zu einem festen Preis zu kaufen. Eine
Put-Option (auch Verkauf-Option genannt) beinhaltet das Recht, zu einem festen Ausgabepreis
zu verkaufen. Der Preis K heiftt Strike oder Ausiibungspreis, der Zeitpunkt 7" Maturitét oder
Ausiibungszeitpunkt.

Die Option heiftt européisch, wenn sie nur zu einem festen Ablaufszeitpunkt ausgeiibt werden
kann. FKine amerikanische Option hingegen kann der Besitzer zu einem beliebigen Zeitpunkt
vor Ablauf der Maturitdt ausfithren. Unter einer asiatischen Option versteht man eine Option,
deren Wert nicht vom aktuellen Wert abhingt, sondern vom Mittelwert seit Beginn der Laufzeit.
Da sich die Bezeichnung ,asiatisch“ auf die Berechnung des Wertes, ,européisch” und ,amerika-
nisch® aber auf den Einl6sezeitpunkt beziehen, konnen asiatische Optionen auch européisch oder
amerikanisch sein.

Ist der Preis pa(T) einer Aktie zur Zeit T' grofer als der Ausiibungspreis K, nimmt der Inhaber
einer Call-Option auf diese Aktie seine Option wahr, kauft sie zum Preis K und kann sie zum
Preis pa(T) > K am Markt verkaufen. Er macht also einen Gewinn von py(7T') — K.

Ist der Preis der Aktie allerdings niedriger als der festgesetzte Ausiibungspreis K, lasst der
Besitzer der Call-Option diese verfallen, denn er konnte die Aktie am Markt giinstiger zum Preis
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pa(T) < K erwerben. Der Wert (Payoff) einer européaischen Call-Option zur Zeit T' ist somit
gegeben durch:

C(T) = max (pA(T) — K,O) — (pA(T) _ K)Jr'
Fiir den Wert einer européischen Put-Option zur Zeit T gilt dann:
P(T) = max (K — pa(T),0) = (K — pa(T))".

Damit ergibt sich fiir das Verhéltnis der Preise von Put- und Call-Optionen die Put-Call-Pa-
ritat:

C(T) — P(T) = max (pa(T) — K,0) — max (K — pa(T),0)
=pa(T) — K.

Bei Wetterderivaten ist der Basiswert der Option keine Aktie, sondern ein Wetterindex.
Der Wert Cepp(T'; 71, 72) einer européischen Call-Option auf kumulierte CDDs zur Zeit T ist
gegeben durch:

Cepp(T;11,12) = )\(HDD(Tl,TQ) — K)+,

wobei A die vorher vereinbarte Zahlung fiir jeden Cooling-Degree-Day {iber dem Strike darstellt.
Analog ist der Wert Copp(T'; 71, 72) einer européischen Put-Option auf kumulierte CDDs zur
Zeit T gegeben durch:

Pcpp(T511,10) = )\(K — HDD(Tl,TQ))+

Es gibt einige Kennzahlen, die sogenannten Griechen, die angeben, wie sich der Wert einer
Option bei Anderung bestimmter Parameter verhélt: Delta, Gamma, Lambda, Theta, Rho und
Omega. Wir beschéftigen uns hier nur mit dem Delta.

Das Delta misst die Sensitivitdt des Optionswertes beziiglich des Basiswertes und ist definiert
als die erste Ableitung des Optionswertes nach dem Basiswert. Bei Call-Optionen ist das Delta
immer zwischen 0 und 1, bei Put-Optionen zwischen 0 und —1. Wenn eine Option im Geld
(in the money) ist, d.h. der aktuelle Wert des Basiswertes hoher (Call-Option) bzw. niedriger
(Put-Option) ist als der Strike, liegt das Delta zwischen 0,5 und 1 (Call-Option) bzw. —0,5 und
—1 (Put-Option). Bei einem Delta zwischen 0 und 0,5 bzw. 0 und —0,5 ist die Option aus dem
Geld (out of the money). Der Kurs des Basiswertes liegt also unter (Call-Option) bzw. iiber
(Put-Option) dem Strike. Bei einer Option am Geld (at the money) ist der aktuelle Wert des
Basiswertes gleich dem Strike.

Liegt das Delta einer Call-Option beispielsweise nahe bei 1 (,weit im Geld“), dndert sich der
Optionswert im etwa gleichen Verhéltnis wie der Basiswert. Bei einem Delta nahe 0 (weit aus
dem Geld“) dndert sich der Wert der Call-Option kaum, wenn sich der Basiswert dndert, da
dieser weit unter dem Strike liegt.

Das Delta spielt eine wichtige Rolle beim Delta-Hedging. Dabei wird wird eine Option gegen
Kursschwankungen abgesichert, indem man ein ,,Delta-neutrales” Portfolio zusammenstellt, d. h.
das Delta des gesamten Portfolios ist 0. Anhand des Deltas der Option kann man erkennen, wie
viele Anteile am Basiswert man dafiir zu halten hat.

Nach dieser Einfithrung in Wetterderivate kommen wir jetzt im néchsten Abschnitt zu den
Grundlagen der Stochastik, die im weiteren Verlauf ben6tigt werden.

19



1 Theoretische Grundlagen

1.2 Stochastische Grundlagen

Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Familie von R%-wertigen Zufallsvariablen X =
(Xt)tco, © C R, auf diesem Wahrscheinlichkeitsraum bezeichnet man als stochastischen Pro-
zess mit Zeitmenge © und Zustandsraum R

Ist die Zeitmenge © abzédhlbar, z. B. © = Ny, so heilt der Prozess zeitdiskret. In Abschnitt
werden zeitdiskrete Prozesse vorgestellt, mithilfe derer in Abschnitt diskrete Wettermodelle
aufgestellt werden.

Ist © iiberabzdhlbar, z. B. © = R, nennt man den stochastischen Prozess zeitstetig. In Ab-
schnitt [1.2.2) werden wir zeitstetige Prozesse betrachten, die dann fiir zeitstetige Wettermodelle
in Abschnitt benotigt werden.

Wahlt man die Menge © mehrdimensional, also © C R™, n > 1, spricht man von einem sto-
chastischen Feld. Stochastische Felder werden in Abschnitt eine Rolle spielen, wenn wir in
einem Temperaturmodell neben der Zeit auch noch Abhéngigkeit vom Ort zulassen.

1.2.1 Zeitdiskrete Prozesse

Wir beschéftigen uns zunéchst mit zeitdiskreten Modellen. Im Folgenden sei die Zeitmenge ©
also abzéhlbar, insbesondere ©® = N oder ©® = Njy. Zur besseren Unterscheidung werden wir
zeitdiskrete stochastische Prozesse mit geschweiften Klammern darstellen, {X; };en,, wohingegen
zeitstetige stochastische Prozesse in runden Klammern stehen, (Xi)¢>o0.

Markov-Kette

Eine wichtige Klasse von stochastischen Prozessen ist die Klasse der Markov-Ketten. Sie bildet
das diskrete Analogon zur Klasse der Markov-Prozesse, die wir in Abschnitt vorstellen
werden. Beide zeichnen sich durch ihre Gedéchtnislosigkeit aus. Benannt sind sie nach dem
russischen Mathematiker Andrei Andrejewitsch Markov (1856-1922). In Abschnitt wird die
Temperatur als Markov-Kette simuliert.

Definition 1.2.1. Sei X = {X;}en, ein zeitdiskreter, stochastischer Prozess mit abzihlbarem
Zustandsraum E. Dann heiffit X = {X:}ien, Markov-Kette, wenn fir alle Zeitpunkte t € Ny
und alle Zustdnde g, . ..,1¢t—1, i,j € E die folgende Eigenschaft gilt:

P (X1 =jlXo=1d0,..., Xi—1 = i4—1, Xy = 1) = P (Xyq1 = j| Xy = 1) =1 pij.

Diese Eigenschaft wird Markov-Eigenschaft genannt und bedeutet, dass die zukiinftige Ent-
wicklung des Prozesses nur vom zuletzt beobachteten Zustand abhéngt und von den vorherigen
Zustdnden unabhéngig ist.

Eine Markov-Kette ist eindeutig durch die Startverteilung P (Xo = ig) = a;, Vip € E und die
Ubergangsmatrix M = (pij)ijer festgelegt.

ARMA-Modell

Das ARMA-Modell (AutoRegressive Moving Average) ist ein wichtiges lineares Zeitreihenmo-
dell, das die Eigenschaften der Autoregression und des moving average (gleitender Mittelwert)
vereint. Das ARMA-Modell wird in Abschnitt 2:2.3] verwendet, um den Temperaturprozess zu
modellieren.

Definition 1.2.2. Sei € = {¢;}icz eine Folge von unabhingigen, standardnormalverteilten Zu-
fallsvariablen (e; ~ N(0,1)) und F; die o-Algebra o(eq, . .., e) mit Fo = {0, Q}.

Dann ist der Prozess h = {hi},cy mit hy = ps + orer ein ARMA (p, q)-Prozess, p,q € N, mit
den Koeffizienten (ag, a1, ...,a,) € RPTY und (by,...,b,) € RY, falls gilt:
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1. pe = Elh|Fia] = a0 + 300 ailu—i + 327 bjej,
2. op =0 €Ry,
wobei (hi—p,...,h_1,ho) € RPFL pestimmte Anfangskonstanten sind.

Falls ¢ = 0, ergibt sich:

p
hy = ag + Z ajhi—; + o€ (1.8)
i—1

und man erhélt das autoregressive Modell AR(p), dessen Entwicklung sich aus den Werten
der Vergangenheit und einer Zufallsvariablen zusammensetzt. Ein AR-Prozess wird in Abschnitt
2.2.2) verwendet, um das Temperaturresiduum zu modellieren.

Der Vollstandigkeit halber betrachten wir beim ARMA (p, ¢)-Prozess auch noch den Fall p = 0.
Fiir p = 0 gilt:

q
ht =ag + ijGt_j + o€
j=1

und man bekommt das Moving-Average-Modell M A (q), das zum Glitten von Zeitreihen ver-
wendet wird.

ARCH-/GARCH-Modelle

Das ARCH-Modell (AutoRegressive Conditional Heteroskedastic) ist ein nicht-lineares Zeitrei-
henmodell. Es wurde 1982 vom US-amerikanischen Wissenschaftler Robert F. Engle (*1942) be-
schrieberE den die schwedische Reichsbank 2003 fiir seine ,Methoden zur Analyse 6konomi-
scher Zeitreihen mit zeitvariabler Volatilitdt (ARCH)“ mit dem Nobelpreis fiir Wirtschaftswis-
senschaften auszeichnetdﬂ Er verwendete das ARCH-Modell, um die Entwicklung der Variablen
h; =1In Sf vorherzusagen. Hierbei bezeichnet (S¢);>0 den Preis z. B. eines Bonds. Wir werden

hier nur d1e im Anschluss vorgestellte Erweiterung des ARCH-Modells, das GARCH-Modell, fiir
die Modellierung von Wetterprozessen bendétigen.

Definition 1.2.3. Sei € = {€:}ten eine Folge von unabhingigen, standardnormalverteilten Zu-
fallsvariablen (e; ~ N(0,1)) und F; die o-Algebra o(eq, . .., e) mit Fo = {0,Q}.
Dann ist der Prozess h = {hi},cry mit hy = py + oy ein ARCH(p)-Prozess, p € N, falls gilt:

1. Mt = E [ht‘Ft—l] =0
2. 0'152 =E [h%‘ft_d = + Zle aih%,i;
wobei ag >0, oy > 0,i=1,...,p und (hi—p,...,ho) € RPTL bestimmte Anfangskonstanten sind.

Die Varianzen o? hingen in diesem Modell also von den vorherigen Werten des Prozesses
2 12
hi 1,hi 5,... ab.

Eine Verallgemeinerung des ARCH-Modells stellt das GARCH-Modell (Generalized AutoRe-
gressive Conditional Heteroskedastic) dar. Es wurde 1986 von Tim Bollerslev (*1958), einem

16R.F.Engle. Autoregressive conditional heteroskedasticity with estimates of the variance of United Kingdom
inflation. Econometrica 50 (1982), no. 4, 987-1008
"http://nobelprize.org/nobel_prizes/economics/laureates/2003/ (Stand: 24. Februar 2009 )
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déinischen Okonom, der 1986 bei Robert F. Engle promovierte, eingefﬁhr Robert F. Engle be-
zeichnete in seiner Vorlesung anlésslich des Nobelpreises 2003 das GARCH-Modell als das ,heut-
zutage am héaufigsten benutzte Modell“ﬂ In den Abschnitten [2.2.4f und [2.2.5] werden wir die
Temperatur bzw. die Windgeschwindigkeit als AR-GARCH-Prozess modellieren, also als Kom-
bination eines AR-Prozesses (siehe Def. und Gleichung (1.8)) und eines GARCH-Prozesses.

Definition 1.2.4. Wie oben sei € = {€}1en eine Folge von unabhingigen, standardnormalver-
teilten Zufallsvariablen (e; ~ N(0,1)) und F; die o-Algebra o(eq, . .., e;) mit Fo = {0,Q}.
Dann ist der Prozess h = {h¢}, oy mit hy = py +ore; ein GARCH(p, q)-Prozess, p,q € N, falls
gilt:

1. Ht = E [ht|ft_1] = 0,
2. 0} = E[B}|Fia] = a0+ 20 il + X0 Bio}

mitog >0, 0,05 >0,i=1,...,p, j =1,...,q, und konstanten Anfangswerten (hi—p,...,ho) €
R und (0F_,,...,08) € Rfl.

1.2.2 Zeitstetige Prozesse

Wir gehen jetzt zu zeitstetigen Prozessen iiber, d.h. die Indexmenge © ist tiberabzéhlbar, ins-
besondere © = R,..

Markov-Prozess

Wie bereits oben erwahnt gibt es zu Markov-Ketten auch eine zeitstetige Version, den Markov-
Prozess, dessen Definition der Definition sehr dhnlich ist. In Abschnitt wird die Nie-

derschlagsmenge als Sprung-Markov-Prozess modelliert.

Definition 1.2.5. Sei X = (X;);>0 ein zeitstetiger stochastischer Prozess mit abzihlbarem Zu-
standsraum E. Dann heifit X = (X¢)i>0 ein (homogener) Markov-Prozess, wenn fir jede
Familie von Zeitpunkten tg < t1 < --- < t, < tp+1, n € N und alle Zustinde ig,...,tn—1,
i,7 € B, die folgende Figenschaft gilt (Markov-Eigenschaft):
P (Xt =i | Xey=io, -, Xo,_y=in-1, Xy, =) = P (Xy,,, =7 | X¢,=1) .
Die Ubergangswahrscheinlichkeiten p(t) = (p;; (t))” p sind definiert als
pij(t) == P (X; = j|Xo = 1) fiir alle 4,5 € F.

Sind ¢,j € E mit ¢ # j, so springt der Prozess X mit Rate ¢;; von ¢ nach j, falls der folgende
Limes existiert:

1 ‘ .

Angenommen, die g;; existieren fiir alle i # j und Z#i gij < oo fiir alle i € E. Sei dann
Qis = — Zj# gij- Mit dieser Festsetzung gilt:

lglrgg(P (Xy=j|Xo=1)— Il{i:j}) = g fiir alle ¢, € E.

Definition 1.2.6. Unter diesen Voraussetzungen heifit Q = (qij)ijer die Q-Matrix oder der
infinitesimale Erzeuger der Ubergangswahrscheinlichkeiten (p(t))e>o.

187, Bollerslev. Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedasticity. Journal of Econometrics 31 (1986),
307-327

9http://nobelprize.org/nobel_prizes/economics/laureates/2003/engle-lecture.pdf| (Stand: 24. Februar
2009 )

22


http://nobelprize.org/nobel_prizes/economics/laureates/2003/engle-lecture.pdf

1.2 Stochastische Grundlagen

Poisson-Prozess

Ein Poisson-Prozess, benannt nach Siméon Denis Poisson (1781-1840), ist ein diskreter stochas-
tischer Prozess in stetiger Zeit, der eintretende Ereignisse zdhlt (die Sprunghohe zwischen den
Ereignissen ist eins). Die Wartezeiten sind exponentialverteilt. In Abschnitt iiber den Nie-
derschlag als Sprung-Markov-Prozess werden die ,,Unwetter” geméfs einem Poisson-Prozess auf-
treten.

Definition 1.2.7. FEine Familie N = (N¢)i>0 von No-wertigen Zufallsvariablen heifft Poisson-
Prozess mit Intensitit A > 0, wenn gilt:

1. Ny =0 (Zentriertheit).

2. Fiir jedes n € N und jede Zerleqgung to,t1,...,t, mit 0 < to < t1 < -+ < t, sind die

Zuwdchse Ny, — Nygy Nyy — Niyy ...y Ny, — Ny, unabhdngig (unabhdingige Zuwdchse).

n—1

3. Firt > s >0 sind die Zuwdchse Ny — Ny Poisson-verteilt mit Parameter A(t—s) (Poisson-
verteilte Zuwdchse), d. h.

_ k
7'8)) fiir jedes k € Ny.

_ — — 7)\(tfs)()‘(t
P(Ny—N,=k)=e -

Brownsche Bewegung

Die mathematische Idee der Brownschen Bewegung wurde zuerst 1900 vom franzosischen Mathe-
matiker Louis Bachelief™] (1870-1946) und 1905 vom deutschen Physiker Albert Einstein!] (1879-
1955) beschrieben. Eine grundlegende Theorie der Brownschen Bewegung sowie das zugehori-
ge Maf im Funktionenraum wurden 1923 vom amerikanischen Mathematiker Norbert Wienei??]
(1894-1964) entwickelt, weshalb man auch von einem Wiener-Prozess und dem Wiener-Mafs
spricht. Die Brownsche Bewegung wird eine wichtige Rolle spielen, wenn wir spater stochastische
Differenzialgleichungen und Ornstein-Uhlenbeck-Prozesse betrachten.

Definition 1.2.8. Ein reellwertiger, stetiger Gaufi-Prozess W = (Wy);5q heifit (Standard-)
Brownsche Bewegung oder Wiener-Prozess, falls gilt:

1. Wy =0 (Zentriertheit).

2. Fir jedes n € N und jede Zerlegung to,t1,...,tn, mit 0 < tg < t1 < -+ < t, sind die

Zuwichse Wy, — Wy, Wy, — Wy, oo, Wy, — Wy, unabhingig (unabhdingige Zuwdichse).

n—1
3. Firt > s sind die Zuwichse Wy — Wy N(0,t — s)-verteilt (normalverteilte Zuwdachse).
Fiir Erwartungswert und Kovarianz ergibt sich:
E[Wy] =0,
Cov [WW,;] = E [WsWy] = min(s, t) fir s, > 0.

Die Pfade (Realisierungen) der Brownschen Bewegung sind nach dem Satz von Paley-Wiener-
Zygmund P— f.s. nirgends differenzierbar (siehe z. B. [KIe06]), also von unbeschréankter Variation
auf [0,7], T > 0, d. h.

sup {Z\Wtk“ — Wtk’} =00 P-f.s.

k=0

201,, Bachelier. Théorie de la spéculation. Annales de I’Ecole Normale Supérieure, 17 (1900), 21-86

21 A. Einstein. On the movement of small particles suspended in a stationary liquid demanded by the molecular-
kinetic theory of heat. Annalen der Physik, 17 (1905), 549-560

22N. Wiener. Differential space. Journal of Mathematical Physics. Math. Inst. Tech., 2 (1923), 131-174
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tiber alle Unterteilungen von [0, 7. Somit ldsst sich ein Integral der Form fOT f(t) dW; nicht als
Stieltjes-Integral definieren.

Allerdings sind die Pfade der Brownschen Bewegung von endlicher quadratischer Variation, was
die Definition des It6-Integrals erméglichen wird.

Satz 1.2.9. Sei (W;);>0 eine Brownsche Bewegung auf (0, F,P), T > 0, und t,(gn) =T - 2%,
k=0,1,...,2" eine Zerlegung von [0,T]. Dann gilt:

2" —1 2
Z (W(m —W(n)> 7%, T in Wahrscheinlichkeit.
k=0 tk+l tk

Obwohl die Brownsche Bewegung Pfade von unbeschréankter Variation hat, kann man aufgrund
der endlichen quadratischen Variation ein Integral der Form [ f(¢) dW; definieren, das Ito-Inte-
gral, benannt nach dem japanischen Mathematiker Kiyoshi Itd (1915-2008). Fiir die Herleitung
iber Treppenfunktionen sei auf Deck [Dec06] verwiesen. Wir geben im Folgenden die Definition
fiir £2-Prozesse an:

Definition 1.2.10. Sei T' > 0. LP bezeichne die Menge aller reellwertigen, messbaren, p-fach
integrierbaren Funktionen. Eine Funktion f heifit p-fach integrierbar (mit p € [1,00]), wenn |f|P
integrierbar ist. Beschreibe T ([0,T]) die Menge aller Treppenfunktionen auf dem Intervall [0,T],
T > 0. TP([0,T)) ist definiert als TP(]0,T)) := 7 ([0,T]) N LP([0,T7]).

Fiir f € £2([0,T)) wéhle f, € T?([0,T)) mit f, — f in L2([0,T]). Dann ist das Ito-Integral
tber f definiert durch:

T T
I(f) ::/O f(t)dw, ::nlln;o/o fn(t) AWy in L2

Definition 1.2.11. Ein It6-Prozess (Xi)cjo,) ist ein stetiger, Fi-adaptierter Prozess, der fiir
alle t € [0,T) die folgende Darstellung besitzt:

Xy —X0+/Otf(s)ds+/0tg(s)dWS P-f.s.

mit geeigneten f € L1([0,T]) und g € L2([0,T)). Die Differenzialschreibweise ist gegeben durch:

Stochastische Differenzialgleichungen

Mithilfe des Ito-Integrals kann man stochastische Differenzialgleichungen der Form
dX; = b(t, Xt) dt + U(t, Xt) dW;

mit messbaren Funktionen b,0 : [0,7] x R — R definieren. Die folgenden stochastischen Prozes-
se werden wir als Losungen von stochastischen Differenzialgleichungen beschreiben. Aufserdem
werden in Abschnitt [2.3] einige Wetterprozesse anhand von stochastischen Differenzialgleichun-
gen modelliert. Zunéchst geben wir jedoch einen Satz fiir die Existenz und Eindeutigkeit von
Losungen von stochastischen Differenzialgleichungen.

Satz 1.2.12. (Ezistenz- und Findeutigkeitssatz)
Fiir zwei Funktionen b,o : [0,T] x R — R gelte mit einer Konstanten K > 0:

1. |b(t,z) = b(t,y) > +|o(t,z) —o(t,y)|? < K|lz—y|?, t € [0,T], x,y € R (Lipschitz-Stetigkeit).
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2. b(t,z)* +|ot,z)? < K(1+ |z?), t € [0,T], z € R (lineare Beschrinktheit).
Set xg Fp-messbar, E [xg] < 00. Dann besitzt die stochastische Differenzialgleichung
dXt = b(t, Xt) dt + O'(t, Xt) th, X[) = 2o,

ewne stetige, adaptierte Losung
t t
X, =X+ / b(s, Xs)ds +/ o(s, Xs)dWs
0 0
mit

sup E [X7] < oo auf [0, 7).
0<t<T

Wenn X und Y stetige, adaptierte Losungen sind mit Xo = Yy und

sup E [th] < oo, sup E [Yf] < 00,
0<t<T 0<t<T

so gilt:
P(X;=Y,0<t<T)=1.

Fiir lineare stochastische Differenzialgleichungen lésst sich insbesondere eine explizite Losung
angeben. Zwei wichtige stochastische Prozesse, die sich als Losungen von linearen stochastischen
Differenzialgleichungen definieren, sind die geometrische Brownsche Bewegung und der Ornstein-
Uhlenbeck-Prozess, die wir jetzt vorstellen werden.

Geometrische Brownsche Bewegung

Die geometrische Brownsche Bewegung spielt eine wichtige Rolle in der Finanzmathematik, wes-
halb sie manchmal auch dkonomische Brownsche Bewegung genannt wird. Sie wird beispielsweise
im Black-Scholes-Modell als Modell fiir die Anlage-Preise benétigt (siehe Abschnitt [1.3.2]).

Definition 1.2.13. FEin stochastischer Prozess S = (S),~, heifft geometrische Brownsche
Bewegung, wenn er der folgenden linearen stochastischen Differenzialgleichung geniigt:

dSt = MSt dt + O'St th (19)
mit den Koeffizienten p € R und o > 0.

Wihlt man den Anfangswert Sy unabhéngig von der Brownschen Bewegung W = (W;)¢>0, findet
man folgende explizite Losung von Gleichung ((1.9)):

o2
St = Spexp <ut + oW, — 2t> .

Abbildung [I.T5] zeigt Simulationen der geometrischen Brownschen Bewegung fiir verschiedene
Werte von p.
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Abbildung 1.15: Simulation der geometrischen Brownschen Bewegung fiir ¢ = 0,4 und verschie-
dene Werte von p

Ornstein-Uhlenbeck-Prozess

Der Ornstein-Uhlenbeck-Prozess ist nach den niederldndischen Mathematikern Leonard Ornstein
(1880-1941) und George Eugene Uhlenbeck (1900-1988) benannt, die den Prozess 1930 beschrie-
ber@ In Abschnitt wird die Temperatur als Ornstein-Uhlenbeck-Prozess modelliert und
in den darauffolgenden als Varianten des Ornstein-Uhlenbeck-Prozesses.

Definition 1.2.14. Ein Ornstein-Uhlenbeck-Prozess X = (Xi), ist eine Losung der linea-
ren stochastischen Differenzialgleichung:

dX; = -k Xy dt + o AWy, & > 0. (110)

Kk gibt an, wie stark der Prozess zum Mittelwert tendiert. Diese Mittelwertanndaherung wird ,Mean-
Reversion® genannt. o > 0 ist eine reellwertige, messbare und beschrinkte Funktion und be-

schreibt den Finfluss des Zufalls, W = (Wt)t>0 1st eine Brownsche Bewegung.

Mit dem Startwert X, erhilt man als explizite Losung von 1’ den Prozess X = (X¢);5( mit

¢
X, =e "X+ O't/ e t=9) qwy,.
0

Fiir Erwartungswert und Varianz ergibt sich:

E[X;] = Xoe ",
V X, = 0-152 1 —2Kt
ar [Xy] = 9 (1—e?).

Stochastische Riickwiarts-Differenzialgleichungen

Stochastische Riickwarts-Differenzialgleichungen haben Verbindungen in viele Bereiche der Ma-
thematik wie Finanzmathematik, stochastische Kontrolltheorie und partielle Differenzialgleichun-
gen. Fiir eine Einfiihrung und wichtige Ergebnisse sei auf ElKaroui/Peng/Quenez [EKPQ9I7],
Kobylanski [Kob00] und Briand/Confortola [BC08| verwiesen.

Definition 1.2.15. Als stochastische Riickwdrts-Differenzialgleichung (BSDE, Backward
Stochastic Differential Equation) bezeichnet man eine Gleichung der Form

T T
Yt:fs+/ F(s,YS,ZS)ds—/ Z,dW,, 0 <t <T,
t t

2@Q. E. Uhlenbeck and L. S. Ornstein. On the theory of Brownian motion. Physical Review, 36 (1930), 823-841
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wobei (Wy)o<i<T eine Standard-Brownsche Bewegung ist. Die zuféillige Funktion F : [0,T] x R™ x
R™¥4 — R™ wird im Allgemeinen ,,Generator genannt, T der ,Endpunkt® und die R™-wertige,
Fr-adaptierte Zufallsvariable & die ,Endbedingung®. n € N ¢ibt die Dimension der BSDE an.

Eine ,Losung® ist ein Paar (Y;, Z;)o<t<7 von Fi-adaptierten Prozessen, die bestimmte Integrabili-
tatseigenschaften haben, abhédngig von den Annahmen an F. Wenn F' Lipschitz-stetig in Y und Z
und & quadratisch integrierbar sind, existiert eine Losung (Y3, Z;)o<i<7 als Paar von quadratisch
integrierbaren, adaptierten Prozessen.

In Abschnitt werden BSDEs und FBSDEs (Forward-Backward Stochastic Differential
Equations) verwendet, um die Preise von Derivaten mit nicht handelbaren Basiswerten zu be-
stimmen.

Der Satz von Girsanov

Der Satz von Girsanov, benannt nach dem russischen Mathematiker Igor Girsanov@ (1934-1967),
beschreibt das Verhalten von stochastischen Prozessen beim Wechsel zu einem risikoneutralen

Mak.

Sei (2, F, (Ft)t>0, P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum und W = (W, Fi)¢>0 eine an F; ad-
aptierte Brownsche Bewegung. Sei aufserdem a = (at, F1)1>0 ein an F; adaptierter stochastischer

Prozess mit
t
P(/ agds<oo> =1, t<T <o
0

Sei Z = (Zy, Fi)i< ein stochastischer Prozess mit

t 1 t
Zt:exp</ ades—/agds>.
0 2 Jo

Wenn die sogenannte Novikov-Bedingung E [exp (% f; a? ds)] < oo erfiillt ist, gilt:

E[Zr] =1,

so dass Z = (Z;, Ft)i<7 ein gleichméhig integrierbares Martingal ist. .
Da Zr P-f.s. positiv ist mit Erwartungswert 1, kann man ein Wahrscheinlichkeitsmaf Pr auf
(Q, Fr) definieren durch:

ﬁT(A) =K []IAZT] , A€ Fr.

Um den Satz von Girsanov formulieren zu konnen, fehlt uns noch der Begriff des dquivalenten
Wahrscheinlichkeitsmafes.

Definition 1.2.16. Ein Maf P auf (Q,F) heift absolutstetig beziiglich P (P < P), falls
P(A) = 0 fir jedes A € F mit PN(A) = 0. Zwei Mafe P und P auf dem gleichen messbaren
Raum (2, F) heiffen dquivalent (P ~ P), falls P < P und P < P.

Pr = P|Fr ist die Restriktion des Mafes P auf Fp. Dann ist ]5T dquivalent zu Pr, IST ~ Prp.

Satz 1.2.17. (Satz von Girsanov)
Unter den oben genannten Voraussetzungen sei

t
Wt—Wt—/ asds, tST
0

Dann ist W = (Wt,ft,pT)th unter dem zu P dquivalenten Wahrscheinlichkeitsmafs P eine
Brownsche Bewegunyg.

241. V. Girsanov. On transforming a certain class of stochastic processes by absolutely continuous substitution of
measures. Theory of Probability and its Applications, 5 (1962), 3, 285-301
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Fraktionale Brownsche Bewegung

Die Bezeichnung ,fraktionale Brownsche Bewegung wurde 1968 vom franzosischen Mathema-
tiker Benoit Mandelbrot (*1924) und John W. van Ness eingefﬁhrﬁ Die fraktionale Brownsche
Bewegung ist eine Verallgemeinerung der Brownschen Bewegung. Im Gegensatz zu dieser kon-
nen bei der fraktionalen Brownschen Bewegung abhéngige Zuwéchse auftreten, festgelegt durch
den Hurst-Parameter H (benannt nach dem britischen Hydrologen Harold E. Hurst (1880-1978)).
Die fraktionale Brownsche Bewegung wird in Abschnitt verwendet werden, wenn wir ein
Modell der Temperatur als fraktionalen Ornstein-Uhlenbeck-Prozess vorstellen. Dieser ist die Lo-
sung einer stochastischen Differenzialgleichung, die von einer fraktionalen Brownschen Bewegung
angetrieben wird.

Definition 1.2.18. Ein reellwertiger, stetiger Gauf-Prozess W = (Wt )t>0 heifst (Standard-)
fraktionale Brownsche Bewegung mit Hurst-Ezponent H, 0 < H < 1, falls gilt:

1. E[WH] =0 fir alle t > 0,
2. Cov [WHWH] =L (|s]* + [¢t)H — |t — s]*), s,t > 0.

Die fraktionale Brownsche Bewegung W ist ein selbstihnlicher Prozess. Das bedeutet, dass
WH dieselbe Verteilung hat wie a7 W} fiir jedes o > 0 (Skaleninvarianz).

Wenn H > % ist, besteht eine positive Korrelation zwischen den Inkrementen, bei H < % eine
negative. Ist H nahe bei null, sind die Pfade sehr ,rau“, wohingegen sie fiir H nahe bei eins recht
glatt sind. Abbildung zeigt drei Realisierungen der fraktionalen Brownschen Bewegunﬂ flir
H=01H=3 L und H =0,9. Fiir H = 5 L erhilt man wieder die klassische Brownsche Bewegung
mit unabhéngigen Zuwéchsen:

Cov [W/2w 2] = %(\3\ 1t) — |t — s]) = min(s, ¢).

Fir H # % ist die fraktionale Brownsche Bewegung weder ein Markov-Prozess noch ein Semi-
Martingal, weshalb die Standardtechniken der stochastischen Analysis nicht direkt angewendet
werden kénnen. Fiir H > 3 1st die quadratische Variation der fraktionalen Brownschen Bewegung
null und die Pfade sind glahtter7 was stochastische Integration ermoglicht. Fiir die Theorie des
fraktionalen Ito-Kalkiils verweisen wir auf Hu/Qksendal [H©Y99]. Wir geben aus dieser Arbeit
eine ,fraktionale Version“ des Satzes von Girsanov fiir % < H <1 an.

Satz 1.2.19. Sei WH = (WtH)tzo eine fraktionale Brownsche Bewegung mit % < H <1 und
FH die von WH | s < t, erzeugte o-Algebra. Sei ¢(s,t) = H(2H —1)|s — t|*72 st > 0 und der
Hilbert-Raum Li(R) die Menge der Funktionen f: R — R, so dass

|f|§> = (f, f)o

mit dem Skalarprodukt (f,g)¢ == [p. g [(5)g(t)d(s,t) dsdt. Seien 6,0 messbare Funktionen mit

Trager auf [0,T)]. 0 sei stetzg und © die Losung der Integralgleichung fo Os ¢(s,t)ds = 0y fiir
0<t<T. Dann ist

t
wH :WtH—/ 0 ds
0

eine fraktionale Brownsche Bewegung unter dem Wahrscheinlichkeitsmaf P auf (Q,]—"%I ), das
dquivalent ist zu P.

25B.B. Mandelbrot and J. W.van Ness. Fractional Brownian motions, fractional noises and applications. SIAM
Review 10 (1968), no. 4, 422-437
26Sje wurden mit dem MATLAB®-Befehl wfbm(H,500) mit dem Hurst-Exponenten H erstellt.
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0 100 200 300 400 500

Abbildung 1.16: Simulation der fraktionalen Brownschen Bewegung fiir drei verschiedene Hurst-
Exponenten

Lévy-Prozess

Wir kommen nun zu einer recht allgemeinen Klasse von stochastischen Prozessen, den Lévy-
Prozessen, zu denen zwei der bereits vorgestellten Prozesse gehoren. Benannt sind sie nach dem
franzosischen Mathematiker Paul Lévy (1886-1971). Sie zeichnen sich durch stationédre und un-
abhéngige Zuwéchse aus. In Abschnitt wird die Temperatur als Lévy-Ornstein-Uhlenbeck-
Prozess modelliert, also als die Losung einer stochastischen Differenzialgleichung, die statt von
einer Brownschen Bewegung von einem Lévy-Prozess angetrieben wird.

Definition 1.2.20. Ein reellwertiger, stochastischer Prozess X = (X¢)i>0 heifst Lévy-Prozess,
wenn gilt:

1. Xo =0 (Zentriertheit).

2. Fir jedes n € N und jede Zerlegung to,t1,...,tn, mit 0 < tg < t1 < -+ < t, sind die
Zuwdichse Xy, — Xy, X, — Xty oo, Xp,, — Xy,,_, unabhingig (unabhingige Zuwdchse).

3. Xy — X hat dieselbe Verteilung wie Xy—s firt > s (stationdre Zuwdchse).

4. Die Pfade sind rechtsstetig und die linksseitigen Grenzwerte existieren fast sicher (cadlag,
,continu & droite avec des limites a gauche®).

Der bereits oben beschriebene Poisson-Prozess (Def. [1.2.7]) sowie die Brownsche Bewegung (Def.
1.2.8) sind Lévy-Prozesse.

Wir geben jetzt die Lévy-Chintschin-Formel an, benannt nach Paul Lévy und dem russischen
Mathematiker Alexander Jakowlewitsch Chintschin (1894-1959):

Satz 1.2.21. (Lévy-Chintschin-Formel)
Sei X = (Xy);>o ein Lévy-Prozess. Dann hat seine charakteristische Funktion die eindeutige
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1 Theoretische Grundlagen
Darstellung:
E {e“‘xt} = exp {ai)\t - %02/\215 —Ht/]R (ei)‘y —1—i)\y ]1{|y|§1}> V(dy)} :
Dabei ist a € R, 0 > 0 und v ein Borel-Maf$, das Lévy-Maf$ genannt wird:
v({0}) =0 und /R(y2 Ar(dx) < oco.

FEin Lévy-Prozess ist durch das Tripel (a, o2, V) eindeutig gegeben.

Im Folgenden wird ein bestimmter Lévy-Prozess genauer betrachtet, der verallgemeinerte hyper-
bolische Lévy-Prozess.

Verallgemeinerter hyperbolischer Lévy-Prozess

In Abschnitt Wird ein Modell von Benth /Saltyte-Benth [BSB05] vorgestellt, in dem die Tem-
peratur als Lévy-Ornstein-Uhlenbeck-Prozess modelliert wird, der von einem verallgemeinerten
hyperbolischen Lévy-Prozess (generalized hyperbolic Lévy process) angetrieben wird. Die Dichte
und die charakteristische Funktion der verallgemeinerten hyperbolischen Verteilung sind explizit
bekannt, so dass diese Klasse gut geeignet ist fiir empirische Studien und die Bewertung von
Derivaten. Auferdem bildet sie die semi-schweren Schwénze (semi-heavy tails) und die Schiefe
gut ab, die die Autoren in norwegischen Temperaturdaten beobachten. Wir orientieren uns hier
an der Darstellung von Benth/ Saltyté—Benth.

Definition 1.2.22. Die verallgemeinerte hyperbolische Verteilung ist eine Familie von
unbegrenzt teilbaren Verteilungen mit der Dichtefunktion:

Fon(@s A, gy, 8,0) = ¢ (62 + (z — M)Q)(/\ié)/z exp(fB(z —p)) - K _

(av57 5 G 7).

wobei Ky die modifizierte Bessel-Funktion dritter Ar@ mit Index s bezeichnet und die normali-
sierende Konstante ¢ gegeben ist durch:

1
2

<a2 _ ﬁQ))‘/2
V2r P TEOK, (5\/042 — 52) '
Der Parameter a € R bestimmt die Steilheit der Verteilung, p € R die Lage, 8 € R die Schiefe

und § € R die Skalierung. Die Verteilung ist symmetrisch fir 3 = 0. Der Parameter A € R gibt
die Unterfamilie der verallgemeinerten hyperbolischen Klasse an.

C =

Wenn eine Zufallsvariable X der verallgemeinerten hyperbolischen Verteilung geniigt, ist ihre
momentenerzeugende Funktion gegeben durch:

Q2o \V? K (wm)
MW) K (5/e )

fir |8 4+ u| < o. Somit hat diese Familie von Verteilungen endliche Momente jeder Ordnung,.

E ["X] = o (

2Fiir eine Definition der modifizierten Bessel-Funktion siehe z. B. Abramowitz/Stegun [AS72]
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1.2 Stochastische Grundlagen

Definition 1.2.23. Ein reellwertiger, stochastischer Prozess L = (Li)i>0 heifit verallgemei-
nerter hyperbolischer Lévy-Prozess, wenn L = (Li)i>q ein Lévy-Prozess ist mit den beziglich
der verallgemeinerten hyperbolischen Familie verteilten Randwerten Ly. Dann ist das Lévy-Maf
explizit gegeben durch:

1 s 1 oo exp (—\/2y+042]z|> dy
lop(dz) =|z| e —

~Z 4+ xe @l | dz
n? Jo  J3(0V2y) +Y2(0v2Y) y

fir A >0 und

et [ CVETE) g
z) = |z e - <
o n? Jo J2,(002y) + Y2, (0v2y) v

fiir A < 0. Hierbei sind Jy und Yy Bessel-Funktionen erster und zweiter Art mit Index .

Die verallgemeinerten hyperbolischen Lévy-Prozesse sind reine Sprung-Prozesse mit Pfaden un-
endlicher Variation.

Zeitstetiges AR-Modell

Zu dem bereits in Gleichung (|1.8]) erwdhnten Modell AR(p) gibt es eine stetige Version, das
sogenannte CAR(p)-Modell (Continuous-time AutoRegressive). In den Abschnitten und
werden die Temperatur und die Windgeschwindigkeit als CAR-Prozesse modelliert.

Definition 1.2.24. Sei W = (W})i>0 eine Brownsche Bewegung. Ein CAR(p)-Prozess X =
(Xt)e>0 ist definiert als der stochastische Prozess in RP, p > 1, der die vektorielle Ornstein-
Uhlenbeck-Gleichung

dXt = AXt dt + €p Ot th (111)

erfillt, wobei oy > 0 eine reellwertige und quadratisch integrierbare Funktion (auf einem endlichen
Zeitintervall) ist und

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0
A= : , €p = ,

0 0 0 1 0

|
e
=
—

—GQp —Aap—1 —ap—-2
sowie (a1, ...,ap) € RE.

Fiir den Spezialfall p = 1 erhélt man wieder den in Def. [1.2.14] eingefiihrten Ornstein-Uhlenbeck-
Prozess:

dth = —Oélth dt + O'tWt,

wobei X{ fiir die ¢g-te Koordinate des Vektors Xy, ¢ = 1,...,p, steht.
Die Losung von ((1.11)) kann geschrieben werden als

t
X; = eA*Xg + /0 A=Y e, AW,

Nach diesen stochastischen Grundlagen kommen wir jetzt zu den benétigten Konzepten der
Finanzmathematik.
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1.3 Finanzmathematische Grundlagen

Wir kommen jetzt zu einigen Grundlagen aus der Finanzmathematik. Die hier vorgestellten
Begriffe werden in Kapitel [3] fiir die Bewertung und Absicherung von Wetterderivaten benotigt.
Wie schon bei den stochastischen Grundlagen werden wir auch hier zwischen diskreter und
stetiger Zeit unterscheiden.

1.3.1 Diskrete Zeit

Sei (2, F, {Ft}ten,, P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum. Die Folge {F; }1en, der o-Algebren
beschreibt die Information, die den Teilnehmern bis zum Zeitpunkt ¢ € Ny zur Verfiigung steht.
Wir betrachten einen (B, S)-Markt mit d + 1 Anlagen. B = {B:},.y, steht fiir die risikofreie
Bank-Anlage (bank account) und S = {S;},cn, = {5}, - ’Std}teNo fiir d riskante Aktien-Anlagen
(stock). Es sei erwdahnt, dass wir im letzten Kapitel W als Bezeichnung fiir die Brownsche Be-
wegung eingefiihrt haben, um Verwechslungen auszuschliefsen. Die { By }ien, sind deterministisch
und damit F;_j-messbar fiir jedes t € N, die {S}}en, Fi-messbar fiir t € Np. Die Bank-Anlagen
sind somit vorhersehbar, da man zur Zeit ¢t —1 schon alle Informationen iiber den Stand der Bank-
Anlagen zum Zeitpunkt ¢ hat. Die Aktien-Anlagen hingegen sind unsicher, ihr tatséchlicher Wert
ist erst zur Zeit ¢ bekannt.

Definition 1.3.1. FEine stochastische Folge

€= (B &hen, = { O 6 &) ERMY,

tENp

wobei By Fy_1-messbar ist fir t € N und & Fy-messbar firt € No, i = 1,...,d, heift Portfolio
oder Handelsstrategie fiir den (B,S)-Markt und beschreibt die Anteile an den verschiedenen
Anlagen, die zum Zeitpunkt t gehalten werden.

Die Variablen { B, &L - . ,ff} 1eNo kénnen dabei null, positiv oder auch negativ sein. Letzteres
bedeutet, dass der Investor sich Geld von der Bank leiht oder einen Leerverkauf tétigt.

Definition 1.3.2. Der Wert des Portfolios £ = {f;, &}y, ist die stochastische Folge Ve =

{Vf} mit
teNg

d
V=8B + > &S
i=1

Wir bezeichnen jetzt mit &S; das Skalarprodukt der Vektoren & = {&},...,&!} und S; =
{S},..., 8% mit ¢ € Ny, also &S := 3% €150,

Definition 1.3.3. Ein Portfolio § = {0, &t}en, heift selbstfinanzierend, wenn sein Wert
Ve = {Vf} dargestellt werden kann als
teNg

t—1 t—1
VE=Ve+ Y Bi(Bjr1— Bj)+ > &(Sjt1 — S)).
j=0 j=0

Das bedeutet, dass sich das Portfolio nur durch Gewinne und Verluste aus den verschiedenen
Perioden finanziert und kein Geld von auffen hinzukommt.

Definition 1.3.4. FEin Portfolio £ heift zuldssig, wenn es selbstfinanzierend ist und Vf >0 fir
t € Ny gilt.
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Arbitragefreier Markt

Arbitrage bedeutet, dass ein Investor ohne Startkapital die Chance auf einen Gewinn hat, ohne
irgendein Risiko einzugehen. Das ist z. B. der Fall, wenn ein Gut oder eine Anlage auf zwei Méark-
ten bei vollstdndiger Information zu verschiedenen Preisen gehandelt wird (Jevons Gesetz von
der Unterschiedslosigkeit der Preise). Auf den Finanzmérkten existiert aufgrund des schnellen
Informationsaustauschs nur fir sehr kurze Zeit die Moglichkeit zu Arbitrage, da die Preise sich
in kurzer Zeit entsprechend anpassen. Deshalb ist Arbitrage-Freiheit in der Finanzmathematik
eine wichtige Voraussetzung fiir Marktmodelle.

Definition 1.3.5. FEine selbstfinanzierende Strategie £ bietet eine Arbitrage-Moglichkeit zur
Zeit T € N, falls fiir das Startkapital VOg <0 gilt:

VAi>0 P-f.s.
und Vi,é > 0 mit positiver P-Wahrscheinlichkeit, d. h.

P(Vf>0)>0
oder dquivalent E [Vﬂ > 0.

Definition 1.3.6. Es existiert keine Arbitrage-Maglichkeit auf einem (B,S)-Markt bzw.
dieser Markt ist arbitragefres, falls mit VO5 =0 undT €N gilt:

P(Vi>0)=1=P(Vi=0)=1.

In diskreter Zeit (¢t = 0,1,...,7) gilt der folgende Satz, der auch (erster) Fundamentalsatz
der Wertpapierbewertung genannt wird. Er stellt einen Zusammenhang zwischen arbitragefreien
Mérkten und Martingalmafsen her.

Satz 1.3.7. Angenommen, ein (B,S)-Markt auf einem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, F, {Fi}eng, P) besteht aus einem Bankkonto B = {Bi}ien,, Bt > 0, und endlich vielen
Anlagen S = {Si en, = {S}, ..., S¢}ien,. Des Weiteren werde auf diesem Markt zu den Zeit-
punkten t =0,1,...,T gehandelt. Seien Fy = {0,Q} und Fr = F.

Dann ist dieser (B, S)-Markt arbitragefrei genau dann, wenn es (mindestens) ein Maff P gibt,
das dquivalent zum Majf$ P ist (siehe Definition , so dass die d-dimensionale abgezinste

Folge % = {%i}o<t<T ein P-Martingal ist, d. h. es ist
Si
Es ’—t ] < 00
P |: Bt

firallei=1,...,dundt=0,1,...,T, sowie

St

firt=1,...,T. Das Map P heifit dann ,,Martingalmaf*

_Si
ft—1:| =B,

Definiere P(P) als die Menge aller dquivalenten risikoneutralen Mafe, d. h.
P(P):= {]5’]3 ist risikoneutrales Maf mit P ~ P} .

Dann erhélt man folgende Fassung des Satzes:
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Satz 1.3.8. Ein Marktmodell ist arbitragefrei genau dann, wenn P(P) # (. In diesem Fall
existiert ein P € P(P) mit einer beschrinkten Dichte Z := dP/dP.

Um einen vollstdndigen Markt definieren zu kénnen, ben6tigen wir noch die folgenden Begriffe:

Definition 1.3.9. Fin Contingent Claim ist eine Zufallsvariable X auf dem zugrundeliegenden
Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P), so dass

0< X <oo P-f.s.

Definition 1.3.10. FEin Contingent Claim X heifit replizierbar, wenn es eine selbstfinanzie-
rende zuldssige Handelsstrategie £ gibt, so dass

X = V& P-f.s.

Definition 1.3.11. Ein arbitragefreies Marktmodell heifst vollstdndig, wenn jeder Contingent
Claim replizierbar ist.

Der folgende Satz wird auch als zweiter Fundamentalsatz der Wertpapierbewertung bezeichnet.

Satz 1.3.12. Ein arbitragefreies Marktmodell ist vollstindig genau dann, wenn genau ein risi-
koneutrales Wahrscheinlichkeitsmafl existiert, d. h. wenn |P(P)| = 1.

Satz 1.3.13. In einem arbitragefreien und vollstindigen Finanzmarkt (B,S) errechnet sich der
faire Preis pi* eines Contingent Claims X; zur Zeit t € No aus dem abgezinsten, bedingten Er-
wartungswert beziiglich des risikoneutralen Mafles P, d. h.

1
pr = EEP [BrXr|F] vt=0,...,T.

1.3.2 Stetige Zeit

Die oben eingefiihrten Begriffe kann man auch fiir stetige Zeit definieren. Das Portfolio kann
dann zu beliebigen Zeiten umgeschichtet werden. Betrachten wir dazu wieder einen (B, S)-
Markt, bestehend aus einem Bankkonto B = (Bt),s, und endlich vielen Anleihen S = (St),5q =

(S,....8) Der zugrundeliegende filtrierte Wahrscheinlichkeitsraum sei (2, F, (F¢)¢>0, P).

Definition 1.3.14. Ein linksseitig stetiger, (d+41)-dimensionaler Prozess € = (B,€',. .., €%) mit
B = (Bt)iz0 und & = (&) -, heift Portfolio oder Handelsstrategie fir den (B, S)-Markt und
beschreibt die Anteile am Bankkonto und verschiedenen Aktien, die zu den Zeitpunkten t > 0

t>0"

gehalten werden.
Definition 1.3.15. Der Wert des Portfolios § = (Bt,6t);5q ist der stochastische Prozess
VE = (Vf) mit
>0
d . .
VE= BB+ > €S

i=1
Der Wert eines Portfolios setzt sich somit zusammen aus einer risikolosen Anlage und den An-
teilen an d risikoreichen Aktien-Anlagen.

Definition 1.3.16. Ein Portfolio & = (8t,&t);>( heifit selbstfinanzierend, falls gilt:

t t
1/;5:‘/05+/0 58dBS+/O ¢ dS; (1.12)

bzw. in Differenzialdarstellung:

AV} = 3, dB; + & dS,. (1.13)
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Allerdings muss hier noch geklart werden, was unter den vektoriellen stochastischen Integralen
in (1.12) und (1.13) zu verstehen ist und welche Annahmen dabei an S = (S¢)¢>0 gestellt werden

miissen. Eine Moglichkeit der Definition ist durch

t d t ‘
/fstS ::Z/ g ast

gegeben. Fiir eine ausfiihrliche Diskussion dieses Problems sei auf Shiryaev [Shi99] verwiesen.

Definition 1.3.17. Ein Portfolio & heifst zuldssig, wenn es selbstfinanzierend ist und Vt5 >0
fiirt >0 gilt.

Definition 1.3.18. Eine selbstfinanzierende Strategie § = (B, &)y~ bietet fir T > 0 eine

Arbitrage-Moglichkeit, falls Vof <0, ng >0 P-f.s. und Vﬁ > 0 mit strikt positiver Wahr-
scheinlichkeit.

Ahnlich zum diskreten Fall im Satz definieren wir auch fiir den stetigen Fall dquivalente
Martingalmafe.

Definition 1.3.19. Ein Wahrscheinlichkeitsmafs P heift dquivalentes Martingalmaj, wenn
eine Zufallsvariable Y > 0 existiert, so dass P(A) = E[14Y] fir alle Ereignisse A und ¢S,
emn Martingal ist beziiglich P.

Auch im stetigen Fall gilt der Fundamentalsatz der Wertpapierbewertung.

Satz 1.3.20. Ein Markt ermdglicht genau dann kein Arbitrage, wenn mindestens ein dquivalentes
Martingalmafl P existiert. Wenn es nur genau ein dquivalentes Martingalmaf$ gibt, ist der Markt
aufSerdem vollstindig.

Satz 1.3.21. Sei Q ein dquivalentes Martingalmaf. Dann ist der Preis pyX eines Contingent
Claims X zur Zeitt <T gegeben durch:

P = e Eq [X|F].
Der Preis zur Zeit t = 0 ist gegeben durch:
o =e T EqlX].

Wir geben jetzt kurz zwei Modelle an, mit denen man Optionspreise in stetiger Zeit bestimmen
kann.

Bacheliers Formel

Louis Bachelier war der erste, der die Brownsche Bewegung benutzte, um die Dynamik von
Anlagepreisen zu bestimmen (siehe S. . Im linearen Bachelier-Modell betrachtet man einen
(B, S)-Markt mit konstantem Bankkonto B = (Bi)o<i<7, B = 1, T' > 0. Die Anlagen S =
(St)o<t<r werden als lineare Brownsche Bewegung mit Drift modelliert:

Se=So+ut+oWy, 0<t<T, (1.14)

wobei W = (Wy)i>0 eine Brownsche Bewegung auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P)
bezeichnet. In diesem Modell kénnen die Anlagen negative Werte annehmen, was nicht der Rea-
litdt entspricht. Trotzdem soll es hier kurz erwdahnt werden, da es das erste Diffusionsmodell fiir
Aktienpreise ist. Aufserdem ist es arbitragefrei und vollstdndig.
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Sei Zp = exp (—gWT — % (E)2 T). Das neue Maf Pr auf (Q, Fr) ist definiert als:

dPr = Zpd Py,

wobei PT = P‘fT

Pr ist das einzige zu Pr dquivalente Mafs, so dass der Prozess S = (S;)o<t<7 ein p—Martingal
ist. Damit ist Pp das eindeutige Martingalmag.

Im Bachelier-Modell erhélt man eine Formel, um explizit Preise fiir eine européische Call-Option
zu berechnen.

Satz 1.3.22. (Bacheliers Formel)
Der faire Preis Cp = C(fr) einer europdischen Call-Option mit Auszahlungsfunktion fr =
(St — K)* im Modell ist definiert durch

Cr = (So — K)® (%\;;) +oVTo <52\;TK> ,

wobei ¢(z) = \/%—Fe_é und ®(x) = [*__ ¢(y)dy.

[T

Mit der Put-Call-Paritét, die in Abschnitt [I.1.5 erldutert wurde, kann man damit auch die Preise
fiir Put-Optionen berechnen. Wie bereits erwéhnt konnen die Preise St in Bacheliers Modell auch
negative Werte annehmen. Dieser Nachteil wird im Black-Scholes-Modell behoben.

Insbesondere erhélt man fir Sy = K:

Das Black-Scholes-Modell

Das Black-Scholes-Modell wurde 1973 von Fischer Black (1938-1995) und Myron Samuel Scholes
(*1941) Verbffentlifl%'@ Robert C. Merton (*1944) hat das Modell mit erarbeitet, dann aber se-
parat veroffentlich ebenfalls 1973. Merton und Scholes erhielten 1997 , fiir ihre neue Methode,
Werte von Derivaten zu bestimmen“lﬂ den Nobelpreis fiir Wirtschaftswissenschaften. Black war
zu diesem Zeitpunkt bereits verstorben.

Im Black-Scholes-Modell (B, S) werden die Anlage-Preise S = (S¢),~ als geometrische Brown-
sche Bewegung (siehe Def. mit 4 € R und o > 0 modelliert:

St — SQg(N_L;)t"FUBt

)

oder als Losung einer stochastischen Differenzialgleichung:
dSt = St(,u dt + O'dBt). (115)
Fiir das Bankkonto B wird folgende Entwicklung angenommen:

dBt = TBt dt, (116)

28F. Black and M. S. Scholes. The Pricing of Options and Corporate Liabilities. Journal of Political Economy 81
(1973), 637-654.

29R. C. Merton. Theory of Rational Option Pricing. Bell Journal of Economics and Management Science 4 (1973),
141-183.

3Ohttp://nobelprize.org/nobel _prizes/economics/laureates/1997/ (Stand: 24. Februar 2009 )
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also B; = By e, wobei r > 0 den Zinssatz darstellt.

Sei Z; := exp (— (5B — 4 (“—_T)Qt) Dann hat das aquivalente Martingalmaf im Black-

o [

Scholes-Modell die Dichte:

dp _ _ w—r 1/ p—r 2
Satz 1.3.23. Der faire Preis Cr = C(fr) einer europdischen Call-Option mit Auszahlungsfunk-
tion fr = (Sp — K)* im Modell und ist definiert durch:

Cr = 50® ln +:1/Q 7) —Ke o o SO +::/(T 72)

Insbesondere erhélt man fiir So = K und r = O:
o <0\2/T> s (_0\2/T>

Satz 1.3.24. Der faire Preis Pr = P(fr) einer europdischen Put-Option mit Auszahlungsfunk-
tion fr = (K — St)" im Modell und ist definiert durch:

s +T(r+%) . s +7(r-%)
+Ke ™ [1-@
oVT oVT
Das Black-Scholes-Modell ist heute in der Praxis weit verbreitet. Auch wenn man davon ausgehen

kann, dass die notigen Voraussetzungen in der Realitdt selten erfiillt sind, bietet der berechnete
Preis jedoch eine hilfreiche Naherung.

Cr =250

Fiir eine européische Put-Option gilt:

Pr=-5|1-¢

Fiir all diese Modelle haben wir einen vollstdndigen Kapitalmarkt vorausgesetzt, insbesondere
sollte der zugrundeliegende Index handelbar sein. Diese wichtige Voraussetzung ist bei Wetterde-
rivaten nicht erfiillt, da die zugrundeliegenden Wetterindizes nicht handelbar sind. Wir befassen
uns deshalb im folgenden Abschnitt allgemein mit unvollstdndigen Finanzmérkten.

1.3.3 Unvolistindige Finanzmarkte

In der Realitdt hat man es meist mit unvollstdndigen Finanzmérkten zu tun. Die Annahme,
ein Investor kénne ohne Zahlung von Transaktionskosten handeln und sein Portfolio beliebig oft
umschichten, ist nicht sehr realistisch. Auferdem sind Mérkte oft reguliert, so dass Investoren
nicht beliebig kurz in Aktien investieren konnen, oder die Méarkte sind sehr illiquide, so dass
ein Verkdufer keinen Kéaufer fiir seine Aktien findet. Der Markt fiir Wetterderivate ist insbeson-
dere unvollstindig, da der zugrundeliegende Basiswert, ein Wetterindex, nicht wie eine Aktie
gehandelt werden kann.

Wir beschéftigen uns jetzt mit verschiedenen Moglichkeiten, wie man fiir einen unvollstandigen
Markt den Preis eines Claims bestimmen kann.

Aquivalente MartingalmaRe

Wir gehen wieder davon aus, dass kein Arbitrage vorliegen soll. Nach Satz [[.3.§] ist die Abwe-
senheit von Arbitrage dquivalent zur Existenz eines risikoneutralen Wahrscheinlichkeitsmafes
Q. Der Preis pff eines Claims X zur Zeit t ist die diskontierte, erwartete Auszahlung bedingt
an die Information bis zur Zeit ¢ (Satz . Der Erwartungswert wird hierbei beziiglich des
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risikoneutralen Mafses Q genommen. Allerdings gibt es viele risikoneutrale Mafe Q, die alle eine
arbitragefreie Preisdynamik liefern. Der Preis zur Zeit 0 lasst sich darstellen als:

Py =e T Eg[X].

Mit der Berechnung der Erwartung fiir alle verschiedenen risikoneutralen Mafte erhélt man ein
Intervall von méglichen Preisen pg € [m, M] mit

m = inf {e " Eq [X]| Q ist dquivalentes Martingalmaf}
M = sup {e " Eg [X]| Q ist dquivalentes Martingalmaf} .

Meistens ist dieses Intervall sehr groft: Eberlein/Jacod [EJ97] betrachten eine Option mit Aus-
iibungszeitpunkt 7', einer konvexen Payoff-Funktion g und konstanter Zinsrate r. Die Preis-
dynamik wird modelliert als Lévy-Prozess. Dann erhalten sie die Intervallgrenzen m = e™"7T -
g(e™'S(0)) und M = S(0), bzw. fiir eine Call-Option m = max(S(0) — e "7 K,0). Man kann
zeigen, dass Preise aufierhalb dieses Intervalls Arbitrage ermdoglichen. Alle Preise innerhalb des
Intervalls sind arbitragefrei.

Sub-/Superhedging

Wenn wir Marktbeschrankungen in unser Modell einfiihren, beschéiftigen wir uns nicht mehr
mit dquivalenten Martingalmaften, sondern erhalten das Intervall von arbitragefreien Preisen
pi’ € [m, M] aus der unteren und der oberen Grenze von Sub- und Superhedging-Strategien.
Eine Superhedging-Strategie ist ein selbstfinanzierendes Portfolio, das aus einer Position in dem
Bond und einer zugrundeliegenden Aktie besteht und zur Ausiibungszeit mindestens den Wert
des Claims ausbezahlt. Sei Hgyp,(t) der Wert des Subhedging-Portfolios eines Claims X zur Zeit
t. Dann gilt also Hgy,(T) > X.

Eine Subhedging-Strategie zahlt hingegen hdchstens den Payoff des Claims aus. Fiir ein Super-
hedging-Portfolio Hgyper(t) gilt folglich Hgyper(T') < X.

Der Wert von m ist der Preis der teuersten Subhedging-Strategie, M der Preis der billigsten
Superhedging-Strategie, d. h.

m = sup{ Hsub(0)| Hsub () ist ein Subhedging-Portfolio},
M =inf{Hgyper(0)| Hsuper(t) ist ein Superhedging-Portfolio}.

Nutzenindifferenzpreise

Um den Preis pg genauer zu bestimmen, kann man Nutzenindifferenzpreise betrachten. Man geht
davon aus, dass ein Agent Optionen oder Wetterderivate kauft oder verkauft, wenn die Aktion
seinen Nutzen erhoht. Die faire Pramie ist dann der Preis pg, der ihn indifferent zwischen den
beiden Alternativen macht, d.h. er kann sich nicht fiir eine der beiden Moglichkeiten entschei-
den, da beide den gleichen erwarteten Nutzen liefern. Damit werden wir uns in Abschnitt [3.2]
genauer beschéftigen. Zunéchst fiihren wir Nutzenfunktionen ein, die einem Konsum oder einem
Vermogen einen bestimmten Nutzen zuordnen.

Definition 1.3.25. FEine zweimal differenzierbare Funktion U : R — R heifst Nutzenfunktion,
wenn sie monoton wachsend und konkav ist, also:

U'(z) >0 und U"(x) <0 fiir alle z € R.

Die erste Ableitung der Nutzenfunktion wird héufig (besonders in den Wirtschaftswissenschaften)
als Grenznutzen bezeichnet.
Wir geben jetzt einige spezielle Nutzenfunktionen an.
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Definition 1.3.26. Eine Nutzenfunktion vom Typ HARA (Hyperbolic Absolute Risk Aversion)
ist definiert als:

Uly) = (a+by)"7, b#£0,1,

b—1
auf der Menge {y : a + by > 0} fiir gegebene Konstanten a und b.

Definition 1.3.27. FEine logarithmische Nutzenfunktion (oder CRRA-Nutzenfunktion, Con-
stant Relative Risk Aversion) ist definiert als:

U(y) =log(a +y) fira> 0.
Definition 1.3.28. Fine exponentielle Nutzenfunktion ist definiert als:
U(y) = —e " mita>0.

Die HARA-Nutzenfunktion wird an der Stelle b = 1 zu einer logarithmischen Nutzenfunktion
U(y) = log(a + y). Aukerdem wird sie zu einer exponentiellen Nutzenfunktion U(y) = —e ™« fiir
b=0und a > 0.

Esscher-Transformation

Die Esschex{?]—Transformation wird fiir eindimensionale Verteilungen schon lange in den Versi-
cherungswissenschaften verwendet. In der Finanzmathematik beschreibt sie einen Wechsel des
zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsmafies durch die Transformation der eindimensionalen
Randverteilungen von unendlich-dimensionalen stochastischen Prozessen. Die folgende Darstel-
lung beruht auf der Arbeit von Raible [Rai00].

Definition 1.3.29. Sei L = (Lt)¢>0 ein Lévy-Prozess auf einem filtrierten Wahrscheinlichkeits-
raum (Q, F, (Ft)i>0, P). Eine Esscher-Transformation ist ein MafSwechsel von P zu einem

aquivalenten Mafl Q mit der Dichte Z; = %‘}—t der folgenden Form:

exp(6Ly)

(1.17)

wobei 6 € R und m(x) die momentenerzeugende Funktion von Ly bezeichnet.

Lemma 1.3.30. Die Gleichung definiert einen Dichtenprozess fiir alle 0 € R, so dass
E [exp(6L1)] < co. Unter dem neuen Mafs Q ist L wieder ein Lévy-Prozess.

Die Esscher-Transformation ist hilfreich, um ein dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmaf zu finden,
unter dem die diskontierten Preise Martingale sind.

Der Marktpreis des Risikos

Zur Einfiihrung des Marktpreises des Risikos betrachten wir jetzt, wie man arbitragefreie Preise
fiir eine Call-Option mit Strike K und Ausiibungszeit T auf einem unvollsténdigen Markt be-
kommt. Wir betrachten hier als Beispiel den Spotmarkt fiir Strom, da man den Strom-Spotpreis
recht gut als geometrische Brownsche Bewegung modellieren kann.

Der Strom-Spotpreis folge also einer geometrischen Brownschen Bewegung,

dSt = KSt dt + USt th,

31F. Esscher. On the probability function in the collective theory of risk. Scandinavian Actuarial Journal 15
(1932), 175-195
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und die risikolose Investitionsalternative sei ein Bond mit konstanter Auszahlungsrate r,
dBt = ’I"Bt dt.

Der Strommarkt ist unvollsténdig, weshalb wir nicht einfach das Black-Scholes-Modell verwenden
koénnen.

Der Satz von Girsanov liefert Wahrscheinlichkeitsmafse Q, die dquivalent zu P sind und fiir die
ein bestimmter Prozess eine Brownsche Bewegung wird.

Sei 0 € R eine Konstante. Mit Q(A) = E[14Myp] fir A € F und Mr = exp ( — OWr — %GQT)
wird Q ein zu P #quivalentes Wahrscheinlichkeitsmaf. Aukerdem ist der Prozess W/ = W; + 0t
eine Brownsche Bewegung beziiglich dieses Wahrscheinlichkeitsmafes. Damit erhélt man eine
Zahl von dquivalenten Martingalmafen, eines fiir jede Wahl von 6.

Aus der Theorie der arbitragefreien Preise erhélt man fiir eine Call-Option den Preis:

Co = e T EQ [max(ST - K, 0)]

mit dquivalentem Martingalmaf Q. Fiir ein festes 6 erhélt man ein Q, das wir mit Q7 bezeichnen.
Die Dynamik von S; unter QY ist gegeben durch:
dSt == HSt dt + O'St th

= kSydt + oS, (dW? — 6dt)

= (k — 00)S; dt + oSy AW,
wobei W eine Brownsche Bewegung beziiglich Q7 ist. Man erhilt fiir den Preis einer Call-Option
auf Strom:

Co = ¢ " Eg [max(St — K, 0)]
_ e—T‘Te(H—O'Q)Te—(K:—G'G)T EQ [maX(ST - K, 0)]

= 50T G & (dy) — Ke " d(dy)

mit d; = dy + ov/T und ds = IH(SO/KH(ST/_;Q_UZ/Q)T.

Hier hangt der Preis Cy von der Wahl des Parameters 6 ab, der iiblicherweise Marktpreis des
Risikos genannt wird. Er misst die zusétzlich vom Verkdufer berechnete Pramie fiir das nicht
versicherbare Risiko einer Call-Option auf Strom.

Betrachten wir jetzt das Intervall der arbitragefreien Preise. Wenn 6 — +o00, gehen d; und ds
gegen —oo. Damit gehen ®(d;) und ®(ds) gegen 0 und da exp(—ofT') gegen 0 geht, konvergiert
auch Cjy gegen 0. Die untere arbitragefreie Grenze ist somit null. Wenn # — —oo, gehen d; und
da gegen oo, also ®(d;) und ®(dz2) gegen 1. Aber exp(—0c6T) — oo und damit Cp — oco. Damit
erhalten wir fiir die Preise von Strom-Calls das Intervall (0, co).

Ublicherweise kann man theoretische Forward-Preise herleiten und dann versuchen, das 6 zu
bestimmen, das am besten zu den beobachteten Preisen passt. Das geeignete 6 kann dann ver-
wendet werden, um Preise von Optionen und anderen Derivaten zu bestimmen. Der Marktpreis
des Risikos spiegelt wider, wie stark sich der Handler einem Risiko ausgesetzt sieht.

Monte-Carlo-Simulation

Héufig sind die Ergebnisse der Preise von Wetterderivaten nicht in expliziter Form gegeben, so
dass eine Monte-Carlo-Simulation durchgefiithrt werden muss. Anhand einer gegebenen Wahr-
scheinlichkeitsverteilung werden Pfade simuliert, mithilfe derer man numerisch ein Ergebnis er-
halt. Nach dem Gesetz der grofsen Zahlen nahert sich dieses der tatsdchlichen Losung immer
mehr an, je mehr Simulationen man durchfiihrt.
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FEine Moglichkeit, den Preis eines Wetterderivats zu berechnen, besteht darin, zundchst den zu-
grundeliegenden Wetterindex zu modellieren und dann den Preis anhand der erwarteten Auszah-
lung zu berechnen (siehe Kapitel . Wir werden jetzt verschiedene Temperaturmodelle sowie
ein Modell fiir den Niederschlag und zwei Windmodelle vorstellen und grafisch veranschaulichen.
Wenn die Quelle einer Grafik nicht angegeben ist, wurde die Grafik mithilfe von MATLAB®
erstellt.

2.1 Temperaturdaten Berlin-Tempelhof

Zur Motivation sehen wir uns zunéchst die Temperaturdaten fiir Berlin-Tempelhof genauer an.
Wie bereits erwahnt (siehe Abschnitt verwenden wir die historischen Daten der Chicago
Mercantile Exchange (CME) und des Deutschen Wetterdienstes (DWD). Der DWD stellt on-
line Daten von 44 deutschen Wetterstationen ab dem 01.01.1991 zur Verfiigung, darunter die
Tageswerte der Temperatur (Minimum in 5cm, Minimum/Mittel/Maximum in 2m iiber dem
Erdboden), der relativen Feuchte, der Windstérke (Mittel und Maximum), der Sonnenschein-
dauer, des Bedeckungsgrades, der Niederschlagshohe und des Luftdrucks.

Im Folgenden betrachten wir die tégliche Durchschnittstemperatur (DAT) in Berlin-Tempelhof
vom 01.01.1991 bis zum 31.12.2008 (6575 Werte), die nach Definition als Mittelwert aus
Minimum und Maximum (2m iiber dem Erdboden) berechnet wird. Bei einigen Untersuchungen
wird der 29.02. aus der Messreihe entfernt, um 18 Jahre mit je 365 Tagen zu erhalten. Dann
ergeben sich 6570 Werte.

Die tégliche Durchschnittstemperatur weist vier Eigenschaften auf, die sich in einem Tempera-
turmodell widerspiegeln solltenﬂ Wir untersuchen diese anhand der Berliner Daten. Die ersten
beiden Bedingungen an ein Temperaturmodell lauten:

1. Das Modell muss einen Trend beinhalten (z. B. den Trend der globalen Erwarmung).
2. Es muss die Saisonalitidt der Temperatur erfassen.

In ihren Temperaturmodellen gehen die meisten Autoren von einer deterministischen Kompo-
nente aus, bestehend aus einer Geraden, die den zeitabhéngigen Trend abbildet, und einer si-
nusférmigen Kurve bzw. Fourier-Reihe, die die Temperaturschwankungen zwischen Sommer und
Winter erfasst. Damit sind die Bedingungen des Trends der globalen Entwicklung (1) und der
Saisonalitat der Temperatur (2) beriicksichtigt. Anhand des Datensatzes fiir die Temperatur in
Berlin erhalt man mit linearer Regressiorﬂ die lineare Funktion:

£(t) = 9,5170 + 0,00018 - ¢,

die den Trend beschreibt. Der Trend spielt fiir die tégliche Temperatur nur eine sehr geringe
Rolle, im Datensatz von 18 Jahren fiihrt er aber zu einem Anstieg der Temperatur um fast 1,2 °C.

!Diese Bedingungen sind u. a. bei Cao/Wei [CW04] zu finden.

?Der MATLAB®-Befehl polyfit(Tage,Temp,1) errechnet anhand der durchnummerierten Tage (hier 6570)
und der dazugehérigen Temperaturdaten Temp das geeignete Polynom ersten Grades nach der Methode der
kleinsten Quadrate.
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Abbildung 2.1: Oben: Tégliche Durchschnittstemperatur 1991-2008 in Berlin-Tempelhof und die
angepasste saisonale Komponente (rot). Unten: Temperaturresiduum nach Ent-
fernen der saisonalen Komponente, Daten: DWD

Die sinusférmige Funktion wird fiir Berlin folgendermafsen geschéitzdﬂ

. ([ 2mt 27t
g(t) = —2,6756 - sin <3%> —9,3017 - cos <> .

365
Abbildung 2.1] zeigt die tigliche Durchschnittstemperatur von 1991 bis 2008 in Berlin-Tempelhof
sowie die geeignete saisonale Funktion f(¢) 4+ g(¢). Zieht man die saisonale Funktion von den
Messdaten ab, so erhélt man das Temperaturresiduum, das ebenfalls in Abbildung [2.1] dargestellt
ist.

Die Temperatur enthélt auferdem eine stochastische Komponente. Dabei wird die Frage sein, wie
man die Standardabweichung simuliert. Verschiedene Modelle werden sie konstant, stiickweise
konstant, sinusformig oder als Fourier-Reihe darstellen. Nach empirischen Untersuchungen gehen
die meisten Autoren von folgender Bedingung aus:

3. Die Saisonalitidt der Standardabweichung muss beriicksichtigt werden.

Abbildung [2.2] zeigt die empirische tégliche Standardabweichung in Berlin-Tempelhof im Verlauf
eines J ahresﬁ Man erkennt, dass die Standardabweichung im Winter im Allgemeinen grofer ist
als im Sommer. Das deckt sich mit Beobachtungen fiir andere Stadte.

Des Weiteren ist die Temperatur eines Tages abhéngig von den Temperaturen der vorherigen
Tage. Daraus ergibt sich die vierte Bedingung;:

3Der MATLAB®-Befehl nlinfit (Tage,Temp2,funktion,AW) errechnet anhand der durchnummerierten Tage
(hier 6570) und der dazugehorigen trendbereinigten Temperaturdaten Temp2 fiir eine vorgegebene Funktion
(hier oy sin(2tm/365) 4 o2 cos(2tm/365)) die geeigneten Parameter o1 und o2 nach der Methode der kleinsten
Quadrate.

‘Der MATLAB®-Befehl std(TempMatrix) errechnet die empirische Standardabweichung fiir jeden Tag im Jahr.
Dabei ist TempMatrix die 18 x 365-Matrix der Temperatur an 365 Tagen in 18 Jahren.
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Abbildung 2.2: Empirische tégliche Standardabweichung in Berlin-Tempelhof im Verlauf eines
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Abbildung 2.3: Empirische Autokorrelation des Temperaturresiduums in Berlin-Tempelhof mit
k=0,1,...,30 Tagen Verzogerung

4. Das Temperaturmodell sollte die Autoregressions-Eigenschaft der Temperatur abbilden.

Das bedeutet, dass auf einen warmen Tag eher noch ein warmer als ein kalter Tag folgt und
umgekehrt. Dieser Bedingung wird in einigen Modellen durch die Verwendung von AR-Prozessen
oder der fraktionalen Brownschen Bewegung entsprochen.

In Abbildung [2:3] sieht man die empirische Autokorrelation des Temperaturresiduums in Berlin
in Abhéangigkeit der Verzégerung von k =0,1,...,30 Tagenﬂ Sie berechnet sich folgendermafen
aus der empirischen Varianz und der empirischen Kovarianz:

CovVemp, |U, U
Corremp(k) = Varfm[p i

mit U = (Up)i=1,... 6575 und U¥ = (U;_g)e=1,. 6575

Der menschliche Einfluss auf das Wetter

Wir hatten bereits erwéahnt, dass es wichtig ist, dass die einem Wetterderivat zugrundeliegenden
Wetterdaten von einer unabhéngigen Messstation aufgezeichnet werden. Nun stellt sich die Frage,
ob es fiir ein Industrie-Grofunternehmen maoglich ist, nicht die Messstation, sondern das Wetter
direkt zu beeinflussen.

®Die empirische Autokorrelation wurde mit dem MATLAB®-Befehl autocorr (residuum,nlags) berechnet, wo-
bei residuum die Zeitreihe der Temperaturresiduen und nlags die Zahl der Verzogerungen (hier 30) darstellen.
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Abbildung 2.4: Abweichung der téglichen Durchschnittstemperatur des DWD und der tagli-
chen Niederschlagsmenge vom Mittelwert (10,15°C bzw. 1,59mm) in Berlin-
Tempelhof 1991 bis 2008 in Abhéngigkeit des Wochentages

Das Thema des menschlichen Einflusses auf das Wetter wird immer wieder untersucht [BVO7,
BRV08, [Era08] und diskutiertlﬂ insbesondere die Auswirkungen der durch Verkehr und In-
dustrie ausgestofienen Aerosole (Schwebeteilchen in der Luft). Die Karlsruher Meteorologen Vogel
und Baumer stellen anhand der Daten des DWD von zwolf deutschen Wetterstationen
von 1991 bis 2005 eine durchschnittliche Differenz zwischen der Mittwochs- und der Samstags-
temperatur von 0,2 °C und Unterschiede bei Niederschlagsmenge und Sonnenscheindauer an Wo-
chentagen und Wochenenden fest. Sie begriinden diese mit dem an Wochenenden verminderten
Emissionsausstoft durch Verkehr und Industrie, da kein natiirlicher 7-Tage-Rhythmus existiert,
der diese Unterschiede erkliren konnte. Der Ziiricher Forscher Franssen [Fra0O8] hilt den be-
obachteten Effekt fiir Zufall, zumal bei Untersuchungen fiir Lugano (Schweiz) der Samstag der
sonnigste Tag ist. Abbildung[2.4] zeigt die Mittelwerte der taglichen Durchschnittstemperatur des
DWD und der téglichen Niederschlagsmenge in Berlin-Tempelhof 1991-2008 nach Wochentagen.
Man erkennt ebenfalls nur sehr geringe Unterschiede zwischen Durchschnittstemperaturen und
Niederschlagsmengen an Werktagen und am Wochenende. Diese Werte verdeutlichen, dass der
Halter eines Wetterderivats (z. B. ein Industrie-Groffunternehmen) keinen relevanten Einfluss auf
den Verlauf des Wetterindex nehmen kann.

Wir stellen jetzt verschiedene Moglichkeiten dar, Wetterprozesse zu modellieren. Dafiir werden

die stochastischen Grundlagen aus Abschnitt [[.2] bendtigt. Auch hier unterscheiden wir wieder
zwischen Modellen in diskreter und in stetiger Zeit.

2.2 Zeitdiskrete Modelle

Wir werden jetzt die zeitdiskreten Prozesse aus Abschnitt verwenden, um zeitdiskrete Tem-
peraturmodelle aufzustellen.

S Immer Samstags kommt der Regen (,die tageszeitung® vom 21.08.2008), An Wochenenden ist das Wetter schlech-
ter (,Welt online“ vom 27.08.2007), Wochenenden kihler und feuchter als Werktage (.Spiegel online* vom
27.02.2007), Das miese Wochenende ist ein Mythos (,,Stiddeutsche Zeitung“ vom 14.03.2008)
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2.2 Zeitdiskrete Modelle

2.2.1 Die Temperatur als Markov-Kette

Der erste stochastische Ansatz zur Bestimmung von Preisen von Wetterderivaten stammt von
Robert Dische]m aus den Jahren 1998-2001. Es beruht auf dem Hull-White-Modell von 199d§|, in
dem die stochastische Brownsche Bewegung als Rahmen zum Berechnen der Preise von Zinsde-
rivaten benutzt wird [SS07].

Modell

Das D1-Modell von Robert Dischel versucht, aus den Daten der Vergangenheit die Temperaturen
der Zukunft vorherzusagen [Dis99al [Dis99b]. Dabei wird die Temperatur als Markov-Kette (siehe

Def. [1.2.1]) modelliert.

Die durchschnittliche Tagestemperatur T = {7} };en 16se die folgende Gleichung:

’Tt =00+ BT + AT 1. ‘

Dabei werden folgende Parameter verwendet:

e o und [ sind positive reelle Konstanten, so dass o + 8 = 1. Sie werden durch einen Opti-
mierungsalgorithmus bestimmt, ebenso «y, das dann nahe bei eins liegt.

e 0; € R, t € N, ist ebenfalls konstant und beschreibt die Durchschnittstemperatur des ¢-ten
Tages in einem Durchschnittsjahr. Es errechnet sich als Mittelwert der Temperaturen an
diesem Tag in allen verfligbaren Jahren.

e Die Bestimmung des Parameters AT;_q; € R ist im Vergleich zu anderen Modellen etwas
ungewohnlich. Anstatt ihn durch eine geeignete Verteilung anzugeben, wird er zufillig
aus dem Vektor der historischen Temperaturdifferenzen dieses Tages bestimmt. AT ist
eine Matrix mit sdmtlichen historischen Temperaturveranderungen fiir alle 365 Tage des
Jahres. Fiir jeden Tag t erhélt man dann einen Vektor mit so vielen Temperaturdifferenzen,
wie man Jahre historischer Messdaten zur Verfiigung hat. Aus diesen Werten wahlt man
zuféllig mit gleichen Wahrscheinlichkeiten einen Wert AT;_1; aus.

Die durchschnittliche Temperatur zur Zeit t hingt von einigen Konstanten, einem zufélligen Term
sowie der Temperatur des Vortages ab, allerdings nicht von weiter zuriickliegenden Tempera-
turen. Damit ist der Prozess eine Markov-Kette sowie ein AR(1)-Prozess und berticksichtigt die
Autoregressions-Eigenschaft der Temperatur. Die Saisonalitét der Temperatur wird durch die
historische Durchschnittstemperatur des t-ten Tages O, erfasst, die Saisonalitdt der Standard-
abweichung durch AT;_; ;. Der Trend der globalen Entwicklung wird nicht beriicksichtigt.
Obwohl es ein sehr einfaches Modell ist, kann es die Zeitreihen der Tagestemperaturen recht gut
darstellen und ist wegen seiner leichten Handhabung bei der Bewertung von Wetterderivaten
hilfreich.

2.2.2 Die Temperatur als AR(p)-Prozess

In diesem Abschnitt wird die Temperatur durch die Saisonalitdt und einen p-verzégerten Auto-
regressions-Prozess (siehe Def. @ und Gleichung ) modelliert. Die Darstellung basiert
auf Artikeln von Melanie Cadg und Jason Weﬂ [CW99l ICWO00l, [CWO04]. Anhand dieses Mo-
dells werden in Abschnitt [3.2.4] die Preise von Wetterderivaten nach dem Gleichgewichtsmodell
berechnet.

" Certified Consulting Meteorologist, Financial Risk Analyst, New York, USA

8John Hull and Alan White. Pricing interest-rate derivative securities. The Review of Financial Studies, 3, No.

4 (1990), 573-592

9Schulich School of Business, York University, Toronto, Ontario, Kanada
10 Faculty of Management, University of Toronto, Toronto, Ontario, Kanada
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2 Modelle fiir Wetterprozesse

Modell

Die Temperatur T' = {T} };=1 2,.. 7 kann wie folgt modelliert werden:

2

Hierbei werden folgende Parameter verwendet:

o t=1,2,...,T, wobei T' = 20 [Jahre] - 365 [Tage] = 7300, da die Autoren einen Temperatur-
datensatz von 20 Jahren verwenden. Der 29. Februar in Schaltjahren wird nicht bertick-
sichtigt.

e s; ist die Saisonalitét, also die langjahrige tagliche Durchschnittstemperatur. Sie berechnet
sich folgendermafien:
p T\ =
=——|t—= T
365 5 )T

wobei 3 € Ry den Trend der globalen Erwiirmung beschreibt und T; € R fiir die historische
Durchschnittstemperatur des Tages t steht. Hier werden die saisonalen Schwankungen der
Temperatur also nicht durch eine Sinuskurve modelliert, sondern als Summe eines Trends
und der téaglichen historischen Durchschnittstemperatur. Wegen des Trends der globalen
Erwarmung miissen die Tagestemperaturen der ersten Hélfte der Messperiode — im Durch-
schnitt — niedriger sein als die historische Durchschnittstemperatur; das Gegenteil ist der
Fall fiir die zweite Halfte der Messungen.

St

e Das Temperaturresiduum {R¢}¢=1,2, 7 wird beschrieben durch einen p-verzégerten Auto-

regressions-Prozess (siehe Def. und Gleichung (1.8])):

P
R, = Z piRi_; + 0 - €. (2.2)
i=1

Die folgenden Parameter werden verwendet:

— p € N beschreibt den Grad der Verzégerung (lag) und wird spater p = 3 bzw. p = 4
gesetzt.

—pi € R, i=1,...,p, sind die Gewichte der vorherigen Werte, (Ri_p,...,Ry) € RP
geeignete Anfangswerte.

— oy =00 — 01‘ sin(7t /365 + (b)‘ mit o9, 01,9 € R.
— {ét}ien ist eine Folge von i.i.d. A(0,1)-Variablen.

Die saisonale Zyklizitét ist durch die tégliche historische Durchschnittstemperatur T'; erfiillt. 3 er-
fasst den Trend der globalen Entwicklung. Das AR-Modell stellt die Autoregressions-Eigenschaft
dar. Die Modellierung der Standardabweichung als Sinuskurve spiegelt die Bedingung der Sai-
sonalitdt der Standardabweichung wider. Damit sind die vier Bedingungen an ein Temperatur-
modell erfiillt.

Schitzung der Parameter

Die Autoren verwenden die téglichen Temperaturaufzeichnungen vom 01.01.1979 bis zum
31.12.1998 des National Climate Data Center (NCDC) fiir 5 US-Stéadte (Atlanta, Chicago, Dallas,
New York und Philadelphia).

Es wurden 2 Schéitzungen der Parameter durchgefiihrt, fiir einen AR(3)- und einen AR(4)-
Prozess. Aufserdem wurden die Werte fiir jede Stadt einzeln ermittelt. Wir geben hier nur die
Werte der Schétzung als AR(3)-Prozess fiir New York an:
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2.2 Zeitdiskrete Modelle

Autoregression Standardabweichung oy

P1 P2 P3 00 g1 ¢
0,7558 -0,2631 0,0463 | 6,5372 2,7035 -0,2432

Abbildung zeigt die empirische Standardabweichung im Verlauf eines Jahres in Atlanta und
Chicago sowie die mit den geschétzten Parametern fiir Atlanta, Chicago und New York mo-
dellierten Standardabweichungen. In Abbildung wird das Temperaturresiduum in New York
tiber 5 Jahre als AR(3)-Prozess simuliert.

2.2.3 Die Temperatur als ARMA-Modell

Dieses Modell basiert auf Roustant/ Laurenﬂ/ Bay/ Carrarﬂ [RLBCO3]. Sie verwenden ein
Autoregression-Moving-Average-Modell (siehe Def. , das die wichtigsten Eigenschaften der
Temperatur widerspiegelt: Die Saisonalitdt der Werte und der Standardabweichung, schnelle
Riickkehr zum Mittelwert sowie die Korrelation zwischen der Temperatur vergangener Tage und
der heutigen.

Bei der Schitzung setzen die Autoren den Moving-Average-Parameter gleich null, so dass sich
ein AR-Prozess ergibt.

Modell

Die Autoren stellen folgendes Modell fiir die tégliche Durchschnittstemperatur 7' = {T} };en auf:

Ty = my + sy + 01 Zy.

Dabei werden folgende Parameter verwendet:

e my, t € N stellt mit d,e € R den linearen Trend dar:

my=d-t+e.

e 5., t € N, ist die saisonale Komponente, modelliert als Fourier-Reihe der Ordnung Ny € N
mit a;,b; € R, 7 =1,..., Ny. Spéter ist Ny = 2, was die Autoren damit begriinden, dass die
Kurve der Durchschnittstemperatur in Paris asymmetrisch ist. Die Saisonalitét ist gegeben
durch:

Ny

2mit . 2wt
St = Z (ai - COS <365> +b2 - S1n (365>> .

=1

e 0y ist ein deterministischer, periodischer Prozess mit Periode 1 Jahr, der die Standardab-
weichung von T; darstellt. Es wird o; > 0 angenommen, a, b, c € R. Es ist:

Ot = Qa COS 365 C - Sln 365 .

e 7, ist ein ARMA (p,q)-Prozess mit Varianz 1 und p, ¢ € N. Spéter werden p =3 und ¢ =0
gewdhlt, so dass der Moving-Average-Teil wegfillt. Z; ist gegeben durch:

P q
Zy = Z¢i “Zi—i+ e+ ZHjEt—j
i=1 j=1

mit ¢; e R, i=1,...,p,0; € R, j =1,...qund geeigneten Anfangswerten (Zi_, ..., 2p) €
RP. {€t}1ez ist eine Folge von i.i.d. M (0, 1)-Variablen.

Uheide Institut de Science Financiére et d’Assurances, Université Claude Bernard, Lyon, Frankreich
2heide Ecole Nationale Supérieure des Mines de Saint-Etienne, Saint-Etienne, Frankreich
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2 Modelle fiir Wetterprozesse

Abbildung 2.5:
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Empirische Standardabweichung der Temperatur von Januar bis Dezember in At-
lanta und Chicago, berechnet fiir den Zeitraum 01.01.1979 bis 31.12.1998, Quelle:
CWO04], sowie die modellierten Standardabweichungen fiir Atlanta, Chicago und
New York, alle Angaben in Grad Fahrenheit
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T
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Abbildung 2.6: Simuliertes Temperaturresiduum in New York als AR(3)-Prozess iiber 5 Jahre

Abbildung 2.7:
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Simulierte Temperatur in Paris-Montsouris tiber 5 Jahre als ARMA(3,0)-Prozess



2.2 Zeitdiskrete Modelle

Damit erfasst das Modell die Eigenschaften der Temperatur, einen Trend, Saisonalitit (der Tem-
peratur und der Standardabweichung) sowie Autoregression zu beinhalten.

Schitzung der Parameter

Die Autoren verwenden tégliche Durchschnittstemperaturen vom 01.01.1979 bis zum 31.12.1999
in Paris-Montsouris, gemessen von Météo France. Der 29. Februar wird nicht beriicksichtigt,
weshalb man eine Messreihe von 7665 Daten erhalt.

Im ARMA (p, q)-Prozess werden p = 3 und ¢ = 0 gewahlt, d.h. der Moving-Average-Teil fallt
weg und man erhélt einen AR(3)-Prozess. Dann ergeben sich folgende Schétzwerte:

Trend my Saisonalitat sy Standardabweichung o Autoregression
d e ai b1 as ba a b c o1 P2 @3
0,000185 12,1 | -7,39 -2,67 -0,14 0,74 | 3,35 0,11 0,15 0,92 -0,19 0,06

Mit diesen Parametern wird in Abbildungdie Temperatur in Paris-Montsouris als ARMA(3,0)-

Prozess tiber 5 Jahre simuliert.

2.2.4 Die Temperatur als AR-GARCH-Prozess

Campbelﬂ/DieboldE [CD05al modellieren die Temperatur als AR-GARCH-Prozess, also als
Kombination eines AR-Prozesses (siehe Def. und Gleichung (L.8)) und eines GARCH-
Prozesses (siehe Def. . Die autoregressiven Verzogerungen bilden die Zyklizitat (d.h. be-
stdndige Dynamiken mit stationdrer Kovarianz) der Temperatur jenseits von Saisonalitdt und
Trend ab, die GARCH-Komponente erfasst die zyklische Komponente der Standardabweichung.

Modell
Die tégliche Durchschnittstemperatur 7' = {7} };cn ist durch das folgende Modell gegeben:

L
T; = Trend; + Saisonal; + Z pi—1Li—1 + o€
=1

Dabei werden folgende Parameter verwendet:

e Der Trend wird durch ein deterministisches Polynom der Ordnung M € N und mit 3,, € R,
m =0,..., M, beschrieben. Spéter wird M = 1 gewéhlt, so dass man einen linearen Trend
erhélt. Allgemein ist der Trend gegeben durch:

M
Trend; = Z Bt™.
m=0

e Die saisonale Komponente wird als Fourier-Reihe der Ordnung P € N mit a,,b, € R, p =
1,..., P, modelliert. Spater wird P = 3 gesetzﬂ Die saisonale Komponente ist gegeben

durch:
2mpt . ([ 27pt
ay cos <365) + by sin <365>] .

13 Department of Economics, Brown University, Providence, Rhode Island, USA

Y Department of Economics, University of Pennsylvania, Philadelphia, Pennsylvania, USA

5Die Autoren begriinden diese Wahl nicht und geben auch keine geschétzten Parameter an. Damit bleibt unklar,
warum die Saisonalitdt neben der jahrlichen auch noch halb- und vierteljdhrliche Perioden aufweisen soll.

P

Saisonal; = Z

p=1
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2 Modelle fiir Wetterprozesse

e Die Autoregression der Ordnung L € N wird durch

L
Z pr—1Tt—1
=1

mit p;_; € R, 1 =1,..., L, und geeigneten Anfangswerten (T1_r,...,Ty) € R” beschrieben.
Spéter wird L = 25 gesetzt, so dass man einen AR(25)-Prozess erhélt.

o {€}4ez ist eine Folge von i.i.d. N'(0,1)-Variablen.

e Das Quadrat der Standardabweichung o7 wird durch eine Fourier-Reihe der Ordnung @ € N
mit ¢g,dg € R, ¢ =1,...,Q, und einen GARCH(R, S)-Prozess mit R, S € Nund «,, §s € R,
r=1,...,R, s =1,...,5, angendhert. Spater sind Q = 3, R = 5 = 1, so dass man eine

Fourier-Reihe 3. Ordnung und einen GARCH(1,1)-Prozess erhilt. Man beachte, dass die

Varianz o im Gegensatz zu vorherigen Modellen auch eine stochastische Komponente

enthélt. Sie ist gegeben durch:

Q

R S
2mqt . [ 2mqt
Utz = Z [cq cos <365> + dq sin <365>} + ;ar(ﬂt—ﬁt—r)2 + ;ﬂsafs-

q=1

Dieses Modell erfiillt ebenfalls die zu Beginn des Kapitels angegebenen Anforderungen an ein
Temperaturmodell.

Schitzung der Parameter

Die Autoren verwenden Messungen der téglichen Durchschnittstemperatur von EarthSatellite
vom 01.01.1960 bis zum 11.05.2001 fiir die Stddte Atlanta, Chicago, Las Vegas und Philadel-
phia. Das fithrt zu 15285 Werten pro Stadt. Die geschétzten Werte werden jedoch nicht explizit
angegeben.

Weitere Anwendung des AR-GARCH-Modells

Taylox{l;gl/ Buizza[l—:] haben in ihren Arbeiten [TBO04, [TB06] das oben beschriebene AR-GARCH-
Modell von Campbell/Diebold verwendet und noch einen Saisonalitdts-Term im GARCH-Teil
der Varianz hinzugefiigt. Sie wenden das Modell auf Temperaturen in fiinf britischen Stddten an.

Modell

Im Modell wird mehrfach eine Funktion s(-,#) fiir g, w,~ € R® verwendet. Allgemein ist sie fiir
X = (Ao, A1, A2, A3, \q) € R® gegeben durch:

2w 21 A7t 4
$(A,t) := Ao + A1 sin <365> + Ao cos <36;> + Ag sin (365) + A4 cos (32;;) . (2.3)

Die tégliche Durchschnittstemperatur 7' = {7} };en wird folgendermafen modelliert:

T = s(p,t) + Ty 1 + over,

16 Said Business School, University of Oxford, Oxzford, UK
Y7 Buropean Centre for Medium-range Weather Forecasts, Reading, UK

20



2.2 Zeitdiskrete Modelle

Auferdem gilt:

e Die Saisonalitdt s(u,t) wird modelliert als Fourier-Reihe 2. Ordnung mit g = (uo, p1, f2,
13, tta) € R Nach Schitzung der Parameter 3 und ju4 erkennt man, dass der Einfluss von
halbjahrlich periodischen Termen sehr gering ist.

o ©T; 1 ist ein AR(1)-Prozess mit Gewichtung ¢ € R.

e Die Varianz wird modelliert als Summe einer Fourier-Reihe 2. Ordnung und eines GARCH-
Prozesses, der im Unterschied zum Modell von Campbell/Diebold noch einen Saisonalitéts-
term s(7,t) enthélt:

2
o7 = s(w,t) + a(op—1ei-1 — (7, 1)) + Bop,
mit w = (wo, w1, w2, w3, wa) € R®, v = (70,71,72,73,74) € R> und o, B € R.
o {€}ien, ist eine Folge von i.i.d. N'(0,1)-Variablen.

Dieses Modell beinhaltet keinen Trend der globalen Entwicklung. Die iibrigen Bedingungen an
ein Temperaturmodell sind erfiillt.

Schatzung der Parameter

Es liegen tégliche Temperaturmessungen vom 1. Januar 1994 bis zum 1. Juli 2000 an fiinf Orten in
Grofsbritannien vor: Birmingham, Bristol, London-Heathrow, Leeds und Manchester. Die ersten
fiinf Jahre der Zeitreihen werden verwendet, um das AR-GARCH-Modell zu identifizieren und
mit der Maximum-Likelihood-Methode zu schétzen. Spéater werden die verbleibenden 18 Monate
zum Vergleich mit den Vorhersagen herangezogen.

Die Autoren schéitzen die Parameter fiir alle fiinf Stddte. Wir geben nur die Parameter fiir

London-Heathrow a8}

Saisonalitét s(p,t) AR Varianz o7

Ho 1 2 3 ¥ wo a B Y0 Yo
3,61 -0,75 -1,87 026 |0,72 | 1,40 0,08 0,550 -0,40 3,37

Abbildung zeigt die téagliche Temperatur in London-Heathrow vom 01.01.1994 bis zum
30.06.2000 und im Vergleich eine Temperatursimulation anhand der Parameter fiir London-
Heathrow sowie die dazugehorige simulierte Varianz, die ebenfalls eine stochastische Komponente
besitzt.

2.2.5 Die Windgeschwindigkeit als AR-GARCH-Prozess

Taylor/McSharry["Y)/ Buizza [TMB08] verwenden ein dhnliches AR-GARCH-Modell wie Taylor/
Buizza in Abschnitt um die Mittags-Windgeschwindigkeit zu modellieren. Sie verwenden
dafiir die Daten von fiinf Windparks in Grofsbritannien, deren erzeugte Strommenge von der
Windgeschwindigkeit abhéngt.

Die nicht angegebenen Parameter von g, w und - sind 0.
19 Department of Engineering Science, University of Ozford, Ozford, UK
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Abbildung 2.8: Oben: Tégliche Mittagstemperatur in Heathrow, Quelle: [TB04]. Mitte: eine Si-
mulation der Temperatur iiber 6,5 Jahre auf Basis der geschétzten Parameter fiir
Heathrow im AR-GARCH-Modell von Taylor/Buizza. Unten: die dazugehorige

simulierte Varianz
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2.2 Zeitdiskrete Modelle

Modell
Die Quadratwurzel der Windgeschwindigkeit /V; = Y;, t € N, wird wie folgt modelliert:

7
Yy =5+ Z GiYt—i + o€q.
i=1

Folgende Parameter werden dabei verwendet:

e Wie schon in den Temperaturmodellen zeigt sich auch bei der Windgeschwindigkeit eine
Saisonalitét s;. Sie wird modelliert als Fourier-Reihe 2. Ordnung:

. ont) ot art) drct
Sln COS Sln COS
—HOT RIS g ) TH2CEOS 365 ) T HSSINA 35 | THACOS 365

mit geeigneten Konstanten (uo, ui1, ii2, i3, ia) € R, wobei spiter die Parameter s, g = 0
geschéatzt werden.

e Das autoregressive Verhalten der Windgeschwindigkeit wird durch den AR(7)-Prozess
21'721 $;Y;_; mit geeigneten Konstanten (¢1, o, 3, P4, ¢35, d6, ¢7) € R” und den Anfangs-
werten (Y_g, Y_5,Y 4, Y_3,Y_5,Y_1,Yy) € RY beschrieben.

e Die Varianz o? der Windgeschwindigkeit weist im Gegensatz zum AR-GARCH-Tempera-
turmodell aus Abschnitt keine Saisonalitdt auf und wird als GARCH(1,1)-Prozess
modelliert:

0’? =w+ Oé(o'tfletfl)Z + 5%2_1

mit geeigneten Konstanten w, o, 8 € R und einem Anfangswert oo € R.

o {€}ien, ist eine Folge von i.i.d. N'(0,1)-Variablen.

Schatzung der Parameter

Die Autoren verwenden die Daten der Mittags-Windgeschwindigkeit in 10 m Héhe vom 01.01.1995
bis zum 30.06.2004, die an fiinf britischen Windparkﬂ gemessen wurden. Wir geben hier nur
die geschitzten Parameter fiir Bears Down (Cornwall) an, anhand derer in Abbildung die
Windgeschwindigkeit {iber 9,5 Jahre als AR-GARCH-Prozess simuliert wurde:

Saisonalitat s; AR Varianz 0752

po 1 p2 | o1 w ! B
1,58 0,03 0,10 | 0,38 | 0,0050 0,04 0,94

Im Vergleich dazu ist in Abbildung auch die tagliche Mittags-Windgeschwindigkeit in Bears
Down (Cornwall) vom 01.01.1995 bis zum 30.06.2004 zu sehen.

2.2.6 Die Temperatur als Fourier-Transformierte-Modell

Svec/ StevensorE-I [SSO7| schlagen zwei Modelle vor, die ebenfalls auf Variationen des Modells
von Campbell/Diebold (Kapitel [2.2.4) basieren.

2Blood Hill (Norfolk), Llyn Alaw (Anglesey), Bears Down (Cornwall), Bu Farm (Okney), Cemmaes (Powys)
2heide School of Business, The University of Sydney, NSW, Australia
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Abbildung 2.9: Oben: Tégliche Mittags-Windgeschwindigkeit in Bears Down (Cornwall) vom
01.01.1995 bis zum 30.06.2004, Quelle: [TMBOS§|. Unten: eine Simulation der
Windgeschwindigkeit iiber 9,5 Jahre auf Basis der geschétzten Parameter fiir
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Bears Down im AR-GARCH-Modell von Taylor/McSharry/Buizza.



2.2 Zeitdiskrete Modelle

Modell 1

Das erste Modell basiert auf einer Intraday-Temperatur-Zeitreihe, d. h. mehreren Temperatur-
messungen pro Tag, ndmlich 48 halbstiindigen Beobachtungen pro Tag. Die Intraday-Temperatur
wird durch zwei periodische Funktionen angenéhert, S; und D, die die saisonale und die tégliche
Periodizitat darstellen. Beide werden als Fourier-Reihen modelliert.

Es ist hierbei wichtig anzumerken, dass T; die simulierte Temperatur zur Zeit t und nicht wie
sonst die tagliche Durchschnittstemperatur darstellt. Die Zeitpunkte ¢ = 0, 4—18, %, cee= {ﬁ}keNO
stellen also die halbstiindigen Zeitpunkte dar, so dass erst nach 48 Schritten der néchste Tag er-
reicht ist. Zur Berechnung der téglichen Durchschnittstemperatur TtDAT kommen wir spéater. Die

Temperatur T} folge zu halbstiindigen Zeitpunkten ¢ = {ﬁ}keNo folgender Gleichung:

(T, = Bo+ it + S + D + Cy + 0er.| (2.5)

Dabei werden folgende Parameter verwendet:
e (o, 81 € R sind Konstanten, die den linearen Trend darstellen.

e S; ist die saisonale Komponente der Temperatur, modelliert als Fourier-Reihe 8. Ordnung,
sie wiederholt sich alle 4 Jahre (4-365,25 = 1461 Tage, die Periode ist 1461). Die 4-Jahres-
Betrachtung wird bevorzugt, da sie den zusétzlichen Tag im Schaltjahr beriicksichtigt.
A; € Rund B; € R, i = 1,...,8, sind Konstanten. Die Saisonalitdt wird beschrieben

durch:
8 2mit 2mit
Sy = Z <Aicos <1461> + B; sin (1461)) .

e D, ist die tégliche Komponente der Temperatur, modelliert als Fourier-Reihe 2. Ordnung,
sie wiederholt sich jeden Tag (die Periode ist eins). I'; € R und A; € R, j = 1,2, sind
Konstanten. Die tdgliche Komponente ist gegeben durch:

2
D, = Z <Fj cos (2mjt) + Ajsin (27rjt)).
j=1

e C, fiihrt als AR(L)-Prozess mit L € N zu autoregressivem Verhalten, (p;_r, ..., pi—1) € RL:

L
Ci= Z pr—1Ti—1.
=1

e Esist 0 =1 und {Et}t:{i}keN eine Folge von i.i.d. A(0,1)-Variablen.
48 0

Die Saisonalitdt der Standardabweichung wird nicht erfasst, da o = 1 gewéahlt wird. Die {ibrigen
Bedingungen an ein Temperaturmodell sind erfillt.

Schitzung der Parameter

Die Daten stammen von Integral Energy, einem Energieversorger in New South Wales, Australien,
und bestehen aus 48 halbstiindig gemessenen Temperaturen pro Tag vom 1. Mérz 1997 bis zum
30. April 2005, gemessen am Bankstown Airport, Sydney. Die Schétzungen nach der Methode
der kleinsten Quadrate ergeben die folgenden Werte der Parameter:
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2 Modelle fiir Wetterprozesse

sim. halbstiindige Temperatur|

0 1 2 3 4
Jahre
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Abbildung 2.10: Oben: Simulation der halbstiindigen Temperaturen aus dem Fourier-Transfor-
mierte-Modell iber 4 Jahre (70128 Werte). Unten: die daraus errechnete tégliche
Durchschnittstemperatur

Trend tagliche Komponente Dy saisonale Komponente S; AR
Bo Iy Ay Iy Ay Ay By Ag Bs | pt-1 pr—2
0,443 | -0,239 0,170 0,066 -0,145 | 0,147 0,037 -0,013 0,006 | 1,013 0,068

Anhand dieser Daten wurde in Abbildung [2.10] die halbstiindige Temperatur tiber 4 Jahre simu-
liert und daraus die tégliche Durchschnittstemperatur berechnet.

Modell 2

Das zweite Modell basiert auf einer Zeitreihe der Tagestemperaturen. Im Unterschied zum ersten
Modell in Gleichung verwendet es nur eine Temperaturbeobachtung pro Tag. Das Modell
beinhaltet Trend, Zyklus und eine saisonale Komponente und wiederholt sich nach 1461 Schritten
(4-365,25), was den Daten von 4 Jahren entspricht. 4;, B; e R, =1,...,8und (ps—r,...,pi—1) €
RY, L € N, sind Konstanten. Hier stellt 7} eine simulierte Temperatur am Tag t € N dar, aber
nicht unbedingt die tégliche Durchschnittstemperatur. Zu deren Berechnung kommen wir im
Anschluss.

Die téagliche Temperatur T3 geniige fiir ¢t € N der folgenden Gleichung;:

8 ) ) L
2mit . 2mit
T = Bo + (it + g (Aicos (1461) + B; sin (1461)) + E pr_iTi_1 + €. (2.6)
=1

i=1

Auch das zweite Modell erfiillt nicht die Bedingung der Saisonalitéit der Standardabweichung.
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2.3 Zeitstetige Modelle

Schatzung der Parameter

Die Methode der kleinsten Quadrate liefert anhand des Datensatzes aus Modell 1 die folgenden
Schétzwerte:

Trend | Saisonalitét AR
Bo Ay By | pt
7036 | 2,278 0,644 | 0,600

Tagliche Durchschnittstemperatur

Beide Modelle sagen nicht direkt die tégliche Durchschnittstemperatur vorher, die man aber
benotigt, um die HDDs und die CDDs zu prognostizieren.

Im Intraday-Modell erhédlt man 48 Temperaturen pro Tag. Dann bildet man den Mittelwert
der minimalen und der maximalen Temperatur und erhélt die tégliche Durchschnittstemperatur
TtDAT, t € N, die in Abbildung dargestellt ist.

Im téglichen Modell erhilt man die tégliche Durchschnittstemperatur TtDAT, t € N, durch
wiederholte Simulation der Temperatur und anschliefsender Berechnung des Mittelwerts der
Minimal- und der Maximaltemperaturen.

Beide Modelle sind im Vergleich zu den vorherigen sehr aufwéndig, da man die benttigte DAT
nicht direkt simuliert.

2.3 Zeitstetige Modelle

Nun werden wir Modelle fiir Wetterprozesse vorstellen, die auf den zeitstetigen Prozessen aus
Abschnitt basieren. Fiir die Simulation werden die stetigen Modelle meist durch Zeitreihen
angenahert.

2.3.1 Die Temperatur als Ornstein-Uhlenbeck-Prozess

Es folgen zwei Temperaturmodelle, die einen von einer Brownschen Bewegung angetriebenen
Ornstein-Uhlenbeck-Prozess (siehe Def. [1.2.14)) verwenden. Sie unterscheiden sich in der Model-
lierung der Varianz.

I. Stiickweise konstante Varianz

Alaton@/ Djehichdzfl/ Stillberger@ [ADS02] schlagen ein Ornstein-Uhlenbeck-Modell vor, in dem
die Varianz innerhalb eines Monats konstant bleibt. Anhand dieses Modells werden in Abschnitt
[B.1.1] die Preise von Wetterderivaten berechnet.

Modell

Die Temperatur T; zur Zeit ¢ € R, ist gegeben als Losung der folgenden stochastischen Diffe-
renzialgleichung:

d,I;g = dSt - KJ(Tt - St) dt + ot th (27)

Dabei werden folgende Parameter verwendet:

22 Algorithmica Research AB, Stockholm, Schweden
23 Department of Mathematics, Stockholm, Schweden
24 Third Swedish National Pension Fund, Stockholm, Schweden
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2 Modelle fiir Wetterprozesse

o s; stellt die (langfristige) Durchschnittstemperatur zur Zeit ¢ € Ry dar, also die determi-
nistische, saisonale Komponente:

st = A+ Bt + Csin(wt + ¢), (2.8)
wobei A, B,C, ¢ € R.

e r € R gibt die Geschwindigkeit der Mean-Reversion an, also der Tendenz, zum Mittelwert
zurilickzukehren.

e Die Standardabweichung o; wird stiickweise konstant modelliert, d. h.

o1 im Januar,

o9 im Februar,
Ot =

o012 im Dezember,
mit o; e Ry, i=1,...,12.
e W ist eine Standard-Brownsche Bewegung.

Dieses Modell erfiillt die vier Bedingungen an ein Temperaturmodell vom Beginn des Kapitels.
Ein Ornstein-Uhlenbeck ist ein stetiger AR(1)-Prozess (siehe Def. [1.2.24)). Mit dem Anfangswert
Ty € R ist die Losung von Gleichung (22.7)) gegeben durch:

t
Ty = 51+ (Ty — so)e ™ + /O (=) 5 T, (2.9)

Schatzung der Parameter

Die Autoren verwenden die tagliche Durchschnittstemperatur am Bromma Airport, einem Flug-
hafen von Stockholm, aus ,den letzten 40 Jahren* (der Artikel wurde 2002 verdffentlicht). Fiir
die saisonale Komponente (2.8) ergibt sich nach der Methode der kleinsten Quadrate folgende
Schétzung:

2t
s¢ = 5,97 + 0,0000657 - ¢ + 10,4 sin <367r5 - 2,01) .
Die Amplitude der Sinusfunktion ist ungefdhr 10°C, d. h. der Unterschied zwischen einem typi-
schen Winter- und einem typischen Sommertag ist ungefdhr 20 °C. Der Trend ist offensichtlich
sehr klein, aber iiber einen Zeitraum von 40 Jahren erhéht er die Temperatur um ungefahr 1°C.
Die Schitzungen ergeben folgende Werte fiir die monatliche Standardabweichung (siche Abbil-

dung E-T1):

Standardabweichung oy
o1 02 03 04 05 06 o7 og 09 010 011 012
341 297 229 198 200 1,9 169 1,60 1,85 238 262 3,30

Fiir den Mean-Reversion-Parameter erhalt man x = 0,237.

Anhand dieser Werte wurde die Temperatur iiber 5 Jahre in Abbildung simuliert. Dabei
wurde der Prozess fiir die Simulation als Zeitreihe mit ¢ € Ny und einer Folge von i.i.d. A(0,1)-
Variablen {¢;};en angenéhert:

Tit1 = Siv1 + &(T; — 83) + Oig1€i41-
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2.3 Zeitstetige Modelle

25F \ /\_// ]
2t ]

0.5F Varianz als Fourier-Reihe ]
stlickweise konstante Varianz

0 . . I I I I I I I . .
J F M A M J J A S (0] N D

Abbildung 2.11: Standardabweichungen fiir die Ornstein-Uhlenbeck-Modelle mit stiickweise (mo-
natlich) konstanter Varianz und Varianz als Fourier-Reihe

Il. Varianz als Fourier-Reihe

Benth/ Saltyté—Bent IBSB07| verwenden ein #hnliches Modell wie Alaton/Djehiche/Stillberger
und berechnen damit auch die Preise von Wetterderivaten (siehe Abschnitt . Allerdings mo-
dellieren sie die Varianz nicht monatlich konstant, sondern als Fourier-Reihe niedriger Ordnung.
Auch die deterministische Durchschnittstemperatur stellen sie als Fourier-Reihe dar.

Modell

Die Temperatur T; zum Zeitpunkt ¢ € Ry sei gegeben durch die folgende Gleichung (analog zu

Gleichung (2.7))):

dT;g = dSt — K(Tt — St) dt + gt th (210)

Dabei werden folgende Parameter verwendet:

e s; ist eine deterministische Funktion, die den Trend und die Saisonalitdt der Tempera-
tur modelliert. Allgemein nehmen wir sie als beschrankt und stetig differenzierbar an.
Es bietet sich an, s; als Fourier-Reihe niedriger Ordnung zu modellieren. Spéter wird
I) = J1 = 1 gesetzt, so dass man eine Fourier-Reihe erster Ordnung erhilt. a, ag, a1, ..., ar,,
b,b1,...,bs, € R sind konstant. Die Saisonalitét wird beschrieben durch:

297t
st—a+bt—|—a0+2alsm<365> Zb COS(?,965>

e oy ist eine stetig differenzierbare und beschrankte Funktion, die die tégliche Volatilitat
der Temperaturabweichungen beschreibt. Wir modellieren o7 ebenfalls als abgeschnittene
Fourier-Reihe. Spéter wird Is = Jo = 4 gesetzt, so dass man eine Fourier-Reihe 4. Ordnung
erhalt. ¢,c1,...,c1,,d1,...,d;, € R sind konstant. Die Varianz ist gegeben durch:

2t & ; 2jmt
at—c+Zchm 365 +Z 4 COS 365 )
J=1

In Abbildung [2.11] sieht man diese Varianzfunktion mit den geschéitzten Parametern im
Vergleich zur stiickweise konstanten Varianz aus dem vorherigen Abschnitt.

e k€ R, W ist eine Standard-Brownsche Bewegung.

Zheide Centre of Mathematics for Applications, University of Oslo, Norwegen
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2 Modelle fiir Wetterprozesse

Auch dieses Modell erfiillt die vier Bedingungen an ein Temperaturmodell.
Mit dem Startwert Ty € R erhélt man als Losung der Gleichung (12.10):

t
T, = s; + (Ty — so)e ™ + / ope " Q.
0

Diese Darstellung zeigt, dass die Temperatur zu jeder Zeit normalverteilt ist, aber zu einem
Mittelwert zurilickkehrt, der durch die saisonale Funktion s; definiert ist. Die Geschwindigkeit
der Mean-Reversion wird durch k bestimmt, die Varianz der Temperatur schwankt saisonal durch
Ot.

Schitzung der Parameter

Die Autoren verwenden tégliche Durchschnittstemperaturen in Stockholm vom 01.01.1969 bis
zum 19.12.2004, also 16059 Daten. Nach der Methode der kleinsten Quadrate erhalten sie folgende
Schitzwerte fiir die Parameter:

Saisonalitat s; Mean-Reversion
a b agp a1 b1 K
6,28 0,0001 0,07 -10,40 22,00 0,198
Varianz o7
& C1 C2 C3 C4 d1 d2 d3 d4
6,19 094 -0,39 0,59 0,07 2,08 1,22 0,46 -0,07

Anhand dieser geschitzten Parameter wird in Abbildung die Temperatur {iber 5 Jahre als
Zeitreihe simuliert. Dafiir wird sie als folgende Zeitreihe mit ¢ € Ny und einer Folge von i.i.d.
N(0,1)-Variablen {¢;};cn angendhert:

Tit1 = Sit1 +e "(T; — si) + e "oje;.

Rossmanith [Ros07] wendet dieses Modell von Benth/Saltyté-Benth auf Stéidte in Deutschland
an und kommt zu dem Ergebnis, dass es auch dort die Temperatur gut abbildet. Er verbessert
das Modell, indem er den Abhéngigkeitsbereich der Temperatur von einem auf drei Tage erhoht
und die Temperatur als AR(3)-Prozess modelliert. Diese Erweiterung bildet den Temperaturwert
aus statistischer Sicht véllig zufriedenstellend ab. Allerdings ist es mit diesem Modell dann nicht
mehr moglich, die Preise von Wetterderivaten wie in Abschnitt zu berechnen.

2.3.2 Die Temperatur als fraktionaler Ornstein-Uhlenbeck-Prozess

Brodyrzf]/ Syrokam/ Zervosrigl IBSZ02] verwenden ein Ornstein-Uhlenbeck-Modell basierend auf der
fraktionalen Brownschen Bewegung (siehe Def. [[.2.18). Das Modell wird motiviert durch die
empirische Untersuchung, dass die Temperaturdynamiken langfristige zeitliche Abhé&ngigkeiten
aufweisen und die Temperaturschwankungen normalverteilt sind. Benth [Ben03| verwendet das

gleiche Modell auch fiir die Bewertung von Wetterderivaten (sieche Abschnitt |3.1.2)).

26 Blackett Laboratory, Imperial College, London, UK
27 Centrica PLC, Slough, Berkshire, UK
28 Department of Mathematics, King’s College London, London, UK
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2.3 Zeitstetige Modelle

sim. Temperatur
20 B T 7
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Abbildung 2.12: Simulation der Temperatur in Stockholm {iber 5 Jahre als Ornstein-Uhlenbeck-
Prozess mit stiickweise konstanter Varianz mit den in [ADS02] geschétzten
Parametern
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Abbildung 2.13: Tégliche Durchschnittstemperatur (trendbereinigt) in Stockholm sowie die an-
gepasste saisonale Komponente, 01.01.1994-31.12.2004, Quelle:

20 ’
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151
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Abbildung 2.14: Simulation der trendbereinigten Temperatur in Stockholm tiber 11 Jahre als
Ornstein-Uhlenbeck-Prozess mit Varianz als Fourier-Reihe mit den in
geschiitzten Parametern sowie die saisonale Komponente (rot)
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2 Modelle fiir Wetterprozesse

Modell

Die Temperatur (7});er, ist gegeben durch:

ATy = ke(s¢ — Tp) dt + o dAWH. (2.11)

Dabei werden folgende Parameter verwendet:

e x; > 0 stellt die Geschwindigkeit der Mean-Reversion dar und wird spéter bei der Schétzung
als konstant angenommen.

e s; ist die saisonale Komponente, eine messbare und beschrankte Funktion.
e gy > ( ist die Volatilitdt und wird spéter als Sinuskurve geschéatzt.

e H> % bezeichnet den Hurst-Parameter der fraktionalen Brownschen Bewegung W/7.

Dieses Modell beriicksichtigt nicht den Trend der globalen Entwicklung. Die Abhéngigkeit der
Temperatur von vorherigen Werten wird durch den Hurst-Parameter H > % erfasst.
Als Losung von ([2.11)) erhélt man mit Startwert 7 € R:

¢ ¢
T, =Ty +/ Ky (8y — Ty) du + / Ou dWJ{. (2.12)
0 0

Fine explizite Losung ist gegeben durch:
t ¢
T, =e” Jo v dv (To + / Ku Su eJo Fvdv du> + / oue Ju o dv de. (2.13)
0 0

Fiir alle ¢ > 0 ist T} eine normalverteilte Zufallsvariable mit Mittelwert p; := E [T}] und Varianz
Y := Var [T}], gegeben durch:

t
iy = e Jo o dv <T0 + / Koy 4y €0 K0 Q0 du) : (2.14)
0
t t t u v
By = e 2o ds/ / Tuopedo s delo me ds gy ) dudo, (2.15)
0o JO
wobei ¢(u,v) = H(2H — 1)|u — ’U|2H—2 (siehe Satz [1.2.19).

Schitzung der Parameter

Die Autoren fiithren Schitzungen auf Basis der Central England Temperature (CET) von 1772 bis
1999 durch, der lingsten verfiigharen Temperaturaufzeichnung. Sie verwenden die ST-Analyse,
um den Parameter H zu schétzen. Dieses Verfahren wurde von Syroka/Toumi [ST01] eingefiihrt
und untersucht die Abhéngigkeit der Variabilitét der saisonalitdtsbereinigten Temperaturschwan-
kungen von der Zeit (Sigma — T). Als beste Schéitzung fiir den Hurst-Parameter H ergibt sich
0,61. Dieser Hurst-Parameter erfasst optimal Zeitskalen zwischen 15 und 1000 Tagen, die kurz-
fristige Besténdigkeit des Wetters fiir Zeitskalen zwischen 2 und 15 Tagen wird jedoch nicht
richtig beriicksichtigt. Wahlt man H = 0,61, x; = 0,95 und

2nt
=10—-6,3sin [ — + 1,2 ),
St sin (365 + )

27t
=2,5405sin|{ — + 1,1
Ot ) + ,Sll’l(365+ 7>7

stimmen Mittelwert und Varianz der modellierten Temperatur mit Mittelwert und Varianz der
taglichen CET-Daten von 1990-1999 {iberein. Abbildung [2.15] zeigt eine Temperatursimulation
anhand der geschétzten Parameter und im Vergleich dazu die tatsdchlichen Werte 1990-1999. Da
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Fractional Ornstein—Uhlenbeck temperature simulation
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Abbildung 2.15: Simulation der Temperatur von 1990 bis 1999 als fraktionaler Ornstein-Uhlen-
beck-Prozess sowie die tatsdchliche Temperatur 1990-1999, Quelle: [BSZ02]

die kurzfristige Besténdigkeit des Wetters unterschétzt wird, sind die Schwankungen innerhalb
kurzer Zeitraume zu grof, was man daran erkennt, dass die Simulation in der Abbildung ,dicker
erscheint.

2.3.3 Die Temperatur als Lévy-Ornstein-Uhlenbeck-Prozess

Benth/Saltyté-Benth [BSB05| verwenden das gleiche Ornstein-Uhlenbeck-Modell wie Gleichung
(2.7) von Alaton/Djehiche/Stillberger in Abschnitt nur dass sie statt der Brownschen
Bewegung W; allgemein einen Lévy-Prozess L; (siehe Def. benutzen. Fiir den Fall, dass die
Temperaturresiduen (Temperaturdaten minus Saisonalitéit) nicht normalverteilt sind, schlagen
sie die verallgemeinerte hyperbolische Verteilung vor, die auch schiefe Verteilungen erfassen kann.
Auf Basis dieses Modells werden in Abschnitt die Preise von Wetterderivaten berechnet.

Modell

Die Temperatur T' = (1})scr, sei gegeben durch:

’ dT; = ds; — /{(Tt — St) dt + op dLy. (216)

Folgende Parameter werden verwendet:

o s stellt die (langfristige) Durchschnittstemperatur zur Zeit ¢ dar:

o (t — ¢)>

St = ag + a1 cos < 265

mit geeigneten Konstanten ag, a1, ¢ € R;
e 1 € R gibt die Geschwindigkeit der Mean-Reversion an.

e 0 beschreibt die Volatilitat und ist eine messbare, beschrinkte Funktion.
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2 Modelle fiir Wetterprozesse

e [ sei ein quadratisch integrierbarer Lévy-Prozess, der nur aus Spriingen besteht. Die qua-
dratische Integrierbarkeit gewéhrleistet, dass die Integrabilitdtsbedingung

/ 220(dz) < oo.
R\{0}

erfiillt ist. Dabei bezeichnet ¢( dz) das Lévy-Maf auf R\ 0.
Die Lévy-Chintchin-Darstellung des Prozesses Ly (vgl. Satz [1.2.21)) ist gegeben durch

Lt:/ z N(dt, dz),
R\{0}

wobei N (dt, dz) das zu L; gehérende, homogene Poisson-Zufallsmaf ist und N(dt, dz) :=
N(dt, dz) — ¢(dz) dt sein kompensiertes (Poisson-) Zufallsmaf.

e Die Autoren empfehlen, einen Lévy-Prozess mit Randwerten, die der Klasse der verallge-
meinerten hyperbolischen Verteilungen (siehe Def. folgen, zu verwenden. Diese sehr
allgemeine Familie kann die Schiefe und die semi-schweren Schwénze (semi-heavy tails)
der Verteilung modellieren, die die Autoren in norwegischen Daten beobachten. Aufterdem
sind ihre Dichte und ihre charakteristische, momentenerzeugenden Funktionen bekannt,
was empirische Studien und die Bewertung von Derivaten erleichtert.

e Die verallgemeinerte hyperbolische Verteilung ist eine Familie von unbegrenzt teilbaren
Verteilungen mit der Dichtefunktion

Fon( X, s, 5,6) = ¢ (8% + (& — w)?) N 2 exp(Be — ) - K,y (/P F 2 - w?),

wobei K die modifizierte Bessel-Funktion dritter Art (siche Seite mit Index s bezeich-
net und die normalisierende Konstante ¢ gegeben ist durch

(a2 _ /32)>\/2

VIr oM ENK (wm) '

C =

Da die Autoren die Temperatur nur iiber eine kurze Zeitspanne (z. B. bis zu einem Jahr) model-
lieren, berticksichtigen sie nicht den Trend der globalen Entwicklung. Die Autokorrelation ist ab
einer Verzogerung von 3 sehr niedrig, weshalb sie sie nicht beriicksichtigen. Die Bedingungen der
Saisonalitidt der Temperatur und der Standardabweichung werden erfiillt.

Mit dem Startwert Tg ergibt sich als Losung von ([2.16)):

t
Ty = s¢ + (Tp — sg)e™ "™ +/ ope "W AL,
0

Schatzung der Parameter

Die Autoren verwenden einen Datensatz von téglichen Durchschnittstemperaturen fiir sieben
norwegische Stédtﬁ vom 01.01.1990 bis zum 04.08.2003. Sie haben somit sieben Datensétze mit
je 4846 Daten zur Verfligung.

29 Alta, Bergen, Kristiansand, Oslo, Stavanger, Tromsg und Trondheim
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Abbildung 2.16: Verteilung der tatsichlichen Temperaturresiduen in Alta (- - - -) im Vergleich
zur geschitzten Normalverteilung ( , oben) bzw. verallgemeinerten hyper-
bolischen Verteilung (——, unten), Quelle: [BSBO5|

27 (t—9)
365

Die Parameter der Saisonalitdt s; = ag + ai cos ( ) sowie der Mean-Reversion k werden

geschatzt als:

Saisonalitat s; Mean-Reversion
ag al 10) K
Alta 2,17 -10,21 20,79 0,23
Bergen 841 -691 21,64 0,19
Kristiansand | 7,56  -8,28 20,08 0,24
Oslo 6,90 -10,28 15,31 0,20
Stavanger 8,13 -6,86 24,43 0,20
Tromsg 3,33 -7,73 22,99 0,19
Trondheim 6,20 -845 17,68 0,21

Die Autoren schitzen die Parameter der verallgemeinerten hyperbolischen Verteilung u (Lage),
a (Steilheit), § (Schiefe), ¢ (Skalierung) und A (Klasse) nach der Maximum-Likelihood-Methode
fiir vier der sieben Stadte. Empirische Untersuchungen zeigen, dass die Temperaturresiduen von
Stavanger, Tromsg und Trondheim durch eine Normalverteilung modelliert werden kénnen, so
dass die Parameter der verallgemeinerten hyperbolischen Verteilung fiir diese Stddte nicht ge-
schétzt werden. Fiir Oslo wurden nur Ergebnisse erzielt, wenn man den Parameter \ = 30 setzt,
was gut zu den Daten passt. Es ergeben sich folgende Schitzwerte:

Verallgemeinerte hyperbolische Verteilung
1 « 16} 1) A
Alta -0,3557 2,963 0,322 2,4899 1,323
Bergen -3,5227 11,876 4,388  0,019906 48,861
Kristiansand | -1,4222 8,304 1,412 0,0012306 22,732
Oslo -8,6747 26,282 18,735 6,684 30*

Abbildung [2.16] zeigt die tatsdchliche Verteilung der Temperaturresiduen in Alta im Vergleich
zur am besten geeigneten Normalverteilung und verallgemeinerten hyperbolischen Verteilung.
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2 Modelle fiir Wetterprozesse

2.3.4 Die Temperatur als CAR(p)-Prozess

In diesem Abschnitt wird ein zeitstetiger Autoregressions-Prozess (CAR-Prozess, siehe Def.
1.2.24)) verwendet, um die Temperatur zu modellieren. Die Darstellung basiert auf der Arbeit
von Benth/Saltyté—Benth/Koekebakke IBSBKO7]. Die Autoren erweitern damit ihr Modell
der Temperatur als Ornstein-Uhlenbeck-Prozess (Abschnitt um Autoregression hoherer
Ordnung. Dieses Modell ermoglicht die Berechnung von expliziten Future-Preisdynamiken (siche

Abschnitt (3.1.4).

Modell

Die Temperatur T' = (1});cr, sei gegeben durch:

Ty = sy + X/ (2.17)

Dabei werden folgende Parameter verwendet:

e s; ist eine (deterministische) saisonale Funktion, die die Durchschnittstemperatur darstellt:

+ t+ 27T(t — ag)
st =ag+a as cos | ——=
t 0 1 2 365
mit den Konstanten ag, a1, as, a3 € R.

e X/ steht fiir die g-te Koordinate des Vektors Xy, ¢ = 1,...,p. X; ist ein stochastischer
Prozess in RP, der fiir p > 1 definiert wird durch die vektorielle Ornstein-Uhlenbeck-

Gleichung;:
dX; = AX; dt—{—epO't dW;. (218)
Dabei ist die pxp-Matrix A gegeben durch:
0 1 0 ... 0
0 0 1 0
A= :
0 0 0 1
—Qp —Qp_1 —CQp_2 ... —Q1

mit ap € Ry, k= 1,...,p, p € N. Spéter wird p = 3 gesetzt. Die Matrix A entspricht
dem Parameter x aus den eindimensionalen Ornstein-Uhlenbeck-Modellen der vorherigen
Abschnitte.

e steht flir den k-ten Einheitsvektor in RP, k = 1,...,p. Die Standardabweichung o; ist
strikt positiv, stetig und beschrankt und ihr Quadrat wird als Fourier-Reihe 4. Ordnung

mit (c1,...,c9) € RY modelliert:
4
2wkt . 2wkt
af =c1 + ; [c% COos <365> + Cok41 81N <365>] .

Dieses Modell erfiillt alle vier Bedingungen an ein Temperaturmodell.
Mit dem Anfangswert Xg € RP, p € N, ergibt sich als Losung von Gleichung ([2.18)):

t
X, = X + / Alt-ve g, dW,
0

mit t > 0.

30 Department of Economics and Business Administration, Agder University College, Kristiansand, Norwegen
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2.3 Zeitstetige Modelle
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Abbildung 2.17: Simulation der Temperatur als CAR(3)-Prozess und der Varianz iiber 5 Jahre

Schatzung der Parameter

Die Autoren verwenden als Daten die tédglichen Durchschnittstemperaturen in Stockholm vom
01.01.1961 bis zum 25.05.2006, also 16581 Daten, und gehen davon aus, dass p = 3 ausreichend ist.
Der Temperaturprozess wird also als CAR(3)-Prozess mit den folgenden geschétzten Parametern
modelliert:

Saisonalitat s; Matrix A
ago al a2 as (€51 65) ag
6,3759 0,0001 10,4411 -165,7591 | 2,0429 3,3388 0,2959

Varianz o7

C1 Co C3 Cyq Cs Cg (6rd (673 Co
4,0107 1,1755 0,6813 0,7403 -0,1508 0,1533 0,4294 -0,0416 -0,015

Zur Simulation wird der Prozess als Zeitreihe angenédhert. Die Temperatur 7'(i) am Tag i, i € Ny,
geniige folgender Gleichung:

X (i) =T(i) — s(2),
X(i+3)~B—a)X(@+2)+2a; —ae— DX+ 1)+ (e — 1 — (a1 + 3)) X (i) + o(i)e(d),
wobei {€(i) };en eine Folge von i.i.d. N'(0,1)-Variablen darstellt.

Eine Simulation der Temperatur und der Varianz in Stockholm iiber 5 Jahre mit den geschétzten
Parametern ist in Abbildung zu sehen.

2.3.5 Die Windgeschwindigkeit als CAR(p)-Prozess

Benth/Saltyté-Benth [BSB09| verwenden wie in Kapitel einen CAR(p)-Prozess (siehe Def.
1.2.24)), um die tégliche Durchschnittswindgeschwindigkeit zu modellieren. Auf Basis dieses Mo-
dells werden in Abschnitt [3.1.4] auch die Preise von Windderivaten berechnet.
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2 Modelle fiir Wetterprozesse

Modell

Die Windgeschwindigkeit V' = (V});er,, sei gegeben durch:

W:{()\(St+th)+1)l/>\v )\7&07 (219)

exp (s + X}) A=0.

Dabei werden folgende Parameter verwendet:

Die Saisonalitéit s; wird als Fourier-Reihe 2. Ordnung modelliert, da die Autoren jahrliche
und halbjahrliche Saisonalititen der Windgeschwindigkeit beobachten (siehe Abbildung

2.18)):
4 27t + . 27t n 47t 4 . 47t
St = Q a1 Cos _— asSIn | —— as COS — a4 S1n _—
t— oo 365 2 365 3 365 4 365

mit den Konstanten ag, a1, as,as,aq € R.

X} steht fiir die g-te Koordinate des Vektors X;, ¢ = 1,...,p. X; ist ein stochastischer
Prozess in RP, der fiir p > 1 definiert wird durch die vektorielle Ornstein-Uhlenbeck-
Gleichung;:

dXt = AXt dt + €p ot th (220)

Dabei ist die pxp-Matrix A gegeben durch:

0 1 0 ... 0
0 0 1 0
A=
0 0 0 0
—ap —Oép_l —Oép_g e —O

mit ap € Ry, k=1,...,p, p € N. Spéter wird p = 4 gesetzt.
ey steht fiir den k-ten Einheitsvektor in RP, k = 1,...,p. Die Varianzfunktion o? wird als
Fourier-Reihe 3. Ordnung mit (cg, c1, c2, c3) € R* modelliert:

3
2kt
2
oy =c¢Cp+ g Ck, COS () .
— 365

Die zugrundeliegenden Daten der Windgeschwindigkeiten wurden mit der Box-Cox-Trans-
formation symmetrisiert. Diese ist ein Instrument der Zeitreihenanalyse und definiert als:

A
y()\) — y)\17 A#Oa
Iny, A=0,

wobei y die Daten und y* ihre Transformation bezeichnen. Bei den transformierten Daten
wurden saisonale und autoregressive Effekte festgestellt. In Gleichung erkennt man
die Umkehrung der Box-Cox-Transformation. Spater wird zur Vereinfachung A € [0, 1]
angenommen, aufserdem % € N, was sich mit den geschétzten Werten fiir A deckt.

Mit dem Anfangswert Xy € RP, p € N, ergibt sich als Losung von (2.20)) wie im vorherigen
Abschnitt mit ¢ > 0:
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2.3 Zeitstetige Modelle

Schatzung der Parameter

Die Autoren verwenden als Daten die téglichen Durchschnittswindgeschwindigkeiten im Bun-
desstaat New York vom 01.01.1987 bis zum 31.12.2001, die auf der Homepage der US Futures
Exchange{ﬂkostenlos zur Verfiigung gestellt werden.

Es wird A = 0,2 geschétzt. Aufserdem ergeben sich folgende Schatzwerte:

Saisonalitat s; Matrix A
ag ai as as a4 aq Qa2 a3 Qy

1,91 0,26 0,08 -0,04 -0,07] 3,645 5,039 3,133 0,712

Varianz o7

Co C1 C2 C3
0,208 0,033 -0,019 -0,010

Zur Simulation wird der Prozess als Zeitreihe angenéhert. Die Windgeschwindigkeit V(i) am Tag
i, © € Ny, geniige folgender Gleichung:

V(i) =(As(i) + X (@) + 1),

X(l) %(4 — Oél)X(i — 1) + (30(1 — Qg — 6)X(Z - 2) + (4+ 200 — a3 — 30[1)X(i — 3)
+ (ag —ayq —ag+ap — 1)X(Z — 4) +G(i)6(i),

wobei {€() };en eine Folge von i.i.d. N'(0,1)-Variablen darstellt.

Abbildung [2.18] zeigt die mittlere tégliche Windgeschwindigkeit im Bundesstaat New York vom
01.01.2002 bis zum 31.12.2006. In Abbildung ist im Vergleich dazu eine Simulation der
Windgeschwindigkeit tiber 5 Jahre als CAR(4)-Prozess mit den geschétzten Parametern zu sehen.

2.3.6 Der Niederschlag als Markov-Prozess

Niederschlag ist ein stark lokales Phédnomen, so dass es schwierig ist, ein geeignetes mathema-
tisches Modell aufzustellen. Carmona/ Dikolﬂ [CDO5b] gehen davon aus, dass ,,Unwetter geméf
einem Poisson-Prozess (siehe Def. auftreten. Innerhalb eines Unwetters folgt der Nieder-
schlag dann einem homogenen Markov-Prozess (siehe Def. . Dieses Modell wird spater in
Abschnitt [3.2.3] verwendet, um Indifferenzpreise von Niederschlagsderivaten zu berechnen.

Niederschlagsdaten werden zwar in diskreten Zeitintervallen aufgezeichnet, allerdings erfolgen die
Beobachtungen doch héufig genug fiir eine vollstdndige, fast zeitstetige Beobachtung der Nieder-
schlagsintensitat. Wenn die Niederschlagsintensitét in einem Zeitraum konstant bleibt, kann eine
Niederschlagsperiode beschrieben werden durch ein Paar von reellen Zahlen (¢, 3) € R, wobei
B € Ry die Lange der Zeit ist, fiir die die Niederschlagsintensitit konstant gleich £ € R, bleibt.
Bezeichne N = {&;, Bi+1}, i = 1,2,3,...,n die Folge von Paaren, die die folgenden Perioden
konstanter Niederschlagsintensitit beschreiben. Die Folge N stellt die Menge der statistischen
Daten dar, fiir die ein geeignetes Wahrscheinlichkeitsmodell aufgestellt werden soll.

Es wird angenommen, dass der Niederschlag aus Unwettern (storms) zusammengesetzt ist, die
geméak einem Poisson-Prozess auftreten.

31US Futures Exchange: http://www.usfe.com/
32heide Department of Operations Research & Financial Engineering, Princeton University, Princeton, New Jer-
sey, USA
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Abbildung 2.18: Mittlere tdgliche Windgeschwindigkeit im Bundesstaat New York in Meilen pro
Stunde vom 01.01.2002 bis zum 31.12.2006, Daten: US Futures Exchange
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Abbildung 2.19: Simulation der tdglichen Windgeschwindigkeit im Bundesstaat New York in
Meilen pro Stunde iiber 5 Jahre als CAR(4)-Prozess anhand der in
geschatzten Parameter
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Abbildung 2.20: Simulation des Niederschlags als Sprung-Markov-Prozess, Quelle: [CD05D]
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2.3 Zeitstetige Modelle

Modell

Das vorgeschlagene Modell der Regenfallintensitat innerhalb eines einzelnen Unwetters ist ein
homogener Sprung-Markov-Prozess Y;, dessen infinitesimaler Erzeuger G gegeben ist durch:

Gopl) = /R (o) — p(a) Al y)v(dy).

Dabei werden folgende Parameter verwendet:

o A(x,y) ist gegeben durch:

A(z,y) = (Al Aue T D @) 4 Xa(@) Aae MV g ) () + Aa(z) e ]1{0}(y)>

mit (A, Ay Aa) € RE und Ra(€) = 1g00) (€) (A + A V(€) ), wobei (A", A7) € R2.

k() ist definiert auf Ry und geniigt: x(z) = = fir 0 < 2 < K (fiir ein grofes K € N), es
ist beschriinkt, 3-mal differenzierbar, (9/0z)xk (x) > 0.

e v ist ein Lebesgue-Maf auf [0, 00) mit zusétzlicher Punktmasse von 1 an der Stelle 0.

Das Modell ist bestimmt durch den Parametervektor <)\1, )\(21), )\éH), Aus )\d) € ]Ri.

Schitzung der Parameter

Die Autoren verwenden Niederschlagsdaten einer Wetterstation in Bergen (Norwegen) fiir das
Kalenderjahr 2002. Um den Preis einer Option auf Niederschlag im Juni und Juli 2004 zu be-
stimmen, werden die Parameter des Modells berechnet. Sie basieren auf den Niederschlagswerten
von Mai bis Juli 2002. Nach der Maximum-Likelihood-Schétzung ergeben sich folgende Werte:

Niederschlagsmodell
AL AL N A Ad
78,621 00005 2819-L 0,012-4 0,011-L

Abbildung zeigt eine Simulation des Niederschlags als Sprung-Markov-Prozess.
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3 Bewertung und Absicherung

In diesem Kapitel beschéaftigen wir uns mit verschiedenen Methoden, die Preise von Wetterderi-
vaten zu bestimmen (pricing) und Strategien der Absicherung (hedging) zu finden.

Die einfachste und héufig in der Praxis verwendete Moglichkeit, die Preise von Wetterderivaten
zu bestimmen, ist die Burn-Analyse. Dabei wird davon ausgegangen, dass man die erwartete
Auszahlung der betrachteten Periode anhand der Auszahlungen im selben Zeitraum vergangener
Jahre vorhersagen kann. Fiir ein Wetterderivat auf den CAT-Index im Monat Dezember ermittelt
man beispielsweise, wieviel ein solches Derivat im Dezember vergangener Jahre ausgezahlt héatte.
Der Mittelwert dieser Auszahlungen plus einen Risikoaufschlag (z. B. in Abhéngigkeit der Stan-
dardabweichung) ergibt dann den Preis des Derivats. Diese Methode kann ohne grofen Aufwand
verwendet werden und das Ergebnis bietet einen guten Richtwert.

Allerdings ist das Ergebnis stark von der Linge des verwendeten Datensatzes abhéngig. Die
folgende Tabelle zeigt den historischen Mittelwert der CAT im Dezember der vergangenen Jahre
in Berlin-Tempelhof in Abhéngigkeit des betrachteten Zeitraumsﬂ:

Jahre Mittelwert
3 2006-2008 100,87
5 2004-2008 84,37
8 2001-2008 55,52
10 1999-2008 62,86
15 1994-2008 46,05

Der Mittelwert der CAT im Dezember in Berlin schwankt um einen Faktor grofer als zwei je
nach Anzahl der betrachteten Jahre. Somit ergeben sich grofle Unterschiede bei der erwarteten
Auszahlung. Hee/Hofmann [HHOG| ermitteln fir die Prédmie einer Call-Option auf CDDs von
Mai bis September in Frankfurt sogar Schwankungen bis zum Faktor 4, je nachdem, welche Zahl
von Jahren historischer Daten (zwischen 5 und 34) verwendet werden.

Des Weiteren wird das Ergebnis der Burn-Analyse stark von extremen Wetterereignissen wie z. B.
dem Rekordsommer 2003 beeinflusst, die die gleiche Gewichtung wie ein durchschnittliches Wet-
terereignis erhalten. Auch werden aktuelle klimatische Entwicklungen wie El Nifio oder globale
Erwarmung nicht berticksichtigt [HHO6].

Eine bessere Moglichkeit, den Preis eines Wetterderivats zu bestimmen, bietet die Bewertung
auf Basis eines stochastischen Modells fiir das Wetter. Diverse Moglichkeiten, das Wetter zu
modellieren, hatten wir in Kapitel 2] dargestellt. Ein solches Wettermodell ist weit weniger anféllig
beziiglich seltener Wetterextrema. Hat man einmal ein Wettermodell fiir einen Ort aufgestellt
und die Parameter geschétzt, ermoglicht es auflerdem die Bewertung sdmtlicher Wetterderivate
fiir diesen Ort, unabhéngig von dem darauf basierenden Wetterindex, der Maturitat und der
Laufzeit. In Abschnitt behandeln wir die Bewertung und Absicherung von Wetterderivaten
auf Basis einiger Wettermodelle. Im Anschluss wenden wir uns der Bewertung auf Basis von
Nutzenfunktionen zu (Abschnitt [3.2)). AbschlieRend werden wir in Abschnitt untersuchen,

'Die Werte der CAT im Dezember der letzten 10 Jahre in Berlin sind in der folgenden Tabelle zu sehen:

1999 | 2000 | 2001 | 2002 2003 | 2004 | 2005 2006 2007 | 2008
84,75 | 99,70 | -0,15 | -62,70 | 85,15 | 73,25 | 46,00 | 175,70 | 71,60 | 55,30
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3 Bewertung und Absicherung

welche Moglichkeiten bestehen, Wetterrisiken abzusichern, wenn fiir den betrachteten Ort keine
Wetterderivate gehandelt werden und man auf Wetterderivate anderer Orte zuriickgreifen muss.

3.1 Bewertung und Absicherung auf Basis eines Wettermodells

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit der Bewertung und Absicherung von Wetter-
derivaten anhand eines Wettermodells. Dabei werden einige stetige Modelle aus Abschnitt
verwendet. Im stetigen Rahmen sind die Wetterindizes iiber eine Periode [, 2], 71,72 € R,
71 < T2, folgendermafen definiert (im Gegensatz zum diskreten Fall in Abschnitt [1.1.4)):

T2
HDD(7y,72) = max(p — Ts,0) ds,
T1
T2

CDD(ry,m2) = max(Ts — p,0) ds,

T1

T2
CAT(Tl,TQ):/ T, ds,

T1

1 2
PRIM(Tl,Tz) = / TS ds.
T2 —T1Jn
Dabei wird T; als die momentane Temperatur zur Zeit ¢, t € Ry, betrachtet. Zur Vereinfachung
wird der Auszahlungsbetrag pro Einheit des Wetterindex auf eins gesetzt. Damit erhélt der
Ka&ufer eines Derivats auf einen Wetterindex als Auszahlung einfach den iiber die Messperiode
gemessenen Wert des Index in entsprechender Wéahrung. Bezeichne Y den Wetterindex, auf den
der Future-Vertrag abgeschlossen ist, also den HDD-, CDD-, CAT- oder PRIM-Index. Den Preis
eines solchen Futures zur Zeit ¢ mit Messperiode [11,72] bezeichnen wir als Fy (¢; 71, 72). Der
Gewinn dieses Vertrages ist also gegeben durch:

Y — Fy(t;71,72).

Angenommen, r sei die konstante Zinsrate. Dann ist der Future-Preis zur Zeit ¢+ < 71 definiert
als Fi-adaptierter stochastischer Prozess Fypp(t; 71, 72), der der folgenden Gleichung geniigt:

0=e "™ By [Y ~ Ry(tm, m‘g} (3.1)

mit einem noch zu bestimmenden risikoneutralen Maf QY.
Aus der Adaptiertheit folgt fiir den Future-Preis Fy (¢; 71, 72) aus Gleichung (3.1):

Fy (t;m1,m2) = Ege [Y’ft} . (3.2)

Damit erhélt man fiir die Future-Preise der vier angegebenen Wetterindizes:

R

Fupp(t;71,72) = Ege max(p — Ts,0) ds)ft} ) (3.3)
o

Fepp(t 71, m2) = Eqge max(Ts — p,0) ds’ft} : (3.4)
LY T1
S

Foar(t;m1,m2) = Ege / Ts ds’]—}} , (3.5)
LY T1
S .

FpRIM(t; 71, 7'2) = EQQ / TS ds‘ft} . (3.6)
L72 —T1 Jn
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3.1 Bewertung und Absicherung auf Basis eines Wettermodells

Zwischen den Preisen der Indizes gilt trivialerweise folgender Zusammenhang;:

Feriv(t; 11, 72) = Fear(t; 71, 12).

T2 —T1

AuRerdem gilt auch im stetigen Fall die HDD-CDD-Paritét (vgl. Gleichung :
Fupp(t; 71, 72) = p (12 — 71) — Fear(t; 71, 72) + Fopp (71, 72). (3.7)

Um genauere Ausdriicke fiir den Future-Preis herzuleiten, muss man das risikoneutrale Maf Q?
bestimmen. Fiir den Mafwechsel wird eine Dichte Z¢ verwendet, wobei die Funktion @ in den
einzelnen Abschnitten genauer angegeben wird und ,Marktpreis des Risikos* genannt wird. Dann
erhilt man einen Prozess W, der unter dem dquivalenten Maf QY eine Brownsche Bewegung ist.
Schlieflich kann man die Dynamiken unter dem neuen Mafs angeben und die Preise berechnen.

3.1.1 Ornstein-Uhlenbeck-Modell

In Abschnitt 2:3.1] hatten wir zwei Ornstein-Uhlenbeck-Modelle fiir die Temperatur dargestellt,
eines mit stiickweise (monatlich) konstanter Varianz und eines mit Varianz als Fourier-Reihe.
Wir beschéftigen uns jetzt mit der Bewertung und Absicherung auf Basis dieser beiden Modelle.

. Ornstein-Uhlenbeck-Prozess mit Varianz als Fourier-Reihe

Dieser Abschnitt untersucht die Bewertung von Temperaturderivaten auf Basis des Ornstein-
Uhlenbeck-Modells mit Varianz als Fourier-Reihe nach Benth /Saltyté-Benth [BSB07| aus Kapitel
m Dort wurden die Temperaturdynamiken folgendermafen angegeben (siehe Gleichung|2.10)):

dT;g = dSt - KJ(Tt - St) dt + Ot th

Wir betrachten die Preisdynamiken von Futures, die auf einem Temperaturindex Y iiber einen
bestimmten Zeitraum [11, 2], 71 < T2, basieren. Sei 6 = (6;);>0 eine reellwertige, beschrénkte und
messbare Funktion. Durch zeitvariierendes 6 erhalt man eine flexible Klasse von risikoneutralen
Wahrscheinlichkeitsmafen QY.

Der stochastische Prozess
t 0 1 t 92
Z{ = exp (/ SdWs—/ ;ds>
0 Os 2 )y o

ist der Dichtenprozess des Wahrscheinlichkeitsmafes
Q(4) = E[142L,, |,

wobei 14 die Indikatorfunktion ist und tyax ein fester Zeithorizont grofter als die Handelszeiten
aller relevanten Futures. Die Parameter der Standardabweichung o; sind in Abschnitt S0
gewahlt worden, dass die Funktion beschrankt und von 0 weg beschrankt ist, also 0 < ¢; < gy <
co < 0o mit ¢q,c0 € Ry
QY ist ein risikoneutrales Wahrscheinlichkeitsma® und der Prozess

- 91&

dW, = dW, — —dt
Ot

ist eine Standard-Brownsche Bewegung unter Q°. Fiir die Temperaturdynamik unter dem neuen
Wahrscheinlichkeitsmaf Q erhélt man:

th == dSt + (Gt — K(Tt - St)) dt¢ + ¢ th (38)
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3 Bewertung und Absicherung
Eine explizite Form von T; ist gegeben durch:
t t ~
Ty = st + (Ty — sg)e "™ + / Qe doy + / ope W QT
0 0
T; ist unter QY normalverteilt mit Erwartungswert
t
Ego [T}] = s + (To — so)e " + / B, dy, (3.9)

0

und Varianz

u

t
Varge [T;] = / o2e~ 2501 qq,. (3.10)
0

Bewertung von HDD-Futures

Wir beschéftigen uns jetzt mit der Berechnung der Preise fiir HDD-Futures auf Basis des Orn-
stein-Uhlenbeck-Modells mit Varianz als Fourier-Reihe. Die Preise von CDD-Futures erhéalt man
analog.

Bezeichne @ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung, ¢ ihre Dichte.

Lemma 3.1.1. Der Preis eines HDD-Futures zur Zeit t, dessen Index tber [11, 7o), t < 1 < T2,
gemessen wird, ist gegeben durch:

Fupp (t;11,72) = /T2 X(t, 1) (d(t, T,Z})(I)(d(t,T, Tt)) + <z5(d(t,7', Tt))) dr,

T1

wobei

p— (sT + (z —sp)e "1 4 ftT ) du)
X(t,7) ’

d(t,r,z) ==

Die Funktion d(t, T, T;) beschreibt also die Differenz aus dem Referenzwert p (meist 18 °C) und
dem Erwartungswert der Temperatur von ¢ bis 7 unter Q% (vgl. Gleichung (3.9))), dividiert durch
die Varianz von ¢ bis 7 (vgl. Gleichung (3.10)).

Fiir die Dynamik des HDD-Future-Preises dFypp(t; 71, 72) erhélt man:

Lemma 3.1.2. Die zeitliche Dynamik eines HDD-Futures, dessen Index tiber die Periode |11, T2]
gemessen wird, ist gegeben durch:

T2 -
dFupp(t, 71, 72) = Ut/ e " TDD(d(t, 7, Ty)) dr AW,

T1
firt <7 < 19. Die Funktion d(t,T,T;) wurde in Lemma definiert.

Die Formel fiir den Preis Fypp und seine Dynamik sind recht kompliziert und eignen sich
nicht, um exakte Preise von Put- und Call-Optionen auf HDD- oder CDD-Futures zu berechnen.
Deshalb muss man dafiir numerische Naherungen verwenden. Ein Ansatz ist die Monte-Carlo-
Methode, die die risikoneutrale Temperatur 75 zur Ausiibungszeit 7 simuliert, und anschlieftend
numerische Integration, um Fypp(t, 71, 72) erhalten.
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3.1 Bewertung und Absicherung auf Basis eines Wettermodells
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Abbildung 3.1: Die Future-Preise zur Zeit 0 auf den HDD-Index jedes Monats des Folgejahres,
basierend auf dem Modell fiir die Stockholmer Temperaturen mit Varianz als
Fourier-Reihe; die gestrichelten Linien geben die Preise an, wenn man die Varianz
das ganze Jahr iiber konstant & = 2,04 setzt, Quelle: [BSBO7]

Der Marktpreis des Risikos

Preis und Dynamik eines HDD-Futures hangen natiirlich von der Wahl des Parameters 6 ab, dem
Marktpreis des Risikos, der in der Funktion d(¢, 7, z) vorkommt. Um 6 zu bestimmen, vergleicht
man die am Markt beobachteten HDD-Future-Preise mit den nach Lemma [B.1.7] theoretisch
errechneten Preisen. Dann kann man den Marktpreis des Risikos 6 schétzen.

Abbildung [3.1] zeigt die HDD-Future-Preise zur Zeit 0 fiir jeden Monat des Folgejahres basie-
rend auf dem angepassten Temperaturmodell Stockholms aus Abschnitt 2.3.1] Der Marktpreis
des Risikos wurde gleich 0 gesetzt, d.h. § = 0. Die gestrichelten Linien zeigen die zugehorigen
HDD-Preise, wenn man anstatt der Volatilitdat als Fourier-Reihe eine konstante Volatilitdt der
Temperatur von @ = 2,04 annimmt. Anhand der Unterschiede gerade in den Sommermonaten er-
kennt man, dass die Wahl des Modells fiir die Volatilitéat einen grofsen Einfluss auf die errechneten
Preise hat.

Bewertung von CAT-Futures

Um den Preis eines Futures auf die CAT (71, 72) zu berechnen, betrachten wir zunéchst die ku-
mulierte Temperatur iiber ein Zeitintervall [, 73] unter der risikoneutralen Wahrscheinlichkeit

Q’:

Lemma 3.1.3. Wenn die Temperatur Ty der Gleichung (3.8) folgt, ist die kumulierte Temperatur
iber das Zeitintervall [11, 2] explizit gegeben durch:

T2 T 1
CAT(T177—2> - / Edt :/ St dt — E(TO _ SO)(e_HTQ _ e—/gq-l)

T1 1
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3 Bewertung und Absicherung

Wir wenden dieses Ergebnis an, um den CAT-Future-Preis zu berechnen.

Lemma 3.1.4. Der CAT-Future-Preis Foar(t; 71, 72) zur Zeit t < 11 ist gegeben durch:

T2
Foar(t; 11, m2) =Ege [/ T, du)ft}

T1

T2 1

T1

wobei O(t; 11, T2) gegeben ist als eine Funktion des Marktpreises des Risikos durch:

O(t; 11, 72) = i/th 0., (1 - 675(7—27“)) du — i/tn 0. (1 - 675(7—17“)) du.

Fiir die Dynamik des CAT-Future-Preises dFcar(t; 71, 72) erhélt man:
dFcoar(t; 11, m2) = X(t; 11, 2) dw, (3.11)

wobei
1 —k(T1—t) —k(T2—t)
S(timi, ) = (e —e )Ut-

Man kann X(¢; 71, 72) als die Termstruktur der Volatilitdt der CAT-Future-Dynamik interpretie-
ren.

Bewertung von CAT-Call-Optionen

Da der CAT-Future-Preis ein additiver Gaufl-Prozess ist, kann man leicht eine explizite Formel
fiir eine Call-Option, geschrieben auf einen Future-Vertrag mit Ausiibungszeitpunkt 7" und Strike
K, bekommen.

Lemma 3.1.5. Der Preis einer Call-Option zur Zeit t auf einen CAT-Future-Vertrag mit Aus-
tbungszeitpunkt T, t < T < 711, und Strike K > 0 ist gegeben durch:

Y
Cear(t) = e T (FCAT(t; 1, T2) — K)@(d) + \/%e*dgﬂ, (3.12)

wobei

Foar(t: - K T
g = Fearltin,m) , Y2 ::/ 52 (u; 11, 72) du.
2T ’ t

O ist die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung und X(t; T, T2) wie oben definiert.

Ebenso kann man den Preis von Futures auf den PRIM-Index und Call-Optionen auf PRIM-
Futures erhalten.

Il. Ornstein-Uhlenbeck-Prozess mit stiickweise konstanter Varianz

Dieser Abschnitt untersucht die Bewertung von Wetterderivaten auf Basis des Ornstein-Uhlen-
beck-Modells mit Mean-Reversion und stiickweise konstanter Varianz nach Alaton/Djehiche/
Stillberger [ADS02] aus Abschnitt Die Berechnung der Preise erfolgt d&hnlich wie im vorhe-
rigen Abschnitt, allerdings verwenden die Autoren einige Naherungen, so dass sie dann explizit
Preise berechnen kénnen. Den Marktpreis des Risikos 6 nehmen sie als konstant an, kommen
aber gegen Ende zu dem Schluss, dass diese Annahme nicht richtig sein kann.
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3.1 Bewertung und Absicherung auf Basis eines Wettermodells

In Abschnitt hatten wir fiir die Temperaturentwicklung d7}, ¢ > 0, folgendes Modell mit
monatlich konstanter Standardabweichung o, angegeben (siehe Gleichung :

dﬂ = dSt - :‘1(1} - St) dt + Ot th (313)

Da der Markt fiir Wetterderivate unvollstédndig ist, muss man einen Marktpreis des Risikos 6
hinzufiigen, um einheitliche Preise fiir solche Vertrige zu erhalten. Da es noch keinen wirklichen
Markt gibt, von dem man Preise ableiten kénnte, wird zur Vereinfachung angenommen, dass der
Marktpreis des Risikos konstant ist.

Dann geniigt der Preis-Prozess von T} unter dem risikoneutralen Martingal-Maf QY charakteri-
siert durch den Marktpreis des Risikos 6, der folgenden Dynamik:

th = dSt + (90’,5 — H(Tt — St)) dt + Ot th,

wobei W = (W})¢>0 unter Q7 eine Brownsche Bewegung ist.
T; ist unter QY normalverteilt mit Erwartungswert

t
Eqgo [T¢|Fs] = s¢ + (Ts — sg)e REms) / e dy (3.14)

S

und Varianz
t
Varge [T;|Fs] = / ol 2Rt gy, (3.15)

wobei t > s > 0.
Rechnet man jetzt die Integrale aus auf einem Intervall, auf dem o, = 04,7 € {1,...,12}, konstant
ist, erhalt man fiir den Erwartungswert:

t
Ege [T3|Fs] = st + (Ts — 55)67”("/’3) — / ozt dy,

1 t
= 5t + (Ts —_ Ss)e_ﬁ(t_s) _ %e—l{(t—u)
K S

Oo;
_ o —k(t—s) ? __—k(t—s)
s+ (Ts — ss)e - (1 e ) ,

und fir die Varianz:

Varge [T;|Fs] = ole™ 201 gy

T~

—2k(t—u) t

,% (1 _ e—2n(ts—s)) ‘

Angenommen, t; und ¢, bezeichnen den ersten und letzten Tag eines Monats und man startet
den Prozess zu einer Zeit tp im Monat vor [t1,¢,]. Um fiir diesen Fall den Erwartungswert und
die Varianz von T; zu berechnen, unterteilt man die Integrale aus (3.14) und (3.15) in zwei

Integrale auf den Intervallen [to,¢1] und [t1,], in denen o; und o; jeweils konstant sind mit

ENSIES

- €

[\
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3 Bewertung und Absicherung

i,7 €4{1,...,12}, i # j. Dann erhélt man fiir den Erwartungswert:

t
EQG [Tt|ft0] = 8¢ + (ﬂo — Sto)efﬁ(t*to) _ ao.uefn(tfu) du
to

11 t
= ¢+ (Tyy — 51, )e " t0) — [ foie "W dy + [ foje W du}
to

t1
t
t1

—kKt —kKt
0 0
(07 — oj)e "=t ¢ ;aie*'ﬂ(t*to) — 0y, (3.16)

—r(t—to) _ fo,e . ghi t1 n 90’j6 . phu

=5t + (Tto - Sto)e

to K

—n(t—to) 0
:St—i-(ﬂO—StO)e 0 —E
und die Varianz:

Lo o onen)  OF _oni—te) , O3
Varge [T|F,] = %(U' — o2)e 2mlth) _ 7€ (t=to) 4 2 (3.17)

Bewertung von HDD-Call-Optionen
Wir betrachten eine Call-Option auf Heating-Degree-Days: Die Auszahlung ist von der Form

X = max (HDD(t1,t,) — K, 0) (3.18)
mit Strike K > 0 und
tn
HDD(t1,tn) = Y max (p — T5,0) . (3.19)

1=t
T; ist unter QY normalverteilt:
Ty ~ N (e, vr),

wobei py durch (3.16) und 4 durch (3.17) gegeben sind. Die Maximumsfunktion in (3.19) er-
schwert die Berechnung einer Formel fiir den Preis. Allerdings kann man die folgende Naherung
verwenden.

In Stockholm ist die Wahrscheinlichkeit, dass an einem Wintertag die tdgliche Durchschnitts-
temperatur iiber 18°C liegt, also max (18 — Ti,O) = 0, extrem klein. Wenn man den Preis
eines Vertrages bestimmen mochte, dessen Auszahlung von der Summe der HDDs in Stockholm
einer Periode im Winter, z. B. dem Monat Januar, abhéngt, kann man fiir einen solchen Vertrag
néherungsweise schreiben:

tn tTL tTL
HDD(ty,t,) = Y max (18 = T;,0) = Y 18- T, =18n— Y T, (3.20)
i=t1 i=t1 1=t
Hiervon kann man nun einfacher die Verteilung bestimmen. Die T;, i = tq,...,t,, sind Pfa-

de eines Ornstein-Uhlenbeck-Prozesses, der ein GauE—Prozess ist. Das bedeutet, dass der Vektor
(T3,, Tty - - -, T3,) Gaubsch ist. Da die Summe in eine Linearkombination der Elemente die-
ses Vektors ist, ist HDD(¢1, t,,) ebenfalls Gauﬁsch J etzt muss man nur noch den Erwartungswert
und die Varianz von HDD(¢1,t,,) berechnen:

Fiir ¢ < t; sind Erwartungswert und Varianz gegeben durch:

tn
18n — =18n— Y Eq [Ti|F],

1=t

EQB [HDD(tl, tn)‘Ft] :EQO

1=t

Varge [HDD(t1, t,)| ] = Z Var [T| 7] +2) 0 Cov [T, Tj| 7] .

i=t1 1<j
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3.1 Bewertung und Absicherung auf Basis eines Wettermodells

Angenommen, die obigen Berechnungen seien durchgefiihrt mit den Ergebnissen:
Ego [HDD(t1, t,,)|Fe] =: pt, und Varge [HDD(ty, £,)| 5] =: £2.
Dann ist HDD(¢1, t,) N (pin, Xp)-verteilt und der Preis der Call-Option ([3.18)) gegeben durch:
Cupp(t) = e "™ Egp [max (HDD(ty,t,) — K,0) | 7]

— ¢ T(tn—t) /K (r—K)- fHDD(tLtn)(x) dz

b o
_ —r(ta—t) o — K)® (—ay,) + —= _2n> 3.21
e <(,U )P (—am) me ’ ( )

wobei o, = (K — i) /35 und fappyt, ,,) die Dichte von HDD(#1,,) und @ die Verteilungsfunk-
tion der Standardnormalverteilung bezeichnen.

Bewertung von HDD-Put-Optionen

Analog kann eine Formel fiir den Preis einer Put-Option auf Heating-Degree-Days hergeleitet
werden. Der Payoff einer HDD-Put-Option ist gegeben durch:

Y = max (K — HDD(#1,t,),0).
Der Preis der Put-Option ist dann gegeben durch:
Pupp(t) = e "7 Ego [max (K — HDD(t1,t,),0) | 7]

K
e ) /0 (K — ) - fupD(t ) (T) d

= ¢(tnt) [(K — ) <<I>(an) — (—SZ)) + 52% <62% ‘5(52)2” . (3.22)

Es ist zu beachten, dass die Formeln und in erster Linie fiir Vertrage wahrend der
Winterperiode (typischerweise die Periode November bis Mérz) in Stockholm gelten. Wahrend
des Sommers und in anderen Stadten kénnen diese Formeln nicht ohne Einschrankung genutzt
werden, denn die hier verwendete Ndherung max (18 — T;,0) # 0 gilt nicht mehr, wenn die
Durchschnittstemperatur nahe an 18 °C oder sogar dariiber liegt.

N}
|
[

Der Marktpreis des Risikos

Um Temperatur-Trajektorien unter dem risikoneutralen Maf Q? zu simulieren, muss der Markt-
preis des Risikos 6 bestimmt werden. Oben wurde die Annahme getroffen, dass diese Grofe
konstant sei. Um eine Schitzung fiir  zu finden, kann man auf die Marktpreise anderer Vertrige
schauen und herausfinden, mit welchem Wert von 6 man einen zum Marktpreis passenden Preis
errechnen kann. Allerdings gibt es noch keinen voll entwickelten Wetterderivate-Markt fiir Ver-
trage schwedischer Stddte. Der heutige ,Markt besteht aus einer Zahl von Akteuren, die Preise
von Optionen und anderen Derivaten anbieten. Einer dieser Akteure, Scandic Energy, nennt
Preise fiir einige Optionen. Diese sind allerdings keine Marktangebote und sollten nur als An-
haltspunkte dienen. Es sind ,,Preise von HDD-Call-Optionen fiir Januar und Februar verfiigbar
(Details siehe Abbildung . Die Prémien Anfang Dezember 2000 fiir Option I und II waren
25 SEK und 45 SEK. Wenn man das hier dargestellte Modell und 8 = 0 verwendet, erhélt man
Pramien in Hohe von 29 SEK fiir beide Vertrage. Daraus kann man schlieffen, dass die Preise der
Vertrage nicht mit demselben Marktpreis des Risikos bestimmt wurden. Der Preis von 25 SEK
der Option I wiirde zu einem negativen Wert von 6 fithren, der von 45 SEK der Option II zu
0 ~ 0,08. Aus diesen Werten geht hervor, dass die Annahme eines konstanten Marktpreises des
Risikos nicht zutreffend ist.
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3 Bewertung und Absicherung

Parameter Option 1 Option 11
Wetterstation Bromma Airport Bromma Airport
Index HDD HDD

Typ Call-Option Call-Option
Periode Januar 2001 Februar 2001
Strike 600 HDDs 540 HDDs
Nominal 1SEK/HDD 1SEK/HDD
Max. Auszahlung | 200 SEK 200 SEK

Pramie 25 SEK 45 SEK

Abbildung 3.2: Die genauen Daten der beiden HDD-Optionen, Quelle: [ADS02]

3.1.2 Fraktionales Ornstein-Uhlenbeck-Modell

Benth verwendet in [Ben03| das fraktionale Ornstein-Uhlenbeck-Modell von Brody/Syroka/Zer-
vos aus Abschnitt um Preise von Temperaturderivaten zu bestimmen.

Nach Gleichung (2.12)) folgt die Tagestemperatur der Gleichung
t t
T = To—i—/ K (Sy —Tu)du+/ aude.
0 0
Betrachte die fraktionale Girsanov-Transformation (siche Satz(1.2.19)
~ t K
wH = / “2g,ds + W}H,
0 Os

wobei 6 = (0:)¢>0 eine stetige Funktion mit Tréger auf [0,7] ist, so dass eine Funktion © =
(O4)¢>0 mit Tréger auf [0,7] existiert, die die Integralgleichung fOT Osp(s,t)ds = oLf, fiir 0 <
t < T lost. ¢(s,t) wurde im Satz definiert als ¢(s,t) = H(2H — 1)|s — t|>172 s,t > 0.
Bezeichne QY das WahrscheinlichkeitsmaR, unter dem W# eine fraktionale Brownsche Bewegung
ist. Dann folgt T} unter dem risikoneutralen Maf Q? der Gleichung:

¢ t
Tt:To—i—/ ﬁu(su+0u—Tu)du+/ oude.
0 0

Wie in Abschnitt kann man jetzt die explizite Temperaturentwicklung unter dem Maf QY
berechnen (vgl. Gleichung (2.13)):

t t ~
T, =e" Jo rodv <To + / Fou(Su 4 0y) edo v d du> + / oye” Jurodv dwi, (3.23)
0 0

Die Funktion 6 ist der Marktpreis des Risikos und die Dynamik von 7} unter Q7 die risikoneutrale
Dynamik.

Der folgende Satz gibt eine Klasse von arbitragefreien Preisentwicklungen fiir Contingent Claims
X auf die Temperatur an.

Satz 3.1.6. Sei /! die von WH, s < t, erzeugte o-Algebra und X ein Contingent Claim auf
die Temperatur. Sei Q7 ein dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmap, gegeben durch die fraktionale
Girsanov-Transformation, und Y € L*(Q%). Ein arbitragefreier Preis Fx(t) von X zur Zeit
t € [0,T] ist gegeben durch:

Fx(t) = e "I DEy [X|F],

wobei ]EQG die (quasi-bedingte) Erwartung unter dem Wahrscheinlichkeitsmafd Q° bezeichnet.
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3.1 Bewertung und Absicherung auf Basis eines Wettermodells

Der Begriff der quasi-bedingten Erwartung wird in Benth [Ben03| mithilfe des fraktionalen Chaos-
Expansions-Theorems und des Theorems der Quasi-Martingal-Darstellung eingefiihrt. Zur Erkla-
rung sei auferdem auf Hu/Oksendal [HV99| und Duncan/Hu/Pasik-Duncan [DHPDO00] verwie-
sen. Wir gehen hier auf diese Begriffe und die dahinterstehende Theorie nicht weiter ein. Das
folgende Lemma zeigt, wie man die quasi-bedingte Erwartung bei der Bewertung von Tempera-
turderivaten berechnen kann.

Lemma 3.1.7. Seib € Li(R) (Definition siehe Satz . Definiere die Funktion

1 —a?
pur(®) = ) P (2¢(t,T>>

mit ®(t,T) = [bLo |5 — [bLygl3- Angenommen, f € L*(R,por(z)dx), dann gilt:

i [f ( / “b(s) de) |ftH] ~ [ 1w pr ( / b(s) AW —y) dy.

Mit diesem Lemma kann man den Preis eines européischen Claims mit Auszahlungsfunktion
f(T;) bestimmen. Hierzu definieren wir mit Blick auf Gleichung (3.23)):

T
ar = e fOT e (TO + / K"u(su + e’u) efo o du> 9
0
br(u) == oy e S wodv,
Unter der Annahme, dass f(ar +-) € L*(R, por(z) dz), wobei p; 7 in Lemma gegeben ist,

erhélt man nach Satz und Lemma fir den arbitragefreien Preis eines européischen
Claims X unter Q7:

t
Fx(t) =e 7T / fy) - per (aT +/ by (u) AW — y) dy.
R 0

Mit Ausdruck (3.23]) kann man herleiten, dass

¢ ~ T

ar + / br(u) dWH = ¢(t,T) + e Jv modv Ty,

0

wobei

T
c(t,T) :=e" Jo ru d“/ K8y + Hu)efo o dv gy,
t

Fiir den Preis eines europiischen Claims X unter QP ergibt sich dann:
—r(T—t — [T ryd
Fx(®) =T [ 50) - pur (et 1)+ K000 T, - )
R

Beachte, dass man damit den Preis zur Zeit t als eine Funktion der Zeit ¢, der Maturitat T" und
der gegenwartigen Temperatur T; darstellen kann.

Die Auszahlungs-Funktionen einer Call-Option f(z) = max(x — K,0) und einer Put-Option
f(z) = max(K — x,0) geniigen der Integrabilititsbedingung f(ar + ) € L*(R, por(z) dx).
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3 Bewertung und Absicherung

Bewertung von HDD-/CDD-Futures

Brody/Syroka/Zervos [BSZ02] berechnen den Preis eines HDD-Futures ebenfalls auf Basis des
Modells der Temperatur als fraktionaler Ornstein-Uhlenbeck-Prozess aus Abschnitt 2.3.2] Sie
verwenden die ,klassische* bedingte Erwartung anstelle der quasi-bedingten Erwartung. Der ein-
zige Moment, wo bedingte und quasi-bedingte Erwartung iibereinstimmen, ist, wenn man den
Preis zur Zeit 0 betrachtet (siehe [Ben03]).

Die Auszahlung sei proportional zum HDD-Index iiber einen Zeitraum [r1, 72]. Der Erwartungs-
wert der diskontierten Auszahlung ist zur Zeit 0 gegeben durch:

T2
o(T,z) = E [e“sT/ max(18 — T3,0) dt| ,
T1

wobei der Diskontierungsfaktor  eine positive Konstante ist, die den Zinssatz und den Marktpreis
des Risikos berticksichtigt. Die Erwartung wird beziiglich des ,normalen” Wahrscheinlichkeits-
mafses berechnet.

Lemma 3.1.8. Seien k, sy und o beschrdnkte, deterministische Funktionen. Dann ergibt sich
fir den Preis eines Futures, geschrieben auf den HDD-Index auf 11, T2):

| <<18 - )P (18\/%”) T @ exp (—W)) at,

wobei der Erwartungswert der Temperatur p; durch Gleichung und die Varianz 3; durch
Gleichung gegeben sind und © die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung dar-
stellt.

Analog ergibt sich fiir den Wert eines CDD-Futures:

Fopp(t) = e /: ((ut —18)® <Nt—\/§18) + \/gexp (—W)) dt.

3.1.3 Lévy-Ornstein-Uhlenbeck-Modell

Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit der Bewertung von Temperaturderivaten auf Basis des Mo-
dells des Lévy-Ornstein-Uhlenbeck-Prozesses von Benth/Saltyté-Benth [BSB05| aus Abschnitt
233

Bewertung von CAT-Futures

Wir betrachten Futures, die auf der CAT iiber eine bestimmte Periode [11, 2], 71 < 72, basieren.
Die Temperaturdynamik folge dem Lévy-Ornstein-Uhlenbeck-Modell aus Gleichung ([2.16)):

th = dSt — I{(Tt — St) dt + gt st,

wobei L; ein Lévy-Prozess ist und L; endliche exponentielle Momente hat.
Nach Gleichung (3.5)) ist der Preis eines Futures auf den CAT-Index auf dem Intervall |11, 9] zur
Zeit t gegeben durch:

T2
Fear(t;m,m) = Eg [/ T, ds’}"t] )

1
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3.1 Bewertung und Absicherung auf Basis eines Wettermodells

Um einen expliziten Ausdruck fiir den Future-Preis zu bekommen, miissen wir wieder das risiko-
neutrale Maf QQ genauer bestimmen. Wir betrachten eine Unterfamilie der Wahrscheinlichkeits-
mafe Q, indem wir die Esscher-Transformation benutzen. Angenommen, 6 ist eine reellwertige,
beschrénkte und messbare Funktion. Wir betrachten den stochastischen Prozess

t ¢
Zf = exp (/0 0, dL, —/0 ?(0s) ds> ,

wobei ¢(\) den Logarithmus der momentenerzeugenden Funktion von L; darstellt, d.h. ¢(\) =
In E [exp(AL1)]. Der Prozess Z{ ist eine Dichte unter bestimmten Integrabilititsbedingungen an
das Lévy-Mafk £. Eine genaue Beschreibung der in diesem Modell erfiillten Bedingungen findet
sich bei Benth/Saltyté-Benth [BSB04|.

Das Wahrscheinlichkeitsmaf Q7 ist definiert durch die Esscher-Transformation:

Q'(4) = E 1420,

wobei 1 4 die Indikatorfunktion ist und ty,ax Wie oben ein fester Zeithorizont jenseits aller rele-
vanten Handelszeitpunkte. Durch das zeitlich verénderliche 6 erhalten wir wieder eine flexible
Klasse von Martingalmaken Q?, die leicht angepasst werden konnen. Beachte, dass fiir den Fall,
dass der Lévy-Prozess L eine Brownsche Bewegung ist, die Esscher-Transformation der Girsanov-
Transformation aus Abschnitt entspricht.

Fiir die Preise von CAT-Futures erhalten wir den folgenden Satz:

Satz 3.1.9. Der Future-Preis Foar(t; 1, 72) zur Zeit t < 11, basierend auf der CAT dber dem
Intervall 11, T2] ist gegeben durch:

T2
Foar(t;m,m2) = / Sy du 4+ — (Tt — 5¢) (e_”“(ﬁ_t) — e_“(Tz_t)> + O(t; 11, 72),

T1

wobei O(t; 71, 72) als eine Funktion des Marktpreises des Risikos und der Volatilitit gegeben ist
durch:

O(t; 71, 7) / &0 o (1- e du— / &0 o (1- 7)) du

Die Dynamik von F'(t;71,72) ist gegeben durch:
dFcar(t; 11, m2) = X(t; 71, 72) d Ly,
wobei die Funktion X(¢; 71, 72) definiert ist als:
S(t;m,10) = % <e_”(71_t) — 6_”(72_t)> oy

und als Termstruktur der Volatilitdt der CAT-Future-Dynamik interpretiert werden kann.

Ein Vergleich der Formeln fiir den CAT-Future-Preis und die CAT-Future-Dynamik mit den
Ergebnissen auf Basis des Ornstein-Uhlenbeck-Modells aus Abschnitt [3:1.1]ist in Abschnitt [3:1.5]

zu finden.
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3 Bewertung und Absicherung

Bewertung von CAT-Call-Optionen

Im Fall von L = W, d. h. Brownscher Dynamiken, stimmt die Esscher-Transformation mit einer
Girsanov-Transformation iiberein und unter dem risikoneutralen Wahrscheinlichkeitsmafs wird
die Future-Dynamik ein additiver Prozess ohne Drift, der durch

dFoar(t; 11, 72) = B(t; 71, 71) AW,

gegeben ist (analog zu Gleichung ) Hierbei ist W eine Brownsche Bewegung unter QY.
Indem man die Gauf-Struktur der Verteilung von F' nutzt, kann man in diesem Fall eine explizite
Bewertungsformel fiir eine Call-Option herleiten, die auf den Future-Vertrag mit Ausiibungszeit
T,t <T < 71, und Ausiibungspreis K geschrieben ist. Es ergibt sich die Formel aus
Lemma fiir den Preis einer Call-Option auf ein CAT-Future:

by
Ceoar(t;11,m2) = efr(Tft)(FCAT(t; T1,72) — K) ®(d) + £67d2/2.
V2T
Ccat(t; 71, 72) ist unabhéngig vom Marktpreis des Risikos 6, was zu erwarten war, da man fir
L =W die Option komplett absichern kann, indem man den zugrundeliegenden Future-Vertrag
verwendet.

Modelliert man allerdings die Temperaturdynamiken allgemein mit einem Lévy-Prozess, muss
man den Ausdruck

Coar(t;1,m) = e " T Ego [max(Foar(T, 11, 72) — K, 0)|F] (3.24)

berechnen, der von der Préazisierung von # abhéngt. In diesem Fall fithrt der Lévy-Prozess zur
Unvollstandigkeit des Marktes, so dass Hedging der Option nicht mehr moglich ist. Man erhélt
viele arbitragefreie Preise, die durch 6 parametrisiert sind. Den Marktpreis des Risikos kann man
bestimmen, indem man die nach Satz [3.1.9] berechneten theoretischen Future-Preise an die be-
obachteten historischen Preise anpasst. Die Erwartung in Gleichung berechnet man mit
numerischer Integration oder Monte-Carlo-Simulation. Dafiir muss man die Verteilungseigen-
schaften der Zufallsvariablen T (also der Temperatur zur Maturitét) kennen bzw. dquivalent
die der Zufallsvariablen

T
Y7 ::/ oue™ T dL,
0

beziiglich QY. Nach Benth [Ben03] ist die Kumulantenfunktion ¥ von Y7 gegeben durch:
Eqgo [exp(iAYT)] = exp(¥(A))
mit
T T
() = / " (Aate“(T*” - i0t> dt — / W(—iby) dt,
0 0

wobei 1 die Kumulantenfunktion von L darstellt. Fir den Fall der verallgemeinerten hyperbo-
lischen Verteilung ist die momentenerzeugende Funktion ¢ und somit auch die charakteristische
Funktion ¥(\) = ¢(i)\) bekannt. Die Verteilung des gegebenen Modells (z. B. der verallgemeiner-
ten hyberbolischen Klasse) kann man dann durch numerische Inversion der charakteristischen
Funktion ¥ erhalten.

3.1.4 CAR(p)-Modell

In den Abschnitten und wurden CAR(p)-Modelle fiir die Temperatur und die Wind-
geschwindigkeit aufgestellt, fiir die wir jetzt die Bewertung von Derivaten untersuchen. Wir
beginnen mit dem CAR(p)-Modell fiir die Temperatur.
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3.1 Bewertung und Absicherung auf Basis eines Wettermodells

|. Die Temperatur als CAR(p)-Prozess

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit der Bewertung von Temperaturderivaten auf
Grundlage des CAR-Temperaturmodells aus Abschnitt von Benth/Saltyté-Benth /Koeke-
bakker [BSBK07|.

Dort wurde die Temperatur T3, t > 0, modelliert als T; = s¢ + th mit

dXt = AXt dt‘l‘epUt th

(vgl. die Gleichungen (2.17)) und ([2.18])).

Sei 0 eine reellwertige, messbare, beschrinkte und messbare Funktion auf [0, ¢yax] und
~ t
Wy =W, —/ Oy du, 0 <t <tmax.
0

Nach dem Satz von Girsanov existiert ein dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmaf, bezeichnet als
QY, so dass W eine Brownsche Bewegung fiir ¢ € [0, tmax] ist. Die Dynamik von X; unter QY ist
gegeben durch:

dX; = (AX; + e, 01 0;) dt + e, ¢ AW;.

Als explizite Losung unter Q7 ergibt sich fiir ¢ > 0 und x = Xo:

t ¢
X, = eftx + / Ou GueA(t_“)ep du + / UueA(t_“)ep dW,. (3.25)
0 0

Bewertung von CAT-Futures

Nach Gleichung (3.5)) ist der CAT-Future-Preis gegeben durch:

T2

Foar(t; 11, 7m2) = Eqe {/ T, du}}] .

1

Das néchste Lemma gibt explizit den CAT-Future-Preis an.

Lemma 3.1.10. Der CAT-Future-Preis fiir 0 <t < < 7y ist gegeben durch:

T2
Fear(t; 71, m2) =/ sydu + a(t; 71, 72) Xy

T1

T1
+ / Oy ona(u; 1, m2) e, du
¢

T2
—i—/ 0., auellfr1 (eA(TT“) — Ip> e, du,

T1

wobei I, die pxp-FEinheitsmatriz ist, e, der p-te Einheitsvektor und
a(t; 1, 7'2) = e’lA—l (eA(TQ—t) _ eA(Tl—t)).

Der CAT-Future-Preis aus Lemma ist gegeben durch die aggregierte Durchschnittstempe-
ratur iiber den Messzeitraum plus einer gewichteten Mean-Reversion-Abhéngigkeit von X;. Die
Temperatur ist also abhangig von der heutigen Temperatur T; und der aller vorherigen Tage T;_
bis zur Verzogerung k < p. Die beiden letzten Terme glatten den Marktpreis des Risikos iiber
eine Periode von heute (Zeit t) bis zum Ende der Messperiode, mit einem Wechsel zur Zeit 7.
Die Matrix A entspricht dem Parameter x aus den vorherigen Abschnitten der eindimensionalen
Ornstein-Uhlenbeck-Modelle.
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3 Bewertung und Absicherung

Die Dynamik unter Q7 ist gegeben durch das folgende Lemma:

Lemma 3.1.11. Die Dynamik von Foar(t; 1, 72) unter QY ist gegeben durch:
dFear(t; 71, 72) = Scar(t; 1, m2) AW,

wobes

Scar(t; 1, 7) = o] A7 (eA(rz—t) B eA(ﬁ—t)) ¢
die Volatilititsfunktion darstellt und Wy unter Q° eine Brownsche Bewegung ist.

Ein Vergleich der Formeln fiir den CAT-Future-Preis und die CAT-Future-Dynamik mit den Er-
gebnissen auf Basis des Ornstein-Uhlenbeck-Modells aus Abschnitt [3.1.1 und des Lévy-Ornstein-
Uhlenbeck-Modells aus Abschnitt [B.1.3]ist in Abschnitt B.1.5] zu finden.

Bewertung von CAT-Call-Optionen

Der Preis eines CAT-Futures zur Zeit T kann fiir 0 < ¢ < T < 77 < 7o geschrieben werden als:

T
Fear(T; i, m2) = Foar(t; 11, 72) +/ Yoar(u; 1, m2) dWy,.
t

Daraus folgt, dass Foar(T;71,72), bedingt an Fcar(t; 71, 72), normalverteilt ist mit Mittel-
wert Foar(t; 71, 72) und Varianz ftT Y2 41 (u; 71, 72) du. Dann gilt fiir eine Call-Option auf CAT-
Futures mit Ausiibungszeitpunkt 7" und Strike K:

Ege [max(Fear(T; 71, 72) — K, 0)|F]

T
= EQG [max (FCAT(t; 7'1,7'2) - K +/ ECAT<’U,;7'1,T2) qu,()) ’.7:{|
t

T
— Eg [max (x ~K+ [ Sow(uimn,m) i, 0)}
t

x=Fcar (t;71,72)

Damit erhélt man fiir den Preis einer Call-Option auf Futures folgendes Lemma:

Lemma 3.1.12. Der Preis zur Zeitt < T einer Call-Option auf ein CAT-Future mit Messperiode
[11,T2], Strike K und Ausibungszeit T < 11 ist gegeben durch:

Cear(t; T, 71, 72) :e_T(T_t)<(FCAT(t§ m1,72) — K)®(d(t; T, 71, 72))
T
+/ Z%AT(U;ThTz)du@l(d(t;T,ThTz))>,
t

wobei
Fear(t;m,m) — K
\/ftT E%AT(U; T1,72) du

ist und ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung.

d(t;T,m1,m) =
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3.1 Bewertung und Absicherung auf Basis eines Wettermodells

Absicherung von CAT-Call-Optionen

Die Absicherungs-Strategie fiir diese Call-Option mit dem zugrundeliegenden CAT-Future kann
durch das Delta der Option gefunden werden, d. h. die Sensitivitdt des Optionspreises beziiglich
des zugrundeliegenden CAT-Future-Preises, definiert als die erste Ableitung des Optionspreises
nach dem Wert des Basiswertes (sieche Abschnitt . Dieses Delta-Hedge-Verhaltnis liefert eine
Zahl von CAT-Futures, die im Hedging-Portfolio gehalten werden sollten, um die Call-Option
vollstandig zu replizieren.

Lemma 3.1.13. Das Delta der Call-Option (oder das Hedge-Verhdltnis) ist gegeben durch:
_ 0Ccar (6T, 71,72)
OFcar(t; T, m2)

wobei d in Lemma definiert ist und ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalver-
tetlung darstellt.

A =®(d(t; T, 11,72)),

Wie bereits in Abschnitt [[L1.5] erwihnt ist das Delta eine Zahl zwischen 0 und 1. Wie erwartet
sollten fast keine (nahe null) CAT-Futures gehalten werden, wenn die Option weit ,aus dem
Geld® ist. Im entgegengesetzten Fall sollten viele (nahe bei eins) CAT-Futures gehalten werden.

Bewertung von CDD-Futures

Wir betrachten jetzt die Preise von Futures, die auf den CDD-Index geschrieben sind. Dabei
werden wir die explizite CDD-Future-Preisdynamik angeben und Bewertung und Absicherung
von Optionen auf diese Vertrige diskutieren. Mithilfe der HDD-CDD-Paritét (Gleichung )
kann man dann auch die HDD-Future-Preise bestimmen.

Nach Gleichung ist der Preis eines CDD-Futures gegeben durch:

T2
FCDD(t;Tl,TQ) = EQe I:/ max(Tu — P, 0) du}"t]
T1

= / ’ IEQ@ [max (su + eﬁXu — P, 0) |-7:t] du.

1

Unter QY gilt nach Gleichung (3.25):

¢ ¢
X = exp(At)x + / Ou GueA(t*“)ep du + / UueA(t*“)ep dW,,
0 0

was normalverteilt ist. Damit ist auch s; + €]X; — p normalverteilt mit Mittelwert
m(t,u, e, e . X))
und Varianz v?(¢,u), die im folgenden Lemma iiber CDD-Future-Preise definiert werden.

Lemma 3.1.14. Der Preis eines CDD-Futures ist fiir 0 <t <1 < 1o gegeben durch:

& m(t, u, € e X;)
F : = \\
cop(t; 71, 72) /T1 v(t,u) ( o(t0) du,

wobei

u
m(t,u, ) := Sy + / oubpeiet Ve, dv +x — p,
t

v2(t, u) ::/ o2(e e Ve )? dv
t

und VU (z) := z®(z) + ®'(z). ® ist die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung.
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3 Bewertung und Absicherung

Das folgende Lemma gibt die Dynamik des CDD-Future-Preises an.
Lemma 3.1.15. Die Dynamik von Fopp(t; 11, 72) fir 0 <t <1 unter QY ist gegeben durch:

2 m(t, u, e’leA(”*t))Xt

v(t, u)

dFcpp(t;mi,m2) = Ut/

T1

eette, . ( ) du dW,

wobei ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.

Die Termstruktur der Volatilitat fiir CDD-Futures ist definiert als:

T2 tu, I eAlu—t)\ X
Ycpp(t;m,12) = at/ e’leA(“_t)ep<I><m( uj(lteu) ) X du. (3.26)

T1

Die Volatilitat ist jetzt abhéngig von X;, was das Analogon in stetiger Zeit zur heutigen (de-
saisonalisierten) Temperatur und zu allen verzogerten (desaisonalisierten) Temperaturen bis zur
Zeit t — p ist.

Bewertung von CDD-Call-Optionen

Wir geben jetzt noch einen Ausdruck fiir den Preis einer Call-Option an, geschrieben auf CDD-
Futures. Der Ausdruck ist nicht analytisch, aber geeignet fiir eine Monte-Carlo-Simulation.
Betrachte eine Call-Option auf ein CDD-Future auf |71, 72] mit Strike K und Ausiibungszeit
T < 71. Um die Notation etwas zu vereinfachen, fithren wir die Funktion

Ut u,2) = 0 <m<tu>>

v(t, u)

ein, wobei ¥ in Lemma definiert wurde. Das folgende Resultat liefert den Preis einer
CDD-Future-Option zur Zeit t < T

Lemma 3.1.16. Der Preis zur Zeit t < T einer Call-Option, geschrieben auf ein CDD-Future
fir [m1, 2] mit Strike K und Ausibungszeit T < 11 ist gegeben durch:

T2

Ccpp(t; T, 1, 7T2) —eT(T-OR [max (/ u(T, u)\i] (T7 u, elleA(uft)a3

1

T
+/ elleA(ufv)ep o 0y dv—i—E(u,t,T)Y) du — K, 0>] .
t =X

Hierbei ist
T
Y2 (u,t,T) == /t (& eAvv) )t o dv

und Y eine standardnormalverteilte Zufallsvariable.

Absicherung von CDD-Call-Optionen

Das folgende Lemma gibt die Hedging-Strategie Hopp einer Call-Option auf ein CDD-Future
an.
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3.1 Bewertung und Absicherung auf Basis eines Wettermodells

Lemma 3.1.17. Angenommen, Xcpp(t; 71, 72) aus Gleichung ist ungleich null fiir fast
alle t € [0,T]. Dann ist die Hedging-Strategie Hcpp gegeben durch:
Ot

H t; =
con(ti71,72) Ycpp(t; 71, 2)

-El1

elleA(uft) ep(b <m(T7 u, Z)) du]

T2
(f:f U(T,u)\i!(T,u,Z) du>K> ' /7_1 U(T, U)

:l:=Xt

firt <T, wobei Z eine normalverteilte Zufallsvariable ist mit Mittelwert
T
ettt 4 / et €, 0y b0y dv
t

und Varianz

/tT o2 (e’leA(“_”) ep>2 dv.

Wie schon fiir den Preis der CDD-Option benétigt man auch fiir die Berechnung der Absicherung
eine numerische Auswertung der Erwartung. Die geschieht leicht mithilfe einer Monte-Carlo-
Simulation.

Abschliefend untersuchen wir, wann die Bedingung aus Lemma [3.1.17] erfiillt ist, dass die Funk-
tion Xcpp(t; 71, 72) aus Gleichung nicht null ist. In Abschnitt Wurde ot > 0 definiert.
Das gleiche gilt fiir die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ®. Xcpp kann also
nur null sein, wenn

g(u) := ejete,
null ist.
Beachte, dass ¢g(0) = 0. Mit den fiir Stockholm geschétzten Parametern der Matrix A (siche
Abschnitt ist g(u) strikt positiv fir alle w > 0 und konvergiert gegen null fiir u — oo.
Deshalb ist in diesem Fall Xcpp strikt positiv und die Bedingung fiir das obige Lemma erfiillt.
Allgemein ist die Funktion g ungleich null, wenn die Eigenwerte der Matrix A in Tripel (A;, vi,7;)
zerlegt werden konnen, wobei jedes 7; einen strikt positiven Imaginarteil hat und jedes \; reell
und grofer oder gleich dem Realteil von +; ist. Eine hinreichende Bedingung ist, dass alle Eigen-
werte reell und negativ sind. Auflerdem ist es eine notwendige Bedingung, dass es einen reellen
Eigenwert von A gibt, der grofler oder gleich dem Realteil aller anderen Eigenwerte von A ist.

Il. Die Windgeschwindigkeit als CAR(p)-Prozess

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit der Bewertung von Windderivaten auf Basis des
Modells der Windgeschwindigkeit als CAR(p)-Prozess von Benth /Saltyté-Benth [BSB09| aus Ab-
schnitt [2.3.5 Dort hatten wir die Windgeschwindigkeit V' = (V;)icr, folgendermafen modelliert

(siche Gleichungen ([2.19)) und (2.20))):
1/

vo= SO (s XD +1)77, A #0,
' exp(st + Xt1)7 A=0,

mit

dXt = AXt dt + €p ot th
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3 Bewertung und Absicherung

Bewertung von Wind-Futures

Die Wind-Futures, die an der US Futures Exchange gehandelt werden, basieren auf dem Nordix-
Index iiber einen Zeitraum von 71 bis 1o, 71,72 € N, 71 < 79, (siehe Def. [1.1.11]):

N(Tl,TQ) =100 + ZZ V(’T) — U20(7’),

T=T1

wobei V(1) die durchschnittliche Windgeschwindigkeit am Tag 7 bezeichnet und v (7) die durch-
schnittliche Windgeschwindigkeit am Tag 7 der letzten 20 Jahre.

Der Preis F(t;T1,72) eines Futures zur Zeit ¢ < 71 auf den Nordix-Index N(71,72) ist gegeben
durch:

Fy(t;m1,m2) = Ege [N(71,72)|F] - (3.27)

Dabei ist Q7 ein risikoneutrales Wabhrscheinlichkeitsmak und 6 eine quadratisch integrierbare
Funktion auf [0, 7). Sei der Prozess W definiert durch

_ t
Wt == Wt —/ ‘9u du
0

Durch die quadratische Integrierbarkeit von 6 ist die Novikov-Bedingung erfiillt und nach dem
Satz von Girsanov (Satz existiert ein Wahrscheinlichkeitsmaf QY, so dass W eine Brown-
sche Bewegung ist unter QY.

Unter dem Maf Q7 hat X; die folgende Dynamik:

dX; = (AX; + e, 00 0;) At + e, o AW,

Fir 0 <t <7 < T ergibt sich folgende explizite Dynamik:
T T
X, =M x + / eA(T_“)echUOU du + / eA(T_“)epau dw,. (3.28)
t t

Insbesondere ist X!, gegeben X; = x, 7 > t, normalverteilt mit Mittelwert
po(t, 7, %) := e e T Vx4 /T(e’leA(T”)ep) oy by du (3.29)
t
und Varianz
Y2(t,7) = /T o2 (e’leA(T*“)ep)2 du. (3.30)

t

Fiir den Preis eines Futures auf den Nordix-Index ergibt sich nach Gleichung (3.27)) und der
Definition [LT.11k

FN(t;Tl,TQ) = 520(7’1,7’2) + 22: ]EQ@ [V(T)|ft] , (331)

T=T1

wobei

T2

@20(7’1,7’2) = 100 — Z ’020(’7').

T=T]

Um den Preis eines Windfutures zu berechnen, muss man die bedingte Erwartung von V(7),
gegeben Fy, flir 7 > t berechnen.
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3.1 Bewertung und Absicherung auf Basis eines Wettermodells

Lemma 3.1.18. Se: 0 <t <7 <T. Dann gilt fir 0 < X < 1:
Ego [V(7)IF] = My (14 A(ss + polt, 7, X1)), AE2(1,7) )

wobei My(a,b?) das k-te Moment einer normalverteilten Zufallsvariable mit Mittelwert a und
Varianz b2 ist. Fiir A = 0 erhdlt man.:

Eqo [V (7)|Ft] = exp <s7- + po(t, 7, Xy) + %22(75, 7')> .

Die Funktionen pg(t,i, ) und X2(t,i) wurden in Gleichung bzw. definiert.
Mit Lemma [3.1.18 und Gleichung (3.31)) ergibt sich fiir den Future-Preis:

Fol ) To0(71,72) + 07, My (14 A(sr + po(t, 7, X)), A2, T)), e (0,1],
N(t; T, T) =
Va0 (71, T2) + Z?:Tl exp ( sy + uo(t, 7, X¢) + %22(t,7)), A =0.
(3.32)

Bewertung von Wind-Call-Optionen

Wir berechnen jetzt noch den Preis einer européischen Call-Option auf Wind-Futures mit Aus-
iibungszeitpunkt T' > 7 und Strike K > 0.
Der arbitragefreie Preis einer solchen Option ist fiir ¢ < T und Zinsrate r gegeben durch:

Cn(ET, K, m,m) = e ") Eqo [max(Fy (T 71, 72) — K,0)|F]

Mit den Gleichungen (3.28) und (3.32)) ergibt sich fiir ug(7', 7, X7):

.
po(T, 7, Xr) =e e DXy + /

. (e’leA(T_“)ep> oubu du

T
=ejeMTIX, + el AT / AT ey0,0, du
t

+ /TT (e’leA(T_“)ep) oub, du

T
+ e'leA(T_T)/ UueA(T_“)ep dWw,,
t
T ~
=pug(t, T, Xy) —|—/ auelleA(T*“)ep dWw,,.
t
Das Ito-Integral ist normalverteilt mit Erwartungswert 0 und Varianz
T 2
V2(t,T,7) = / o2 (e/leA(T_“)ep) du.
t
Dann erhélt man, dass

/UJQ(Ta T, XT) i Me(t, T, Xt) + V(ta Ta T)Z

mit Gleichheit in Verteilung und einer standardnormalverteilten Zufallsvariable Z.
Sei die Funktion hy : RPT! — R, definiert als:

ha(x,z) :=
Tao(r1, ) + X7, My (14 A(sr + po(t,m, %) + V(L T, 7) - 2), PR3(T, 7)), A€ (0,1],
Voo (11, T2) + Z?:Tl exp ( sr + po(t, 7,x) + V(t,T,7) - 2 + %EQ(T, T)), A=0.
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3 Bewertung und Absicherung

Dann ist der Preis einer Call-Option gegeben durch:
C(t7 T7 K’ T1, 7-2) = e_T(T_t) EQ9 [maX (h)\(X, Z) - K’ 0)]x:Xt :

Diese Darstellung eignet sich fiir numerische Berechnungen anhand der Monte-Carlo-Simulation.

3.1.5 Vergleich der CAT-Future-Preise und -Dynamiken

In den vorherigen Abschnitten wurden auf Basis verschiedener Wettermodelle die Preise von
Futures berechnet. Wir vergleichen jetzt die CAT-Future-Preise und die Preisdynamiken, die auf
Basis des Ornstein-Uhlenbeck-Modells (Abschnitt [3.1.1)), des Lévy-Ornstein-Uhlenbeck-Modells

(Abschnitt [3.1.3)) und des CAR(p)-Modells (Abschnitt |3.1.4)) berechnet wurden. Am Ende dieses
Abschnitts werden wir die Preise und ihre Dynamiken in einer Formel zusammenfassen.

In den einzelnen Abschnitten hatten wir fiir die CAT-Future-Preise folgende Ergebnisse erhaltelﬂ:

Fou(tim,m) = [1 sudut pE (e M — e m D) (T — 5y)  +O0u(t T, T2),
Frevy-ou(t; 71, 72)= [77 su du+ T (et — e mm TN (T, — 1) +OLevy-oul(t; 71, 72),
Foarg)(tim72) = [7 sudu+ (—e)A7H(eA 70 —ed20) 0 X +Ocarp) (671 72).

Dabei sind die Funktionen ©(t; 11, m2) fiir die Modelle wie folgt gegeben:

Oou(t; 11, 72) = th 0., k(1 —e M) dy  — tﬁ 0., k(1 —e W) du,

®Lévy—OU(t; 7'177—2) f (yb/ Uu -1 1—e™" (r2—u ) du — tTl ¢/(0u) Oy 571 (1 - ein(niu)) dua

(
Ocar(p) (t; 71, 72) :f 0, ou(—€1)A™ 1(Ip—eA(72 u )e du— ft 0y ou(— e’l)A_l(Ip—eA(Tl_“))epdu.

Die Preise weisen grofse strukturelle Gemeinsamkeiten auf: Sie beginnen mit dem Integral von
71 bis 7 iiber die Saisonalitdt. Dann folgt ein Term, der die Mean-Reversion beriicksichtigt. Der
Mean-Reversion-Parameter x im eindimensionalen Fall entspricht dabei der Matrix A im mehrdi-
mensionalen Fall. Die Vorzeichen von s und A héngen vom Modell ab und kénnen entsprechend
angeglichen werden. Die Faktoren (e_”(“_t) — e_”(TQ_t)) und (eA(Tl_t) — eA(TQ_t)) sind also ana-
log. Die Funktionen © bestehen aus der Differenz zweier Integrale iiber eine Funktion f(6,0)
und einen Mean-Reversions-Term. Die pxp-Einheitsmatrix I, entspricht der 1 im eindimensio-
nalen Fall, ebenso reduzieren sich der erste Einheitsvektor e; und der p-te Einheitsvektor e, im
Eindimensionalen zu 1.

Damit lassen sich diese Formeln zu einer Formel fiir den CAT-Future-Preis zusammenfassen:

T2

Foar(t; 11, 72) —/
.

1

sudu + e (=R (eR(Tl_t) - €R(72_t)> Xt + Ocar(t; 11, 72)

mit
Ocat(t; 71, 72) / f(0u,00) €, (~R7Y) (Ip - eR(TQ_“)) epdu

/ f(0u,00) € (~R71) (Ip - eR(”_“)> ep du.

2Die Indizes der Preise wurden geéndert, da jetzt nicht mehr zwischen verschiedenen Wetterindizes unterschieden
wird, sondern zwischen den den CAT-Futures zugrundeliegenden Temperaturmodellen. Aufierdem wurden die
Formeln zur Vereinheitlichung etwas umgeformt.
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3.2 Nutzenorientierte Bewertung und Absicherung

Dabei steht die pxp-Matrix R € RP*P fiir die Parameter der Mean-Reversion. Im Fall von p = 1
reduziert sie sich zu einem Wert, der in den eindimensionalen Ornstein-Uhlenbeck-Modellen
k € R genannt wurde. Der Vektor X; reduziert sich im Eindimensionalen zu T} — s; (siehe
Gleichung (2.17))). Die Funktion f(6,,0,) ist gegeben durch:

0. im Ornstein-Uhlenbeck-Modell,
f(Ou,00) = § &' (0,)0, im Lévy-Ornstein-Uhlenbeck-Modell,
0oy im CAR(p)-Modell.

@' () steht fiir die Ableitung der logarithmierten momentenerzeugenden Funktion von L; (siehe

Abschnitt [3.1.3)).

Fiir die Temperaturdynamiken hatten wir folgende Formeln erhalten:

dFou(t; 11, 12) = You(t; 11, 72) AW,
dFLevy-ou(t; 71, 72) = Zrevy-ou(t; 1, 72)  dLy,
dFoar(p) (t71,72) = Bcarp) (tm,72) AW

Die Funktionen X(t; 71, 72) sind gegeben durch:
Youl(t;m1,72) =0, kL (em(n=0)
ELévy-OU(t; T1, 7'2): Ot kL (e—n(n—t) _ e—H(TQ—t))’
Ycarp) (T, ™2) = ate’l(_A—l)(eA(n—t) _ eA(’TQ—t)).

efn(‘rg —t) ,

Die Dynamiken sind also gegeben als das Produkt der Standardabweichung und eines Mean-
Reversion-Terms sowie den antreibenden Prozess.

Auch diese Formeln lassen sich zu einer Formel fiir die CAT-Future-Preisdynamik zusammenfas-
sen:

dFCAT<t; Tl,Tg) = Jtell(—R_l) (eR(Tl—t) _ eR(TQ—t)) dx,

Hierbei ist R € RP*P wie oben die Mean-Reversion-Matrix und X; der vom Modell abhéngige
antreibende Prozess, also eine Brownsche Bewegung oder allgemein ein Lévy-Prozess.

3.2 Nutzenorientierte Bewertung und Absicherung

Wir wenden uns jetzt der Bewertung von Wetterderivaten mithilfe von Nutzenfunktionen zu.
Fiir die Definition einer Nutzenfunktion sei auf Def. [.3.25] verwiesen sowie auf die Definitionen
1.3.26] bis [1.3.28] die spezielle Nutzenfunktionen angeben.

3.2.1 Schattenpreise

Dieser Abschnitt basiert auf der Arbeit von Daviﬂ [Dav01]. Er verwendet die Konzepte der
Schattenpreise” oder der ,Grenzrate der Substitution“ aus den Wirtschaftswissenschaften, um
die Preise von Wetterderivaten zu bestimmen.

Wir gehen davon aus, dass ein Gaslieferant seine Einnahmen mit einem Derivat auf den HDD-
Index (X¢)i>0 absichern mochte. Die Menge verkauften Gases pro Zeiteinheit lasse sich als eine

3 Department of Mathematics, Imperial College London, London, UK
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3 Bewertung und Absicherung

Funktion in Abhéngigkeit der HDDs darstellen, die linear sei: v(t) = aX;, a € Ry. Sei (S¢)i>0
der Spot-Preis, zu dem der Anbieter das Gas verkauft. Dann ldsst sich sein Profit schreiben als:

Y;g = othSt. (333)

Seien W = (Wy)i>0 und W’ = (W/);>0 zwei Standard-Brownsche Bewegungen mit Korrelation

p. Die HDDs X = (X;);>0 werden als geometrische Brownsche Bewegung (siche Def. [1.2.13))
modelliert}

dXt = I/Xt dt + ’th th (334)

mit v € R und v > 0.
Damit gilt zur Maturitat 7' > 0:

1
XT = XO + exXp ((l/ — EWZ)T + ’}/WT> . (335)

Auch der Spot-Preis S = (St)¢>0 wird als geometrische Brownsche Bewegung modelliert:
dSt = ,LLSt dt + O'St thI (336)

mit 4 € R und o > 0.
Definiere mit W = (W});>0 eine weitere Brownsche Bewegung:

dW, = 2 (Vth —f—O'th/)

mit € := /72 + 02 + 2pyo.
Der Profit Y = (Y})¢>0 gentigt nach Gleichung ([3.33) mit (3.34]) und (3.36) der Gleichung

dY; = 0Y; dt + €Y, dW; (3.37)

mit Yy = aSpXg, wobei 0 := v + pu + poy und £ wie oben.
Angenommen, das Wetterderivat habe zur Zeit T" den Ausilibungswert

C(X7) = X max{Xp — K, 0} fiir eine Call-Option,
P(X7) =X -max{K — Xp,0} fiir eine Put-Option

mit Strike K und Auszahlungsbetrag A fiir jeden HDD iiber dem Strike.

Sei U = (Uy)s>0 eine Nutzenfunktion (siehe Def. und H = (H¢)e>0 der Wert des Portfolios
eines Investors. V(x) sei eine fiir alle © € Ry differenzierbare Funktion mit V/(z) > 0. Wir
betrachten einen Investor, der den erwarteten Nutzen E [U(Hr)] seines Portfolio-Wertes Hy zur
Zeit T maximieren will. Nach Davis [Dav97] ist der faire Preis dann gegeben durch:

E[U'(H7)C(XT)]
V'(n) ’
wobei H7 ein optimales Portfolio von handelbaren Anlagen mit Anfangsausstattung n und

V(n) = E[U(H7})] ist. Hierbei ist H}, = Yp, da der Produzent keine Investitionsméoglichkeiten
hat. Er produziert bis zum Niveau der aktuellen Nachfrage und verkauft zum Marktpreis.

h= (3.38)

“Davis zeigt in seiner Arbeit anhand von Temperaturdaten in Birmingham (England) von 1988 bis 1998, dass
dieses Modell zutreffend ist.
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3.2 Nutzenorientierte Bewertung und Absicherung

Logarithmischer Nutzen

Wir nehmen an, dass der Nutzen logarithmisch vom Typ CRRA ist, U(y) = logy, also U(Y7)
log(Y7y) und U'(Yr) = +~. Es 1st leicht zu sehen, dass V (y) = log y+const. Deshalb ist V'(y) =

1
y
und die Bewertungsformel ist in diesem Fall gegeben durch:

o EBwpoe) _ E[ECE] E

i) YTC(XT)] . (3.39)

S|

Sei Z; := % Dann gilt:
dZ; = —rZydt — €2, AWy, Zy =1,
mit r = p+ v — % — 02 — poy. Dann ist
= E | exp(—€*T/2 — €Wr)C(X7)]
=Ep e |C(X7)],
wobei Ep die Erwartung unter dem Maf P darstellt, definiert durch:

% = exp <—§2T/2 - §WT> . (3.40)

Die Korrelation zwischen W; und W ist p; = (y+po)/§ und dW; = dW;+¢ dt ist eine Brownsche
Bewegung unter P. Daraus folgt, dass unter P cine Brownsche Bewegung W' existiert, so dass

Die ,Drift ist gegeben durch v—p1v¢é = v—~%—poy = r—q mit ¢ = u—o?. Fiir den Optionswert
ergibt sich aus den Gleichungen ([3.40) und (3.41)) das folgende Lemma:

Lemma 3.2.1. Der Optionswert st nach der Black-Scholes-Formeﬁ gegeben durch:

}3 = BS(.I(), Ka rdq,7, T)
B {eqT (Xo®(d1) — Ke*(T*q)TCI)(dQ)) fiir eine Call-Option,

3.42
e—aT (—X0<I>(—d1) + Ke—(r—q)Tq)(—dQ)) fiir eine Put-Option ( )

mit

r=p+v—r>—0’—pov,
2

q=p—o’
4 = log (X2) + (r — g+ )T
WT ’
dy =dy — VT,
O(z) = /x Le*% dy.
oo V2T

®Das Black-Scholes-Modell wurde in Abschnitt [1.3.2 kurz vorgestellt. Dabei wurden die Preise von Call- (Satz
1.3.23)) und Put-Optionen (Satz[1.3.24]) angegeben. Fiir das hier verwendete, erweiterte Black-Scholes-Modell
mit Dividenden sei auf Shiryaev [Shi99] verwiesen.
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3 Bewertung und Absicherung
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Abbildung 3.3: Optionswerte als Funktion der Preisvolatilitdt o fiir verschiedene Korrelations-
werte p, Quelle: [Dav01]

Weitere Nutzenfunktionen

Emoto/ Misawaﬂ [EMO7] untersuchen die Optionspreise auch noch fiir andere Nutzenfunktionen.
Allerdings ist es schwierig, diese explizit zu bestimmen. Die Autoren geben jedoch Formeln fiir
Optionspreise an, die fiir numerische Berechnungen geeignet sind. Die Ergebnisse sind in der
folgenden Tabelle zu sehen:

Nutzenfunktion Optionspreis
E|(a+b¥7) ™ b C(X7)

HARA: Uy)=-L LY 1—1
(V) =35(a+bY) o E{(a%yﬂ*%(%)}
Logarithmisch: ~ U(Y) = log(a +Y) E[ﬁC(;—(FT)]
FEc)
Exponentiell: UYy)= P [e @ ( T)]

Beispiel

Davis verdeutlicht anhand eines Beispiels den Einfluss der Preisvolatilitét o und der Korrelation p
auf den Optionspreis. Er betrachet eine Call-Option auf HHDs fiir Mai 2001, abgeschlossen am
1. November 2000 mit Strike K = 560. Aus Simulationen ist bekannt, dass der Mittelwert und
die Standardabweichung der HDDs im Mai 577 bzw. 35 sind.

Wenn man Xy = 560 wahlt, folgt daraus v = —0,13%. Fiir den Preisprozess wird u = 0 gesetzt,
also keine Drift des Preises. Allerdings hiangt der Wert der Option signifikant von der Volatilitét
des Preises ab (siche Abbildung [3.3)).

Unter dem Maf P hat X; die Drift r —q = v — 7?2 — pory, wobei der Diskontfaktor r = v —
v2 — poy + p — o? ist. Wenn p = 0 ist, ist die Drift unabhingig von ¢ und der Optionspreis
steigt mit o, da der Diskontfaktor sinkt. Fiir p > 0 fallen Drift und Diskontfaktor mit steigender
Volatilitdt o, weshalb der Optionspreis sinkt. Bei p < 0 fiihren eine wachsende Drift und ein
sinkender Diskontfaktor zu steigendem Optionspreis.

Sbeide Faculty of Economics, Nagoya City University, Nagoya, Japan
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3.2 Nutzenorientierte Bewertung und Absicherung

3.2.2 Indifferenzpreis und Grenznutzen

Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit der Bewertung und Absicherung von Derivaten mit nicht
handelbaren Basiswerten nach Ankirchner/Imkeller/ Reisﬂ [ATROT].

Das Modell

Sei d € N und W eine d-dimensionale Brownsche Bewegung auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, F, P). Wir bezeichnen mit (F;);>0 die Vervollstdndigung der durch W erzeugten Filtration.
Ein Derivat mit Maturitat 7' > 0 basiere auf einem R"-dimensionalen, nicht handelbaren Index
Ry (z.B. einem Wetterindex) mit Dynamik

wobei b : [0,T] x R™ — R™ und p : [0,T] x R™ — R™*4 messbare deterministische Funktionen
sind. Wir nehmen an, dass ein C' € R, existiert, so dass fiir alle ¢t € [0,7] und z,2’ € R™ gilt:

R1)  [b(t,0) = b(t.a)| + |p(t.2) — p(t,a’)| < Cla — 2],
b(t,2)| + plt, 2)] < C(1+]al).

Ein Derivat sei von der Form F(Ryr), wobei F' : R™ — R eine beschréankte und messbare Funktion
ist. Beachte, dass der erwartete Payoff von F(Rr) unter der Bedingung R, = r zur Zeit t gegeben
ist durch F' (RtT’T), wobei RY" die Losung der stochastischen Differenzialgleichung

RL =7 —|—/ b(u, RL™) du+/ p(u, RE"YdW,, s € [t,T], (3.44)
¢ t

darstellt.

Der zugehérige Finanzmarkt besteht aus k Risikoanleihen und einer nicht riskanten Anlage. Wir
benutzen die risikolose Anlage als Numéraire und nehmen an, dass die Preise der Risikoanlagen
sich in Einheiten des Numéraires entwickeln geméifs der stochastischen Differenzialgleichung

dS; = Si(ey(t, Ry) dt + Bi(t, Ry) dW,), i =1,... K,

wobei «a;(t,r) die i-te Komponente einer messbaren und vektorwertigen Abbildung « : [0, 7] x
R™ — R¥ und g;(t,r) die i-te Zeile einer messbaren und matrixwertigen Abbildung £ : [0, 7] x
R™ — R¥*4 gind. Beachte, dass W dieselbe R?dimensionale Brownsche Bewegung ist wie die,
die in Gleichung den Index-Prozess antreibt. Damit ist die Korrelation zwischen dem Index
und den handelbaren Anlagen bestimmt durch die Matrizen p und S.

Um Arbitrage-Moglichkeiten auf dem Finanzmarkt auszuschliefsen, sei d > k. Aus technischen
Griinden gelten:

(M1) « ist beschrinkt.
(M2) Es existieren Konstanten 0 < € < K, so dass el < (8(t,r)3*(t,r)) < K1, fiir alle
(t,r) € 0,T] x R™,

wobei 3*(t,r) die Transponierte von ((t,r) ist und I} die k-dimensionale Einheitsmatrix.

Reale Daten zeigen, dass die HDDs ungefihr lognormalverteilt sind und deshalb als geometrische
Brownsche Bewegung modelliert werden kénnen (wie schon in Abschnitt [3.2.1)). Dies bedeutet,
dass man in Gleichung (3.43)) b(t, R;) = a1 Ry und p(t, R;) = e Ry mit a; € R und oy € R\ {0}

abhéngig von der Jahreszeit wéhlt.

Talle Institut fir Mathematik, Humboldt-Universitit zu Berlin, Berlin
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3 Bewertung und Absicherung

Sei U die exponentielle Nutzenfunktion (vgl. Def. [1.3.28)) mit Risikoaversion n > 0, d.h.

U(z) =—e .

Im Folgenden sei (¢, ) € [0, 7] x R™. Eine Investment-Strategie ist ein vorhersehbarer Prozess

A = (\i)1<i<r mit Werten in R¥, so dass der Integral-Prozess fg A dg} fir alle ¢ € {1,...,k}
definiert ist. Wir interpretieren A’ als den Wert des Teils des Portfolios, der in die i-te Anlage
investiert wird. Da wéhrend des Zeitintervalls [t, s] gehandelt wird, fithrt die Investionsstrategie

A zu einem Gesamtgewinn in Hohe von

k .

S . dSl

Gy =) j/ N
=17t S

G2 bezeichne den Gewinn bedingt auf Ry = r.
Sei AY" die Menge aller Strategien ), so dass E [ ftT IAsB(s, RE")[2ds| < oo und dass die Familie

{e*WGi't’r : T ist eine Stoppzeit mit Werten in [¢, T]} gleichméiRig integrierbar ist. Falls A € Ab",

dann heifst A zulassig,.

Maximaler erwarteter Nutzen und optimale Strategie

Der maximale erwartete Nutzen zur Zeit T, bedingt auf ein Vermogen von v zur Zeit ¢ und
den Index R; = r, ist definiert als

VO(t,v,7) = sup { E [U (v n G}’t””)} Ae Atvr} .
Man kann zeigen, dass es eine Strategie m gibt, die optimale Strategie, so dass
E [U (U + G;’“)} =VO(t,u,7r).

Aus der Konvexitiat der Nutzenfunktionen folgt, dass m auf [¢,T] fast sicher eindeutig ist. Mit
Theorem 7 in Hu/Imkeller/Miiller [HIMO05| erhélt man, dass = € A"

Angenommen, ein Investor ist ausgestattet mit einem Derivat F'(R7) und hélt es in seinem Depot
bis zur Maturitat 7. Dann ist der maximale erwartete Nutzen gegeben durch den maximalen
erwarteten Nutzen der Summe aus Anfangsvermdgen v, Gewinn durch Investition G%’t’r und
Auszahlung des Derivats F(R}'):

VE(t,v,7) = sup { E [U <v + Gg\p’t’r + F(Rffr))} tA € .At’r} )
Auch im Fall mit Derivat existiert eine optimale Strategie, bezeichnet als 7, die
E [U (u +GET F(R”))} =VF(t,v,r)

geniigt. Die Anwesenheit des Derivats F(Ryp) filhrt zu einem Wechsel der optimalen Strategie
von 7 zu 7. Die Differenz

A=7n—m (3.45)

wird benétigt, um das mit dem Derivat im Portfolio verbundene Risiko — zumindest teilweise —
abzusichern. Deshalb heift A Derivatsabsicherung (derivative hedge).
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3.2 Nutzenorientierte Bewertung und Absicherung

Indifferenzpreis

Man kann leicht zeigen, dass fur alle (¢,7) € [0,7] x R™ eine reelle Zahl p(t, r) existiert, so dass
fiir alle v € R gilt:

VF(t,’U - p(ta T‘),’I“) = Vo(t,U,T‘).

Wenn ein Investor den Preis p(t,r) fiir das Derivat F (R;’f) zahlen muss, ist er indifferent, das

Derivat zu kaufen oder nicht. Deshalb heift p(t,7) der Indifferenzpreis zur Zeit ¢ und zum
Level r (vgl. auch Abschnitt [1.3.3).

Es stellt sich heraus, dass die Derivatsabsicherung A eng verbunden ist mit dem Indifferenzpreis
des Derivats. Das Derivat verandert die Risikobelastung des Portfolios. Die Differenz zwischen
7 und 7 misst die Folgen auf F'. Die Preis-Sensitivitéit, d.h. das Derivat von p relativ zur In-
dexentwicklung, ist ebenfalls ein Mafs fiir die Verdnderung von F' und wird Verdnderungsdruck
genannt. Wir werden sehen, dass die Absicherung des Derivats in der Tat gleich der Preissensi-
tivitdat multipliziert mit einigen Korrelations-Parametern ist.

Das Problem, die optimalen Strategien m and 7 zu finden, ist ein stochastisches Kontrollproblem.
Man kann es dadurch bewéltigen, dass man die zugehorige HJB-Gleichung 16st, indem man ein
Verifikations-Theorem benutzt und ein Eindeutigkeit-Ergebnis beweist (siche Abschnitt
und Ankirchner /Imkeller/Popier [AIP(0T7]). Hier jedoch wird ein stochastischer Ansatz verwendet.
Man nutzt die Tatsache, dass man das stochastische Kontrollproblem l6sen kann, indem man die
Losung einer stochastischen Riickwérts-Differenzialgleichung (BSDE, siehe Def. bestimmt.

Losen von stochastischen Kontrollproblemen mittels BSDE

Sei H2(RY) die Menge aller R%-wertigen vorhersehbaren Prozesse ¢, so dass
-7 -

E / G2 dt| < oo,
L/ O J

und S?(R) die Menge aller R-wertigen vorhersehbaren Prozesse 6, so dass

E | sup |65 < oc.
| s€[0,7]

S bezeichne die Menge aller beschrénkten R-wertigen vorhersehbaren Prozesse. Sei & Fy-
messbar und f eine vorhersehbare Abbildung definiert auf Q x [0,7] x R x R? mit Werten
in R.

Dann ist die Losung einer BSDE mit Endbedingung £ und Generator f gegeben durch ein
Paar von Prozessen (Y, Z) € S%(R) x H?(RY), das folgender Gleichung geniigt (vgl. Def. [1.2.15)):

T T
)/t:f_/ stWs+/ f(S’}/;)Zs)ds-
t t

Wir kommen jetzt zuriick zu unserem Kontrollproblem, die optimale Investitionsstrategie m bzw.
7 zu finden. Es ist bekannt, dass eine quadratische BSDE existiert, die diese Kontrollprobleme
16st. Zuerst beschéftigen wir uns mit dem Generator der geeigneten BSDE, beginnend bei 7.
Wir setzen wieder (t,7) € [0, T] xR™. Sei 9(¢,7) = B*(¢,7)(B(t,r)B*(t,r)) La(t,r) und C(t,r) =
{xzB(t,r) : * € RF}. Beachte, dass aus den Annahmen folgt, dass 9(¢,7) beschrinkt ist. Der
Abstand eines Vektors z € R? zur abgeschlossenen und konvexen Menge C(t,r) ist definiert als
dist(z,C(t,r)) := min{|z —u| : w € C(t,7)}. Sei f die deterministische Funktion

1 1
f:]0,T] x R™ x RY = R, (t,7,2) — 20(t,r) + 2—]19(t,7“)|2 - gdis‘c2 (z + —9(t,r), C(t, r)) .
n n
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3 Bewertung und Absicherung

f ist differenzierbar in z und geniigt der Wachstumsbedingung
1f(t,r, 2)| < c(1 4|23 f.s.

mit einem ¢ € R,. Die Wachstumsbedingung stellt sicher, dass es eine eindeutige Losung
(Ytﬂ”, Zt) € $%(R) @ H2(R?) der BSDE gibt:

T T
Y;ﬂ“:F(RtT”)—/ foqu—/ flu, RE" ZETY du, s € [t,T). (3.46)

Beachte, dass die Endbedingung der BSDE von einer Standard-Vorwérts-SDE stammt. Das Glei-
chungssystem aus und wird auch Vorwiérts-Riickwéarts-SDE (FBSDE, Forward-
Backward Stochastic Differential Equation) genannt.

Das bedingte, maximal erwartete Vermogen (oder die Wertfunktion des stochastischen Kontroll-
problems) ist gleich dem Nutzen des Startpunktes der BSDE, d. h. (siehe [HIMO05])

VE(t v, r) = (v,

Bezeichne Il¢ (., (2) die Projektion eines Vektors z € RY auf den linearen Unterraum C(t,7).
Falls R; = r, geniigt die optimale Strategie 7y auf [t,T] der Gleichung

w53 (s, R") = e,

A 1
AR Rg”")] . se ).
Analog sei (Y¥", Zt") die Losung von
T T
yir = / 257 AW, — / Flu, BT 207 du, s € [t T, (3.47)
S S

was ein stochastisches Kontrollproblem wie oben darstellt, nur ohne Derivat als Endbedingung,
d. h. das Derivat ist nicht im Portfolio. In diesem Fall ist der maximale erwartete Nutzen

VO(t,u,r) = —em =Y,

und die optimale Strategie m auf [¢,T] geniigt

7735(57 R?T) = HC(t,r)

Ztr 4 Tllﬂ(s,Rg”")] , s€[t,T).

Da Ilg(,) ein linearer Operator ist, ist die Derivatsabsicherung gegeben durch die explizite
Formel:

AsB(s, RY™) = T [ZAM - Zﬁ’r} :

S

Fiir t € [0,7] sei D™ die o-Algebra, die von den Funktionen r — E [ ftT o(s, RY") ds} erzeugt
wird, wobei ¢ eine beschrankte, stetige und reellwertige Funktion ist. Aufserdem sei die Abbildung
(t,r) — ¥(t,r) Lipschitz-stetig in r.

Mithilfe des folgenden Lemmas erhélt man, dass der Indifferenzpreis p als eine Funktion von
(t,r) gegeben ist.

Lemma 3.2.2. Es existieren B[0, T]@D™-messbare deterministische Funktionen u und @: [0,T] X
R™ — R, so dass

VI = u(s, RY") und Y™ = a(s, RY")

fir P® A-f.a. (w,s) € Qx [t,T].

102



3.2 Nutzenorientierte Bewertung und Absicherung

Aus Lemma folgt:

Satz 3.2.3. Es existiert eine B[0,T]® D™ -messbare deterministische Funktion p : [0,T] x R™ —
R, so dass fiir alle v € R, (t,r) € [0,T] x R™ gilt:

VF(t7U - p(ta 7"),7”) = Vo(tﬂ}ﬂa)'

Wir beschiftigen uns jetzt mit den optimalen Strategien, insbesondere mit ihrer Differenz, der
Derivatsabsicherung (siche Gleichung (3.45)).

Satz 3.2.4. Es existieren B[0,T| @ D™ -messbare deterministische Funktionen v und v, definiert
auf [0,t] x R™ und R¥*-wertig, so dass fiir (t,r) € [0,T] x R™ die optimalen Strategien, bedingt
an Ry = r, gegeben sind durch wy = v(s, RY") und 7ty = (s, RY") fiir alle s € [t,T).

Wenn man stérkere Bedingungen an die Koeffizienten des Index-Prozesses R und der Funktion
F stellt, kann man zeigen, dass die Preisfunktion p differenzierbar in r ist. Aufferdem kann man
eine explizite Darstellung der Derivatsabsicherung beziiglich des Preis-Gradienten erhalten. Dazu
muss man die folgende Klasse von Funktionen einfiihren:

Definition 3.2.5. Seien n,p > 1. Bezeichne B™*P die Menge aller Funktionen h : [0,T] X
R™ — R™ P (t,x) — h(t,x), differenzierbar in x, fir die es eine Konstante C' > 0 gibt, so

dass SUP(y z)clo, 1] xR D ie1 %{i’i‘r) < C, fiir alle t € [0,T] haben wir sup cpm V{Sﬁéf' < C, und
T — % ist Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante C.

Wir nehmen an, dass die Koeffizienten der Index-Diffusion neben der Bedingung (R1) noch (R2)
und (R3) geniigen:

(R2) peB™<! peBmxL

(R3) F ist eine beschriankte und zweimal differenzierbare Funktion, so dass

= d 1 & 0?
. 1xd . - EST 1x1
VE-peB ™ und i:EI bi(t, r)—anF(r) + 5 Z‘JEZI[pp lij (t,r)iariaTjF(r) eB .

Das folgende Resultat garantiert die Lipschitz-Stetigkeit und Differenzierbarkeit der Funktionen
u und 4 aus Lemma [3.2.2)

Satz 3.2.6. Angenommen, (R1), (R2) und (R3) seien erfillt, f sei differenzierbar in r und f und
V., f seien dberall Lipschitz-stetig. Dann sind die Funktionen u und G Lipschitz-stetig beziglich
r. Auflerdem sind sie stetig differenzierbar in r.

Als direkte Folge erhélt man die Glattheit der Indifferenzpreis-Funktion:

Lemma 3.2.7. Angenommen, die Annahmen von Satz[3.2.0 seien erfillt. Dann ist die Funktion
des Indifferenzpreises p stetig differenzierbar in r.

Mit der Glattheit des Indifferenzpreises kann man schlieflich eine explizite Formel fiir die De-
rivatsabsicherung beziiglich des Preis-Gradienten herleiten. Dazu bezeichne A(t,r) = v(t,r) —
v(t,r), (t,r) € [0,T] x R™ die bedingte Derivatsabsicherung.

Satz 3.2.8. Unter den Annahmen von Satz[3.2.6 und mit der obigen Notation ist die Derivats-
absicherung gegeben durch:

A(tv T) = _HC(t,r) [vrp(tv T)p(t, T)] ﬂ*(t’ T) (ﬂ(t, T)B*(tv T))_l ) (t’ T) € [07 T] x R™. (348)

Aus dem Satz folgt, dass die Derivatsabsicherung zur Zeit ¢t nur von R; abhéngt.
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3 Bewertung und Absicherung

Lemma 3.2.9. Sei k = 1. Dann ist die Derivatsabsicherung gegeben durch:

(B(t,r), Vep(t,r)p(t, 7))
B¢, )2
Zc'l: ﬁ'(t’ T) Zm: i.p(t’ T)p ”(tv 7‘)
R e s 1T S () € [0,T) x R™,
2

> i1 B ()
Bemerkung 1. Angenommen, das Derivat F'(Ry) wird an einer Borse gehandelt. Wenn man
davon ausgeht, dass der beobachtete Preis ungefdhr gleich einem Indifferenzpreis ist, liefert die
Hedging-Formel (3.48)) ein sehr einfaches Werkzeug, um Derivate abzusichern. Beachte, dass der
Risikoaversions-Koeffizient 7 nicht explizit in Gleichung (3.48|) auftaucht.

A(t,r) = —

Bemerkung 2. Wenn k = d ist und die Matrizen ((t,r) alle invertierbar sind, ist der Finanz-
markt vollstdndig und das Derivat F'(Rr) kann komplett repliziert werden. Aufierdem gilt fiir
die Derivatsabsicherung:

A(t,r) = =Vup(t,r)p(t, )87 (t,7).

Wenn S als Index gewéhlt wird, d.h. R = S, erhdlt man A = (g—g(t,r)Sl, ce g—i(t,r)Sk) Die

Zahl der in den Bestand 7 zu investierenden Anteile ist gegeben durch éz((f’:)) = %. Deshalb
deckt sich A mit dem klassischen ,Delta-Hedge* (vgl. Abschnitt [1.1.5]).

Sei jetzt R wie oben der HDD-Prozess, modelliert als geometrische Brownsche Bewegung. An-
genommen, es existiere ein handelbares, korreliertes, riskantes Vermoégen. Genauer: Sei d = 2,
k=m=1, p= (a2 0), 8= (01 B2) mit ag, 1,52 € R\ {0}. Dann ist die Derivatsabsicherung
gegeben durch:

ap(t7 T) ﬁl

A(t,T‘) = —Q3 or /6% T ﬁ%

Bewertung nach dem Grenznutzen

Angenommen, es existiere keine Borse und das Derivat F'(Rr) werde OTC verkauft. Was ist
ein verniinftiger Preis, den ein Verkdufer fiir das Derivat verlangen kann? Der Indifferenzpreis
scheint ein natiirlicher Kandidat zu sein, obwohl er den Nachteil hat, dass der Preis eines einzelnen
Derivats von der insgesamt verkauften Zahl abhéngt, d.h. der Indifferenzpreis ist nicht linear.
Zum Beispiel ist der Indifferenzpreis von 2 x F(Ryr) nicht gleich zweimal dem Indifferenzpreis
von F(Rr). Um eine lineare Version zu erhalten, kann man den Grenzwert des Indifferenzpreises
nehmen, wenn die Menge gegen 0 geht. Das so hergeleitete Objekt ist der Indifferenzpreis fiir eine
verschwindende Menge von Derivaten und heifst daher Grenznutzen-Preis (MUP, Marginal
Utility Price). Wenn der Investor den MUP fiir jedes Derivat bezahlen muss, ist er indifferent,
ob er eine infinitesimal kleine Menge von Derivaten kaufen soll oder nicht.

Es gelten weiterhin (R1)-(R3). Fiir ¢ € R und (¢,r) € [0,7] x R™ definiere p(t,r, q) den Indiffe-
renzpreis fiir ¢ Einheiten von F' (Rg’f), d.h. p(t,r, q) geniigt eindeutig der Gleichung:

sgp { E [U(U + Gé\p’t’T + qF(Ré,ﬁT) —p(t,r, q))] } = Sl;p { E [U(v + G%’t’r)} } )

Der Preis einer Einheit ist w (¢ # 0) und der MUP ist definiert durch:

0
MUP(ta T) = aiqp(tv r, Q) )q:()
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3.2 Nutzenorientierte Bewertung und Absicherung
Beachte: p(t,r,q) = Yf’r — Ytt’r’q, wobei (Yt’r’q, Zt’r7q) die Losung ist von

T T
YiT = qF(RY) — / ZLmaw, — / f(u, RY", ZE™) du, s € [t, T (siehe [3.46). (3.49)

Mit &(q) = qF (Rff’r) ist £(q) eine global beschrinkte, differenzierbare Lipschitz-Funktion (mit
beschrénkten Ableitungen). Die Beschrénktheit von £ ist trivial, da F' beschrankt ist und man
sich nur fiir die Differenzierbarkeit eines Prozesses beziiglich ¢ in einer Umgebung von Null
interessiert. Damit sind wegen der Beschréanktheit von F' und der Hypothese vom quadratischen
Wachstum fiir f die Bedingungen von Satz 6.8 in [AIR07] erfiillt und der Prozess Yhra st stetig
in t und stetig differenzierbar in q.

Ableiten der BSDE (3.49) nach ¢ liefert:

ﬁyt,r,q = F(RY) — / ! 9 Zbra qw,, — / Tv f(u, RLT Z”vq)éZ“’q du, s € [t,T]
3q s T 5 8(] u u § z sty Huy 8(] u ’ ’ .

Mit ¢ = 0 und Umbenennen des Prozesses zur einfacheren Notation ergibt sich:
T T
UL = F(RY) ~ [ VedW— [ V(s R 20 Vs
S S
Als Ergebnis dieser Berechnungen erhélt man die folgende explizite Formel fiir den MUP des

Derivats:

Satz 3.2.10. Die explizite Formel fir den Grenznutzen-Preis des Deriwats F(Rr) ist gegeben
durch:

MUP(t,r) = U},

wobei UL die erste Komponente des Lésungspaares der BSDE
T T
Ubtt = F(RY) —/ V, dW, —/ V.f(s, R\, Zb") - Vi ds (3.50)

bezeichnet.

Bemerkung 3. Wenn man einen Girsanov-Wechsel des Wahrscheinlichkeitsmafses zu dem Mafs,
das den Prozess W = W+ fo V.f(s, RY" Zt, ) ds zu einer Brownschen Bewegung macht, durch-
fithrt, reduziert sich das Losen von Gleichung darauf, die bedingte Erwartung beziiglich der
zugrundeliegenden Filtration zu nehmen. Deshalb kann man den Grenznutzen-Preis explizit mit
dem folgenden Ausdruck darstellen (£(-) bezeichne den stochastischen exponentiellen Operator):

MUP(t,r) = E

. T
5( / vzf<s,R?T,Z§”)dWs) F(RY) ft].
0

t

3.2.3 Indifferenzpreis von Niederschlagsderivaten

In diesem Abschnitt geht es um die Bewertung von Niederschlagsderivaten nach Carmona/Diko
[CDO5b]. Die Autoren berechnen die Preise von Niederschlagsderivaten nach dem Indifferenz-
nutzen-Prinzip mit exponentiellem Nutzen. Spater werden sie dafiir das Niederschlagsmodell aus
Abschnitt [2.3.6] verwenden.

Ein Agent werde beschrieben durch seine Zeit-invariante Risikopréferenz, charakterisiert durch
seine Nutzenfunktion und sein Anfangsvermogen. Er bestimmt seine optimale, den Nutzen ma-
ximierende Strategie mit einem Derivat auf nicht-gehandeltes Vermégen. Dann findet er seine
optimale Strategie ohne das Derivat, dessen Preis zum Anfangsvermégen hinzuaddiert wird. Der
Preis des Derivats wird so gesetzt, dass der Agent indifferent ist zwischen den beiden Szenarien,
und man erhélt den Indifferenzpreis.
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3 Bewertung und Absicherung

Der Wertpapierkurs als zufillige Entwicklung

Der Preis eines Wertpapieres wird als geometrische Brownsche Bewegung modelliert, allerdings
in einer allgemeineren Form, indem man fiir die Koeffizienten (hier 4 und o) Abhéngigkeit von
einem anderen Prozess Y = (Y;);>0 zulésst. Dann wird die Entwicklung des Wertpapierpreises
S = (St)t>0 definiert durch die folgende stochastische Differenzialgleichung:

dSy = S (u(Yz) dt + o (Yz) dW). (3.51)

Das Paar (S;,Y;) bildet einen Markov-Prozess, der in der Literatur zufillige Entwicklung
(random evolution) genannt wird. Wir nehmen an, dass der Prozess Y ein von der Brownschen
Bewegung W unabhéngiger Markov-Prozess in R” ist. Fiir eine Diskussion der Bedingungen fiir
die Existenz und Eindeutigkeit der Losung von Gleichung sei auf Fleming/Soner [FS93]
verwiesen.

Nutzenmaximierung ohne Derivat

Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum mit einer Filtration (2, F, (F;)g<;<7 » P)- Eine Erweite-
rung von F; = o((Ss, Ys) : 0 < s < t) um die Nullmengen von JF ergibt Fr. Handeln mit riskanten
Anlagen, deren Preisprozess eine zufillige Entwicklung (S, Y;) darstellt, und einem risikolosen
Bond mit konstantem Preis (Zinsrate Null) ist erlaubt. Der Agent besitzt das Anfangsvermogen
x. Er sucht eine Handelsstrategie ¢ — den in eine riskante Anlage investierten Geldbetrag —, der
den Nutzen des Endvermogens maximiert. Der Vermogensprozess X = (X¢)i>0 folgt fiir jede

zuléssige Strategie ¢ (vgl. Def. der Gleichung:
dXy = ¢ (u(Y2) dt + o (V) dWy). (3.52)
Damit ist es das Ziel,
E[U(X7)] (3.53)

iber ¢ zu maximieren. Das Paar (X, Y) bildet fiir jede zuléssige Strategie ebenfalls eine zuféllige
Entwicklung.

Die Losung fiir das Problem (3.53) kann durch Losen der Hamilton-Jacobi-Bellman-Glei-
chung (HJB) gefunden werden. Der kontrollierte-Riickwérts-Entwicklungs-Operator A% der zu-
falligen Entwicklung (X,Y) ist mit Xy = x und Yy = y gegeben durch:

oV v 1 %
S T U G 3w ) g + GV (L),

Ox Ox?
wobei G der infinitesimale Erzeuger des Prozesses Y ist. Deshalb ist die HJB-Gleichung fiir die
Wertfunktion V' des Optimierungsproblems (3.53)) gegeben durch:

ov 145, 0V
m+2“”<y>w}'

AV (t,z,y) =

0 =sup A"V = 88—‘; + GV 4+ sup {uu(y)

Wir kénnen die Maximierung beziiglich u explizit durchfithren, um den optimalen Kontrollkan-
didaten u* und eine Integro-Differenzial-HJB-Gleichung zu erhalten:

. ply) 0V/ox

YT T2 (y) 92V /02
ov 142(y) (0V/0x)?
= — —_ = . . 4
0= + &V =355, 2viaa? (3:54)
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3.2 Nutzenorientierte Bewertung und Absicherung

Die Endbedingung fiir die Riickwérts-HJB-Gleichung (13.54)) erhélt man durch die Nutzenfunktion
U, nédmlich V(T z,y) = U(z). Wenn wir annehmen, dass der Prozess Y dem in angegebenen
Sprung-Markov-Prozess-Unwetter-Modell folgt, erhélt man insbesondere:

oV 1% (y) (0V/0x)?

0= G 430 [[V(0.2) = Vit lnd) = 5 i

wobei A die Sprungrate-Funktion und II der Sprungiibergangskern fiir den Prozess Y sind.

Wir lésen jetzt die HJB-Gleichung (3.54) fir die exponentielle Nutzenfunktion U(x) =
—e % mit o > 0 (vgl. Def.|1.3.28)). Dafiir gehen wir von einer Losung der folgenden Form aus:

V(t,z,y) = —e” “F(t,y).

Einsetzen in Gleichung (3.54]) ergibt:

2
F(t,y) (;;8;) = %f(t, y) + GF,

F(T,y) = 1.

Das kann mithilfe der Feynman-Kac-Formel gelost werden, da die rechte Seite der Riickwérts-
Entwicklungs-Operator von Y ist. Die Losung ist dann gegeben durch:

T 1 p?(Ys) S}

F(ty) =Epy [e_ 2P0

Somit erhélt man als Kandidaten fiir die Losung von Gleichung ([3.54)) mit exponentiellem Nutzen:

(T 1e2(0s) g
Vit = — By [o 100 (3.55)
mit zugehoriger Handelsstrategie ¢y = U’;((;/f:))a, wobei Y;— = limy_,g_ Y;_p, um die Vorher-

sehbarkeit der Handelsstrategie zu gewéhrleisten. Um sicherzustellen, dass die Losung wirklich
die optimale Losung des Optimierungsproblems ist, muss man iiberpriifen, ob sie dem Verifi-
kationstheorem in Fleming/Soner [FS93| entspricht, demzufolge sie eine optimale Losung des
Ursprungsproblems ist. Das folgende Lemma gibt an, dass die Losung fiir den Fall, dass
Y ein Sprung-Markov-Unwetter-Modell ist, wirklich die optimale Losung darstellt.

Lemma 3.2.11. Wenn o(y) > € > 0 fir alle y, dann ist die Handelsstrategie ¢ die optimale
Handelsstrategie fiir das Nutzenmaximierungsproblem, wobei Y ein Sprung-Markov-Unwetter-
Modell ist.

Nutzenmaximierung mit Derivat

Wir maximieren jetzt den erwarteten Nutzen mit einem Derivat, das auf den Prozess Y geschrie-
ben ist. Im Niederschlagsmarkt sind fast alle Derivate asiatischer Struktur, da die augenblickliche
Niederschlagsintensitdat in der Praxis nur von geringer Bedeutung ist. Man unterscheidet zwei
Haupttypen von Niederschlagsderivaten.

Beim ersten Typ héngt die Auszahlung von der Regenmenge in einem bestimmten Zeitraum
[T1,72], T1,72 € R4, 71 < 79, ab (iiber dem Strike K > 0):

1Y) = </T1T2Y}dt—K>+.
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3 Bewertung und Absicherung

Beim zweiten Typ ist die Auszahlung abhéingig von der Zeit, in der die Niederschlagsmenge
wiahrend der Periode [11,m2], 71,72 € Ry, 71 < 79, grofer als € > 0 ist (iiber dem Strike K > 0):

p) +
fo(Y) = </ Liv,>e) dt—K) .

1

Dabei bezeichnet € eine minimale Niederschlagsintensitéit, die als ,Regen“ bezeichnet werden
kann (z.B. 5mm). Zur Vereinfachung nehmen wir K = 0 an, die Ergebnisse lassen sich aber auf
K > 0 iibertragen. Damit kénnen beide Auszahlungen wie folgt ausgedriickt werden:

&= / dS 0< < <T.

Fiir den ersten Typ des Derivats gilt h(y) = y, fiir den zweiten h(y) = 1(c «)(y). Die folgenden
Resultate gelten fiir alle Funktionen A > 0 mit polynomialem Wachstum.

Bei der Nutzenmaximierung miissen zwei Sichtweisen beachtet werden: Die des Kéufers und die
des Verkiufers. Die Zielfunktion des Kéufers ist E [U (X7 + &)], die des Verkaufers E [U (X1 — &)].
Wir werden nur das Kéauferproblem l6sen, das Verkduferproblem kann analog gel6st werden.
Wir wandeln das Problem des optimalen Portfolios in ein dquivalentes Problem der optimalen
Investition mit zufélliger Anlage um.

Satz 3.2.12. Die Lisung (¢*,V*) des Kauferproblems ist dieselbe wie die Lisung (¢*,V*)
des folgenden optimalen Investitionsproblems mit zufilliger Anlage:

max E [U(Xt)] , (3.56)

dX; = g(t, Yy) dt + @ (u(Yy) dt + o (V) dW),

wobei g(t,y) = 17, 1) (H)h(y).

Satz 3.2.13. Die Lisung (¢*,V*) des Verkduferproblems ist dieselbe wie die Losung (¢*, V*)
des folgenden optimalen Investitionsproblems mit zufilliger Anlage:

max E {U(Xt)} ,

dX;y = —g(t,Yy) dt + oo (u(Yz) dt + o (Yy) dW3),

wobet g(tv y) = 1(71,72)(t)h(y)'
Wir kénnen jetzt die HJB-Gleichung fiir das Problem ([3.56|) aufstellen:

ov. oV o0*V

O0=5r+t 55 g(t, y)+GV+S?Lp{UM( )874—5 (y)a;vg}‘

Wir kénnen die Maximierung beziiglich u explizit durchfiihren, um die optimale Entscheidung
u* und die genaue HJB-Gleichung zu erhalten:

oy ov/or
o2(y) 2V 022
ov. oV 1 u2(y) (0V/0x)?
0= T oz 90V TGV =5 50y v ian?

ot ox
mit der Endbedingung V (T, z,y) = U(z). Speziell fiir das Sprung-Markov-Prozess-Unwetter-
Modell wird aus Gleichung (3.57)):

ov. oV

0= o + 87g(t,y) + A(y) /R[V(t, x,2) = V(t,z,y)|l(y,dz) —

(3.57)

1, . (9V/0z)®

27 W) 2y 7
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3.2 Nutzenorientierte Bewertung und Absicherung

Der exponentielle Nutzen erméglicht es, die Variablen in der Gleichung zu trennen. Wie zuvor
suchen wir einen Ausdruck fiir die Wertfunktion von der Form:

V(t,z,y) = —e “"F(t,y).
Die HJB-Gleichung reduziert sich dann zu:

F(t,y) (ag(t )

Anwenden der Feynman-Kac-Formel liefert:

T 2y,
o (agwswa;zy:z)ds] |

F(t,y) =E,

Damit ergibt sich die Losung:

V(t,z,y) = —e *"E,

e ft (OéQSYg +%“28§;) s] (358)

mit der zugehorigen Handelsstrategie oy = 02“((73))&
Analog zu Lemma [3.2.11] gilt:

Lemma 3.2.14. Wenn o(y) > € > 0 fir alle y, ist die Handelsstrategie ¢ die optimale Han-
delsstrategie fiir das Nutzenmaximierungsproblem , wobei Y das Sprung-Markov-Prozess-
Unwetter-Modell ist.

Der Indifferenzpreis

Losen des Optimierungsproblems ohne und mit Derivat ermoglicht es, einen Preis fiir das Derivat
nach dem Prinzip der Indifferenz (vgl. Abschnitte [1.3.3[ und [3.2.2)) zu bestimmen. Bezeichne V)
die Wertfunktion von (ohne Derivat), Ve die Wertfunktion von (3.56) (mit Derivat) und
p den Preis des Derivats mit Payoff €. Dann folgt nach dem Indifferenz-Prinzip mit Xy = x und
Yo=u:

Vo(0, 2 +p,y) = Ve(0,2,9).

Das Losen dieser impliziten Gleichung fiir p erméglicht es, den Preis des Derivats anzugeben. Mit
den Resultaten (3.55) und (3.58]) erhélt man fiir den Fall des exponentiellen Nutzens folgenden
Preis eines Niederschlagsderivats:

B [o 0 350 0
Y.
p= L (l0mn) L, aa |
Q ‘/5(07x,y) a E, |: - F (ag(sY éf‘zgz;)ds}

Dieser Preis p hat die wiinschenswerte Eigenschaft, vom Anfangsvermogen x unabhéngig zu sein,
da sich die Vorfaktoren der Wertfunktionen wegkiirzen. Den exakten Wert von p erhélt man,
indem man die Formel mit Monte-Carlo-Simulation des Niederschlagsprozesses Y auswertet.
Die Autoren untersuchen aufterdem den Fall, dass Potenznutzen vorliegt, also eine Nutzenfunk-
tion der Form U(x) = z%/a mit 0<a<l. Fiir Potenznutzen erhalten sie eine Ober- und eine
Untergrenze des Indifferenzpreises.

Fiir die Berechnung von Indifferenzpreisen sei auch auf Musiela/Zariphopoulou [MZ04] verwiesen,
die einen Bewertungsalgorithmus fiir Indifferenzpreise in unvollstdndigen Méarkten aufstellen.
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3.2.4 Gleichgewichtsmodell

Caolﬂ/Westﬂ [ICW99L [CW00, [CW04] erweitern das Gleichgewichts-Bewertungsmodell von Ro-
bert E. Lucaﬂ von 1978 um die aggregierte Dividende und die Wetterunsicherheit. Die Autoren
verwenden ein diskretes Setting, in dem die Unsicherheiten durch zwei Zustandsvariablen ausge-
driickt werden: Die aggregierte Dividende {0; }1en, und die Temperatur {7} }+en, . Die Information
eines représentativen Investors wird durch die Filtration F; := o(6,, T, 7 = 0,1,2,...,t), t € Ny,
beschrieben. Auf dem Finanzmarkt kann er eine riskante Anlage, einen risikolosen Bond und eine
endliche Zahl von Contingent Claims zu beliebigen Zeitpunkten handeln. Die Risikoanlage kann
als das Markt-Portfolio gesehen werden. Dafiir wird ihr Dividenden-Fluss {; }+en, als aggregier-
te Dividenden aufgefasst. Das gesamte Angebot ist auf eine Aktie normiert und die Contingent
Claims basieren auf der riskanten Anlage, dem risikolosen Bond und der Wettervariable.
Sei U(e, t) : Ry xt € Ng — R eine Nutzenfunktion, die einem Konsum {¢; }en, zur Zeit ¢ einen
Wert zuordnet. U(-,t) : Ry — R ist wachsend, strikt konkav und hat eine stetige Ableitung
Uc(-,t) auf (0, 00).
Annahme 1. Die Priferenz des reprasentativen Agenten wird beschrieben durch die Nutzen-
funktion:

y+1

Uler,t) = e—ﬂt% (3.59)

mit der Zeitpraferenzrate n > 0, dem Risikoparameter v € (—1,0) und t € Np.

Fiir den Prozess der aggregierten Dividende 6 = {d; }sen, beziehen wir uns auf Marsh/Merton
IMMST], deren Schétzergebnisse Mean-Reversion der Dividendenrate vorschlagen, also eine Ten-
denz, zum Mittelwert zuriickzukehren.

Annahme 2. Die aggregierte Dividende d; ist gegeben durch den folgenden Markov-Prozess:
Indy = a+ plndi—y + o5&, (3.60)

wobei 1 — p, u < 1, die Geschwindigkeit der Mean-Reversion angibt, a > 0, o5 > 0 und (&;)sen,
eine Folge von i.i.d. A/(0,1)-Variablen ist.

Aufserdem gilt fiir den Temperaturprozess {7} }en, :

Annahme 3. Die Temperatur {T;}icn, folgt der Gleichung T; = s; + R; aus Abschnitt
mit dem Temperaturresiduum {R; }sen, als AR(p)—Prozesle:

p
Ry = ZpiRtﬂ‘ + ot - €.

i=1

Die Korrelation zwischen den normalverteilten Zufallsvariablen ¢; (im Temperaturprozess) und
& (im Dividendenprozess) sei gegeben durch:

¢ firt=*t,

3.61
0  sonst. ( )

corr(e, &) = {

8 Schulich School of Business, York University, Toronto, Ontario, Kanada

9 Faculty of Management, University of Toronto, Toronto, Ontario, Kanada

10R. E. Lucas. Asset prices in an exchange economy. Econometrica 46 (1978), 1429-1445

11 Abschnitt wurde die Temperatur {7 }:=1,2,...,7 mit T" = 20 [Jahre] - 365 [Tage] = 7300 modelliert, da
die Autoren einen Temperaturdatensatz iiber 20 Jahre verwenden. Das Modell ldsst sich aber leicht fiir ¢ € Ny
verallgemeinern.
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Die Spezifizierungen der Priferenz des repriasentativen Agenten in Gleichung , des Divi-
dendenprozesses in Gleichung und der Temperaturdynamik in den Gleichungen und
ermoglichen die Bewertung eines beliebigen, von einer Temperaturvariablen abhéngigen
Claims.

Bezeichne 6; = (0;,0F,60F) das Portfolio des Agenten, wobei 6§, 6P und 6F die Anteile an der
riskanten Anlage, dem risikolosen Bond und anderen Contingent Claims bezeichnen. Bezeichne
der Vektor X; die Wertpapierkurse zur Zeit ¢ und D; den zugehdrigen Vektor der Dividenden.
Der Konsum des Agenten wird finanziert durch die Handelsstrategie {6;}1=1,2, .. 7. Sein Ziel ist
es, eine optimale Handelsstrategie zu finden, die seinen erwarteten Nutzen maximiert. Das fiihrt
Zu:

T
Ue(er, T)
X,=E ATl
t 7-;1 UC(Ctvt) }ft

Somit ist der Preis eines Wertpapiers gleich dem Erwartungswert der diskontierten Summe seiner
Dividenden.

Im Gleichgewicht sind der Finanzmarkt und der Giitermarkt gerdumt, so dass der aggregierte
Konsum gleich den Dividenden aus den Risikoanlagen ist. Damit hat ein risikoloser Bond, der
eine Einheit des Konsumgutes zur Zeit 7' und 0 zu allen anderen Zeitpunkten auszahlt, folgenden
Gleichgewichtspreis fiir ¢ € (0,T):

1
Uc(0y,t)

B(t,T) = E [U(6:, T)| ] -

Lemma 3.2.15. Unter CRRA-Nutzen und Annahme[3 ist der Preis des risikolosen Bonds ge-
geben durch:

T
B, T) = 5" "Vexp (—n(T -+ Y (muT—i + ;fy%—gﬂz@—i))) ‘
i=t+1

Im speziellen Fall 4 = 1 reduziert sich der Bondpreis zu:

B(t,T) = exp ((—n + oy + ;fy%—g) (T — t)) .

Ein Contingent Claim mit Auszahlung gp zur Maturitdt T hat zur Zeit ¢ den Preis:

F(t,T)= UC(;’@ E [Uc(6:, T)ar| ] - (3.62)

Bewertung von HDD-/CDD-Forwards

Betrachte einen HDD-Forward-Vertrag mit Auszahlungsbetrag 1 je HDD-Punkt und Ausiibungs-
preis K, wobei der HDD-Index von 7 bis 70 > 71 gemessen wird. Durch Anwenden der Formel
aus Gleichung und der CRRA-Nutzenfunktion aus Gleichung kann der Wert des
HDD-Forward-Vertrags zur Zeit ¢ ausgedriickt werden als:

Uc(57 57-2)
fHDD(t; Tl,TQ,K) = E |:[]c(52t,t)(HDD(T1,T2) — K)|ft:|
Y
_ D [%(HDD(ﬁ, ) — K)\ft] . (3.63)
t
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3 Bewertung und Absicherung

Bei Abschluss des Forwards wird der Strike K so gewéhlt, dass der Wert des Vertrags null ist.
Damit ist der Forward-Preis zur Zeit ¢, Fiypp(t; 71, 72), genau der Wert von K, fiir den f =0 in
Gleichung ([3.63]). Dieser ist gegeben durch:

E [5,HDD(r1, )| 7] € " OLE [&_JHDD(TM ) ‘]—“t}

B t;m,T2) = = 3.64
HoD (571, 72) E [, F] B(t; ) (364
Fiir CDD-Forwards erhélt man:
5V
foop(t;m, 1o, K) = e 270 E [;(CDD(Tl,Tz) - K)‘ft] :
t
e~ =05, 7 E [67,CDD(r1, 72) | F¢)
B t; = .
HDD (¢ 71, T2) B(t:m)
Der HDD-Forward-Preis (3.64) kann anders ausgedriickt werden als
E [532HDD(7'1, 7'2)“7-}]
F t? ? =
HDOD (t, 71, 72) E [33] 7,
67,, HDD
— E [HDD(r, )| 7] + —2 10 HDD ()] (3.65)

Dann ist der erste Term der erwartete Wert des HDD-Index und der zweite die Risikopréamie.

Lemma 3.2.16. Die Risikoprimie des Forward-Preises ist null, wenn der Dividendenprozess
und der Temperaturprozess voneinander unabhdngig sind, d. h. ¢ = 0.

Wenn man die Autokorrelationsparameter p;, i = 1,...,k, im Temperaturmodell gleich null
setzt, erhélt man geschlossene Formeln fiir die Forward-Preise:

Lemma 3.2.17. Fir p; =0,i=1,...,k, sind die Gleichgewichtspreise zur Zeit t < T gegeben
durch:
T2

4 — (T 2
FHDD(t;Tl,TQ) = Z ((18_,“3/(7')) B <18—MY(7')> + j;?eXp_(lSQ/;g())> ’

(o
T=T1 T

T2

4 / 2
Fopp(t;m,m2) = Y ((u’y(f) —18) - @ (MY(T)—18> Lo exp_(uy(f)_18)>

Or

T=T1

mit piy (1) = 87 +y¢u" o507

Dabei ist ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung, s die Saisonalitit der Tempe-
ratur (siehe Abschnitt , v die Zeitpriferenzrate (siehe Gleichung ), ¢ die Korrelation
der Zufallsvariablen (siehe Gleichung ), 1—p die Geschwindigkeit der Mean-Reversion und
o5 und o, die Standardabweichungen der Dividende (Gleichung ) und des Temperaturresi-

duums.
Die Gleichgewichtspreise zur Zeit t € (11, 7T2) sind gegeben durch:

T2 ’ — U 2
FHDD(t;Tl,TQ):HDD(Tht)-‘r Z ((18—/1/3/(T))~(I>(18_MY(T)>—|— Ir E)){I)_(lgqu/()))7

r=t+1 Ir V21 202
T2 / / 2
py(r) — 18 or (uy (1) = 18)
Fepp(t;m1,m2) = CDD(1,t) + g <(u’Y(T) —18)- @ < + exp———-—5—— | .
r=t+1 Or v2m 207
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3.2 Nutzenorientierte Bewertung und Absicherung

Bewertung von HDD-/CDD-Optionen

Wir betrachten jetzt eine européische Option basierend auf HDD(71, 72) mit Maturitdt 7o und
Ausiibungspreis K. Bezeichne Cypp (¢; 71, 72, K) den Preis der Call-Option und Pypp(¢; 71, 72, K)
den der Put-Option. Wieder kénnen durch die Gleichungen und die Call- und Put-
Werte ausgedriickt werden als

1
1

Analog erhélt man fiir Copp(t; 71, 72, K) und Popp (¢; 71, 72, K):

1
en(ma—t) . 5?
1
@77(72—t) . (Sg

Ceop(t; 11,72, K) = E [6), max(CDD(r,72) — K,0)|F] ,

Pcpp (t; 71,9, K) = E [6), max(K — CDD(71, 72),0)|F] .

Fir ¢ # 0 enthalten diese Optionspreise auch einen Marktpreis des Risikos. Fiir ¢ = 0 erhélt
man die Preise durch Abzinsen der Auszahlung des Futures:

CHDD(t; 71,72, K) = 6_7](7—2_05;“/ E [5?_2 max(HDD(Tl, 7'2) — K, 0) }ft]
= e 1705 E [67 | 7] E [max(HDD(r,72) — K, 0)|F] .

Da diese Gleichungen keine expliziten Losungsformeln zulassen, wird der Marktpreis des Risikos
anhand von Simulationen untersucht.

Numerische Analyse des Marktpreises des Risikos

Die geschitzten Parameter des Temperaturmodells wurden bereits in Abschnitt [2.2.2] angegeben.
Nach Lemma wird die risikofreie Rate durch die Parameter 1, «, v und o5 bestimmt. Die
Zeitpraferenzrate wird n = 0,03 gesetzt, die Volatilitdt der Dividende o5 = 0,2, was der durch-
schnittlichen Volatilitdt eines Aktienindex entspricht. Der Risikoaversions-Parameter « variiert
in der Analyse zwischen -1 und 0. Fiir einen festen Wert von v wird a so gewahlt, dass man eine
risikolose Rate von 0,06 erhélt.

Fiir die numerische Analyse simuliert man jetzt den Pfad des Dividendenprozesses (nach An-
nahme [2l mit 4 = 1) und den Pfad der téglichen Durchschnittstemperatur (nach Annahme
mit dem Temperaturresiduum als AR(3)-Prozess), was zu HDD-/CDD-Werten fiir jeden Pfad
fiihrt. Dann berechnet man nach Gleichung die Auszahlung des betrachteten Derivats
unter CRRA-Nutzen. Diese Schritte wiederholt man sehr oft und errechnet den Mittelwert der
Auszahlungen, um den Wert des Derivats zu erhalten.

Cao/West [CW99] fiihren Simulationen mit verschiedenen Parameterwerten durch und berech-
nen die Forward- und Optionspreise fiir eine HDD- und eine CDD-Saison, um den Einfluss des
Marktpreises des Risikos zu bestimmen. Sie setzen den Parameter der Risikoaversion v = —0,5
(Potenznutzenfunktion) und v = —1 (logarithmische Nutzenfunktion) und betrachten die Korre-
lationsfalle ¢ = —0,2 und ¢ = 0,2. Die Ergebnisse vergleichen sie mit den Resultaten fiir ¢ = 0,
also wenn der Marktpreis des Risikos null ist.
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3 Bewertung und Absicherung

Forward-Preise:

Forecast y=-05 y=-10
Forward ¢=-0.2 ¢=0.2 $=-02 $=02
(1) 2) 3= 4) %)= (6) = ®) 9=
2)/[(1)-1 @)/(1)-1 (6)/(1)-1 (8)/(1)-1
Panel A: Forecast is Historical Average
Atlanta 2396.95 239444  -0.10% 239943  0.10% 2391.60 -0.22% 240225 0.22%
Chicago 5126.15 5123.18 -0.06% 512909  0.06% 511898 -0.14% 513222 0.12%
Dallas 2141.05 213841 -0.12% 214364  0.12% 213559 -0.26% 2146.63  0.26%
New York 3862.35 3860.13  -0.06% 386455  0.06% 3856.99 -0.14% 3866.88  0.12%
Philadelphia 3899.75 389735 -0.06% 3902.13  0.06% 389405 -0.15% 3904.67 0.13%
Optionspreise:
y=-05 y=-05 y=-10
Historical Simulation $=00 $=-02 $=02 $=-02 ¢=02
Strike  Option Strike  Option Option % Option % Option % Option %
Price Value Price Value Value 6) = Value 8)= Value (10) = Value (12)=
(1) (2) 3) 4) G G@-1 7D DE)-1 ® O/@H-1 A ADEA-1
Panel A: Forecast is Historical Average
Atlanta Call 241947 108.78 239695 68.44 67.35 -1.59% 69.53 1.59% 6648 -2.87% 70.86 3.54%
Put 108.78 68.74 69.82 1.58% 67.67 -1.55% 70.63 2.75% 66.35 -347%
Chicago Call 511437 14422 5126.15 7496 7376 -1.61% 76.17 1.61% 7279 -2.89% 77.65 3.59%
Put 14423 75.59 76.81 1.61% 7440 -1.58% 7771 2.80% 7291 -3.55%
Dallas Call 217921  60.40 214105 73.17 7201 -1.58% 7433 1.59% 71.08 -2.85% 7574 351%
Put 60.40 73.44 7458 1.55% 7232 -1.52% 7542 2.70% 7093 -3.42%
New York Call 3859.63 105.53 3862.35 5597 5507 -1.61% 56.87 1.61% 5435 -2.89% 5797 3.58%
Put 105.53 56.44 5735 161% 55.55 -1.58% 5802 2.79% 5444 -3.54%
Philadelphia Call 3901.00 109.67 3899.75 61.14 60.16 -1.61% 62.12 1.61% 5937 -2.89% 63.33 3.58%
Put 109.67 61.62 6261 1.61% 60.65 -1.58% 6334 2.80% 59.44 -3.54%

Abbildung 3.4: Forward- und Optionspreise fiir eine HDD-Saison (Oktober bis Mérz) fir fiinf

amerikanische Stéddte unter verschiedenen Parametern, Quelle: [CW99)

Abbildung (oben) zeigt die simulierten Preise von Forwards iiber eine HDD-Saison (Oktober
bis Mérz) fiir die verschiedenen Parameter in fiinf amerikanischen Stéddten. Man kann erkennen,
dass der Marktpreis des Risikos keinen grofen Einfluss auf die Forward-Preise hat. Wenn man
von einem Marktpreis des Risikos gleich null (,Forecast Forward®, ¢ = 0) zu einem ungleich null
iibergeht, dndern sich die Preise um weniger als ein Prozent.

In Abbildung (unten) sieht man die Preise von Call- und Put-Optionen auf HDD-Forwards.
Unter Historical Simulation wurden die Preise nach der ,Burn-Analyse berechnet, die wir am
Anfang dieses Kapitels beschrieben hatten. Dabei wird der Preis als Mittelwert der historischen
Auszahlungen der letzten Jahre (hier 20) berechnet. Der Strike wird gleich der erwarteten Aus-
zahlung gesetzt. In den iibrigen Spalten werden die Preise fiir verschiedene Parameter simuliert.
Auch hier wird der Strike gleich dem erwarteten Wert des Forwards gesetzt.

Es fallt auf, dass sich die Preise der historischen Simulation stark von den anderen unterschei-
den. Wie bereits erwahnt bewertet diese Methode besonders bei kurzen Beobachtungszeitraumen
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3.3 Absicherung mit ortsfremden Wetterderivaten

extreme Wetterlagen iiber, da jedes Jahr gleich gewichtet wird. Auf die Optionspreise hat der
Marktpreis des Risikos ebenfalls keinen groffen Einfluss, auch wenn die Prozentzahlen aufgrund
der nicht-linearen Auszahlung grofer sind als bei den Forward-Preisen. Je grofer die Risikoaver-
sion ist, um so grofer ist auch der Einfluss des Marktpreises des Risikos, die Verdnderungen
liegen jedoch immer unter 4%.

Insgesamt zeigen die Ergebnisse, dass der Marktpreis des Risikos in diesem Rahmen keinen groften
Einfluss auf die Preise hat. Allerdings hatten wir hier eine spezielle Klasse von Nutzenfunktionen
mit kleiner Spanne der Risikoaversion verwendet und nur zeitgleiche Korrelationen von aggre-
gierter Dividende und der Temperatur modelliert. In [CW04] lassen die Autoren auch verzogerte
Korrelationen zu und betrachten Risikoaversion bis v = —40. Dann ergibt sich ein viel grofserer
Einfluss des Marktpreises des Risikos, bis iiber 50%. Er ist also nur vernachlédssigbar bei niedriger
Risikoaversion des Investors und geringer Korrelation von Dividende und Temperatur.

3.3 Absicherung mit ortsfremden Wetterderivaten

Wie bereits erwihnt werden an der Chicago Mercantile Exchange (CME) Futures auf HDD-,
CDD- und CAT-Indizes nur fiir bestimmte Stddte — in Deutschland Essen und Berlin — gehandelt.
Interessenten konnen sich allerdings in anderen Stddten befinden oder — wie z. B. Stromanbieter —
von den Temperaturen in einem groferen Gebiet abhidngen. In diesem Kapitel behandeln wir,
wie man die verfiighbaren Derivate auch in anderen Regionen verwenden kann.

3.3.1 Kiriterien fiir die Wahl des Ortes

Zunachst beschéaftigen wir uns damit, wie man beurteilen kann, ob ein fiir einen anderen Ort an-
gebotenes Wetterderivat zur Absicherung des eigenen Wetterrisikos geeignet ist, also inwieweit
das Wetter an einem anderen Ort dem eigenen Wetter entspricht. Zu diesem Zweck betrach-
ten wir die Temperaturdaten des Deutschen Wetterdienstes an acht deutschen Wetterstationen:
Berlin-Tempelhof, Potsdam, Dresden-Klotzsche, Rostock-Warnemiinde, Hamburg-Fuhlsbiittel,
Bamberg, Miinchen-Flughafen und Zugspitze. Es liegen die Daten vom 01.01.1991 bis zum
31.12.2008 (6575 Werte) voi'} Abbildung [3.5] zeigt die téglichen HDD-Mittelwerte und HDD-
Standardabweichungen sowie die jeweilige Entfernung zu den Stéddten Berlin und Essen, fiir die
an der CME Derivate gehandelt werden. Die meisten Stédte liegen deutlich ndher an Berlin.
Bamberg, Miinchen und die Zugspitze sind von beiden Stadten ungefdhr gleich weit entfernt.
Um sich mit Wetterderivaten eines anderen Ortes abzusichern, wiahlt man einen Ort (oder auch
mehrere), dessen Wetter dem eigenen Wetter (oder Wetterindex) moglichst &hnlich ist.

Korrelationskoeffizient

Als Maf fiir die lineare Abhéngigkeit von Wetterdaten zweier Stidte werden wir den empiri-
schen Korrelationskoeffizienten zweier Zeitreihen verwenden. Er berechnet sich anhand der
empirischen Varianzen und Kovarianz folgendermafien:

CoVemp [XA, XB]

em XA)XB = y
e ) / VaTomp [XA] - Varomp [XZ]

wobei X4 = (X{);>0 die Zeitreihe der Temperatur oder eines Wetterindex am Ort A und
XB = (XP)i>0 die gleichen Daten fiir den Ort B darstellen.

Wir berechnen die empirischen Korrelationskoeffizienten der Zeitreihen der téglichen HDDs und
der Niederschlagsmengen von 1991 bis 2008 fiir die acht deutschen Stéadte. Abbildung (oben)

2Die Datenreihe fiir Miinchen beginnt erst am 17.05.1992.
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3 Bewertung und Absicherung

Berlin Potsdam Dresden Rostock Hamburg Bamberg Miinchen Zugsp.
w DAT 10,11 9,82 9,63 9,72 9,57 9,58 9,15 -3,85
o DAT 7,83 7,86 7,86 6,89 6,97 7,66 7,94 6,87
u tHDD 8,44 8,69 8,83 8,57 8,73 8,84 9,21 21,85
o tHDD 7,04 7,12 7,18 6,45 6,48 7,04 7,44 6,87
u Niederschlag 1,59 1,59 1,75 1,70 2,18 1,75 2,11 5,80
o Niederschlag 3,84 3,83 4,66 3,84 4,56 3,97 4,76 10,10
Berlin (km) 0 26 165 194 255 344 503 586
Essen (km) 453 428 471 452 309 324 492 528

Anmerkung: Es wurden nur vollstandige Jahre ausgewertet, d. h. in Miinchen 1993-2008 (5843 Werte), sonst
1991-2008 (6575 Werte).

Abbildung 3.5: Mittelwert () und Standardabweichung (o) der DAT, der téaglichen HDDs und
des téglichen Niederschlags in Millimetern 1991-2008 und Entfernung zu Berlin
und Essen fiir ausgewéahlte deutsche Stadte, Daten: DWD

zeigt die Ergebnisse sowie im Vergleich dazu die Entfernungen zwischen den Stadten. Man er-
kennt erwartungsgeméfl, dass die Korrelation der HDD-Werte mit steigender Entfernung im
Allgemeinen abnimmt (mit Ausnahme der Zugspitze). Man erhilt ein anderes Ergebnis fiir die
Korrelationskoeffizienten der Niederschlagsmengen (Abbildung (unten)): Sie liegen deutlich
niedriger als die HDD-Korrelationen, da Niederschlag starker ein lokales Phénomen darstellt als
die Temperatur.

Mithilfe des Korrelationskoeffizienten kann man jetzt also einen Ort bestimmen, dessen Wetter-
daten zu denen des abzusichernden Ortes eine moglichst hohe Korrelation aufweisen.

Sensitivitat und Spezifitat

Van Asseldonk{Tj [vAO3] schlagt neben dem Korrelationskoeffizienten noch die Parameter ,Sen-
sitivitdt® und ,Spezifitdt® als Kriterien fiir die Auswahl der Orte vor. Sie geben den Grad
der Fehlklassifikation an. Allgemein beschreibt die Sensitivitat (auch Richtigpositiv-Rate ge-
nannt) die Wahrscheinlichkeit, ein positives Ereignis auch als positiv zu erkennen. Die Spezifitét
(Richtignegativ-Rate) bezeichnet die Wahrscheinlichkeit, ein negatives Ereignis richtig als nega-
tiv einzuordnen.

Angenommen, ein Unternehmer am Ort A mochte sich mit einem Wetterderivat gegen Wet-
terrisiken absichern. Allerdings werden nur Wetterderivate fiir einen Ort B und einen Ort C
angeboten. Jetzt kann er anhand der Parameter Sensitivitdt und Spezifitdt erkennen, welcher
Ort sich besser eignet, sein Wetterrisiko abzusichern. Beispielsweise kann man sich einen Un-
ternehmer in Miinchen vorstellen, der ein Wetterderivat an der CME abschlieffen méchte, wo
jedoch nur Wetterderivate fiir Essen und Berlin angeboten werden. Dann bieten die Parameter
Sensitivitdt und Spezifitdt ein Kriterium, welche Derivate flir ihn besser geeignet sind. Anhand
der historischen Daten der Stddte kann man diese Parameter errechnen.

Im Fall von Wetterderivaten erhilt man die Sensitivitdt durch den Prozentsatz, wie oft das
Wetterderivat des Ortes B (Berlin/Essen) in der Vergangenheit zu einer Auszahlung kam, wenn
das (hypothetische, da nicht angebotene) Wetterderivat des Ortes A (Miinchen) ebenfalls zu
einer Auszahlung gekommen ist, also:

#{Auszahlung in A und B}
#{Auszahlung in A}

Sensitivitat =

13 Institute for Risk Management in Agriculture, Farm Management Group, Department of Social Sciences, Wa-
geningen University, Wageningen, Niederlande
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3.3 Absicherung mit ortsfremden Wetterderivaten

HDD Berlin Potsdam  Dresden  Rostock Hamburg Bamberg Miinchen Zugsp.
Berlin 1
Potsdam 0,997 1
(26 km)
Dresden 0,985 0,985 1
(165km) (158 km)
Rostock 0,975 0,972 0,958 1
(194km) (197km) (355km)
Hamburg 0,973 0,973 0,960 0,979 1
(255km)  (242km) (378km) (152km)
Bamberg 0,956 0,959 0,969 0,930 0,937 1
(844 km) (321km) (243km) (477km)  (414km)
Miinchen 0,940 0,941 0,958 0,913 0,915 0,979 1
(503km)  (485km) (359km) (662km) (611km) (198km)
Zugspitze 0,840 0,842 0,857 0,843 0,850 0,853 0,846 1
(586 km)  (567km) (444km) (739km) (679km) (266km) (85km)
Nieder- Berlin Potsdam  Dresden  Rostock Hamburg Bamberg Miinchen Zugsp.
schlag
Berlin 1
Potsdam 0,805 1
(26 km)
Dresden 0,468 0,507 1
(165km)  (158km)
Rostock 0,392 0,356 0,0176 1
(194 km) (197km) (355km)
Hamburg 0,417 0,408 0,181 0,557 1
(255km)  (242km) (378km) (152km)
Bamberg 0,306 0,312 0,325 0,189 0,230 1
(844 km) (321km) (248km) (477km) (414 km)
Miinchen 0,193 0,187 0,273 0,120 0,125 0,436 1
(503km)  (485km) (359km) (662km) (611km) (198km,)
Zugspitze 0,151 0,146 0,213 0,082 0,072 0,259 0,452 1
(586km) (567km) (444 km) (739km)  (679km) (266km) (85km)

Anmerkung: Es wurden sdmtliche verfiigbaren Daten ausgewertet, d. h. in Miinchen vom 17.05.1992 bis zum
31.12.2008 (6072 Werte), sonst vom 01.01.1991 bis zum 31.12.2008 (6575 Werte).

Abbildung 3.6: Empirische Korrelationskoeffizienten fiir die HDD-Werte (oben) und die Nieder-
schlagsmengen (unten) in acht deutschen Stddten (in Klammern die Entfernun-

gen), 01.01.91-31.12.08, Daten: DWD
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3 Bewertung und Absicherung

Berlin Potsdam Dresden Rostock Hamburg Bamberg Miinchen Zugspitze

Jahre 18 18 18 18 18 18 16 18

Mw. p 3082 3172 3225 3127 3188 3228 3398 7974
Std. o 232 244 249 235 240 206 243 181
Strike K3 3198 3294 3349 3244 3308 3331 3519 8064
Sensitivitét 1,00 0,50 0,80 0,80 0,67 0,50 0,57
Spezifitét 1,00 0,86 1,00 1,00 0,87 0,86 1,00
Strike Ko 3314 3416 3474 3361 3428 3434 3641 8155
Sensitivitét 1,00 1,00 1,00 1,00 0,50 0,50 0,33
Spezifitét 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

Abbildung 3.7: Mittelwert und Standardabweichung der jahrlichen HDDs 1991-2008 und Sensi-
tivitdt und Spezifitdt der sieben Stddte beziiglich Berlins fiir verschiedene Strike-
Werte (K1 = pu+ 30, Ko = ju+ o), Daten: DWD

Die Spezifitit ist der Prozentsatz, wie oft das Wetterderivat am Ort B (Berlin/Essen) nicht
zu einer Auszahlung gekommen ist, wenn auch am Ort A (Miinchen) keine Auszahlung erfolgte,
also:

#{Auszahlung weder in A noch B}

Spezifitat =
pezifita #{keine Auszahlung in A}

Leider bietet der DWD keine Wetterdaten fiir Essen auf seiner Internetseite an. Deshalb kénnen
wir die Spezifitdt und Sensitivitat der sieben deutschen Stadte hier nur beziiglich Berlins angeben.
Es wurden die Mittelwerte und Standardabweichungen der jahrlichen HDDs von 1991 bis 2008
berechnet, dann der Strike des Wetterderivats auf den Mittelwert plus eine halbe bzw. eine ganze
Standardabweichung gesetzt und untersucht, wie oft es in Berlin und den anderen Stadten zu
Auszahlungen gekommen ist. Daraus ergeben sich die Parameter HDD-Sensitivitat und HDD-
Spezifitdt. Die Ergebnisse sind in Abbildung zu sehen.

Man erkennt beispielsweise, dass es bei einem Wetterderivat auf jahrliche HDDs in Berlin mit
Strike K1 = pu+ %0 in 50% der Félle zu einer Auszahlung gekommen ist, wenn auch in Miinchen
eine Auszahlung féllig war (Sensitivitat). Und 86% der Félle ohne Auszahlung sind durch das
Wetterderivat in Berlin richtig eingeordnet worden (Spezifitit). Bei einem Strike von Ko = p+o
erhoht sich diese Zahl sogar auf 100%.

Anhand von Korrelationskoeffizient, Spezifitdt und Sensitivitdt kann man also bestimmen, wie
sehr das Wetter an einem Ort dem Wetter an einem anderen Ort entspricht. Damit erhélt man
Kriterien, mit welchen Wetterderivaten welcher Orte man sein eigenes Wetterrisiko am besten
absichern kann.

3.3.2 Modell fiir raumzeitliche Temperaturdynamik

Benth /Saltyté-Benth /Jalinskad™] [BSBJ07] und Barth®)/Benth/Potthoff] [BBPOS] stellen ein
zeitstetiges rdumlich-zeitliches Modell fiir die Temperaturdynamik auf, um Wetterrisiken mit
den verfiigharen Derivaten abzusichern, wenn fiir den eigentlichen Ort keine Derivate angeboten
werden.

Modell

C(A) bezeichne den Raum der reellwertigen stetigen Funktionen auf einer Borel-Menge A C R?,
L?(A) den Raum der beziiglich des Lebesgue-Mafes quadratisch integrierbaren Funktionen auf

M Vilnius University, Vilnius, Litauen
15 Centre of Mathematics for Applications, Department of Mathematics, University of Oslo, Oslo, Norwegen
16 Institut fiir Mathematik, Universitit Mannheim, Mannheim
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3.3 Absicherung mit ortsfremden Wetterderivaten

A. CHO(R, x A) bezeichne den Raum der stetigen Funktionen auf R; x4, die in der ersten Varia-
ble stetig differenzierbar sind. Sei D ein kompakter Bereich in R? mit stiickweise glattem Rand
0D, versehen mit der euklidischen Metrik. Sei (€2, F, P) ein vollstdndiger Wahrscheinlichkeits-
raum mit einer Filtration (F;);cr, , die den iiblichen Bedingungen® geniigt, d.h. (F;)er, ist
rechtsstetig und Fy enthélt alle P-Nullmengen. Aufierdem sei F = Foo = o(Fy, t € Ry).

Das raumzeitliche Temperaturmodell ist gegeben durch die folgende Gleichung fiir t € R und
x € D:

dT(t,x) = <§ts(t,$) — k(x)(T(t,x) — s(t,x))) dt + o(t,z)dW (¢, x). (3.68)

Die folgenden Parameter werden verwendet:

o s(t,z) € CYO(R, xD) beschreibt den deterministischen, saisonalen Mittelwert der Tempe-
ratur in Abhéngigkeit von Zeit und Ort (wird aber spéter als ortsunabhéngig angenommen)
mit ¢g,c1,c0 € R:

s(t) = co + c1 cos(2m(t — c2)/365).

o k(z) € C(D) beschreibt die Geschwindigkeit der Riickkehr der Temperatur zum saisona-
len Mittelwert (Mean-Reversion-Parameter). Empirische Untersuchungen fiir Litauen und
Schweden |BSB05, BSB07, BSBKO07| zeigen, dass & iiber die Zeit nahezu konstant ist,
weshalb es hier zeitunabhéngig modelliert wird (siehe auch Kapitel . Bei der Parame-
terschatzung fiir Litauen wird s zusétzlich noch als ortsunabhéngig angenommen, also
k(z) = kK.

e o(t,x) € C(R4xD) beschreibt die Raum-Zeit-Volatilitdt der Temperatur und wird spéter
fiir Litauen ebenfalls ortsunabhingig geschitzt mit d; € Ry, ¢ =0,1,...,9:

2t 2mt
2 .
o°(t) = d() + doj, cos | — + d 1S — ] .
( ) k;zl 2k (365) 2k+1 51 (36:))

o W(t,z) ist ein Gauksches stochastisches Feld mit Kovarianz
Cov [W(t,x), W (s,y)] = min(s, t)q(z,y)

fir s,t € Ry, x,y € D und eine symmetrische, strikt positiv definite Funktion ¢ € C(DxD).
Fiir die genaue Herleitung sei auf Barth /Benth /Potthoff [BBP0S| verwiesen sowie beispiels-
weise auf Abrahamsen [Abr97] fiir die Theorie der stochastischen Felder.

Es ergibt sich folgende explizite Darstellung von T'(t, x), gegeben T'(to, x), fiir t > to:
t
T(t,z) = s(t,z) + e " @) (T(tg, 2) — s(to, x)) + / o(u, z)e @D qW (u,z).  (3.69)

to

Zur Simulation wird die Temperatur aus Gleichung (3.69) in der Zeitvariable fiir ¢; € N, i € N
folgendermafsen diskretisiert:

T(tir1, ) =s(tiy1, ) + e *OE =) (5(1; 2) — T(t;, 7))
+o(t,z)e "Gt (W (t 0 2) — W(t, z).
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3 Bewertung und Absicherung

50 100 150 200 250

Abbildung 3.8: Simulation der Durchschnittstemperatur an einem Tag Mitte Juni in Litauen
(ungeféhr zwischen 15°C und 18°C) mit 25 Datenpunkten, [BBPOS]

Schitzung der Parameter

Die Autoren verwenden die Temperaturdaten vom 01.06.1964 bis zum 31.08.2004 fiir 4 litauische
Stadte, Dukstas, Lazdijai, Palanga und Traky Vokeé, die reprasentativ fiir die 4 unterschiedlichen
Klimazonen Litauens ausgewéhlt wurden.

Zur Vereinfachung wird D als rechteckig angenommen. ¢ sei gegeben durch:

3| — 1 [ |z—y\*
q(xyy)zl_ilxﬂyl+§(lxﬂyl)

fir |z —vy|ﬁ_1 < 1 und sonst 0, z,y € D mit § = 1,1348 - 10°. Genaueres zur Wahl von ¢ ist bei
Benth /Saltyté-Benth /Jalinskas [BSBJO7] zu finden. ¢ ist wie verlangt positiv definit.
Des Weiteren ergeben sich folgende Parameterschiatzungen:

Saisonalitét s(t) Standardabweichung o (t) Mean-Reversion
Co C1 Co do d1 d2 d3 d4 d5 d6 d7 dg K
61 11 455 |57 30 10 14 002 09 10 005 055 0,18

Abbildung [3.8] zeigt eine Simulation der Temperatur an einem Tag Mitte Juni in Litauen.

3.3.3 Bewertung von ,synthetischen Temperaturderivaten

Wir betrachten die Indizes CAT, HDD und CDD. Man beachte, dass diese in unserem Fall
ortsabhéngig sind, deshalb schreiben wir (im Gegensatz zu Abschnitt :

2
CAT(Tl, 72, ZC) = / T(t, .’E) dt,
T1
T2

HDD(71, 72, %) :/ max (p — T(t,z),0) dt,

1

T2
CDD(1y, 72, x) = / max (T(t,z) — p,0) dt.

1

x ist die Koordinate der betrachteten Stadt (beziiglich eines geeigneten kartesischen Koordina-
tensystems). Wie bereits erwihnt werden an der CME HDD- und CDD-Futures fiir 24 US-
amerikanische, sechs kanadische und drei australische Stddte gehandelt, sowie CAT-, HDD-
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3.3 Absicherung mit ortsfremden Wetterderivaten

und/oder CDD-Futures fiir zehn européische und zwei japanische Stéadte. Dann sei D ein geo-
graphisches Gebiet, z. B. die USA oder ein Teil von Europa. Wir nehmen an, dass CAT-, HDD-
und CDD-Futures fiir n Stadte mit den Koordinaten x1, xs,...,x, in D angeboten werden.

Analyse eines allgemeinen Temperaturindex

Wir betrachten einen Agenten, der einem Temperaturrisiko in einem Gebiet A C D, A Borelsch,
ausgesetzt ist und dieses Risiko mit Futures auf einen bestimmten, am Markt gehandelten Tem-
peraturindex absichern mochte. Bezeichne I(71,72,) einen HDD-; CDD- oder CAT-Index. Wir
nehmen an, dass der Agent einem Temperaturrisiko der Form

[ 1 ntay) (3.70)
A

ausgesetzt ist. Hierbei ist o ein Maf auf (A, B(A)) mit 4(A) < co. Wir nehmen an, dass (7, 72, -)
integrierbar beziiglich p auf A ist.

Betrachten wir jetzt das folgende Minimale-Varianz-Absicherungsproblem. Der Agent mochte
den L?-Abstand zwischen dem gewiinschten Payoff des Futures — definiert in (3.70) — und den
am Markt verfiigharen Futures, wenn der Agent den Futures-Markt zur Zeit t < 71 betritt,

minimieren. Er kann die verfligbaren Temperatur-Futures fiir die Orte z1,...,x, kombinieren,
um ein Portfolio von Temperatur-Futures zu erhalten. Wir nehmen an, dass der Index am Ort ¢
die Messperiode [{, 73], 77 < 73, mit 7 < 77 fiir alle ¢ = 1,...,n hat.

Der Investor ist sowohl 6rtlichem als auch zeitlichem Risiko ausgesetzt: Eventuell gibt es keinen
Index mit Messperiode [11, 72|, wie der Investor es wiinscht, oder es gibt keine Temperatur-
Futures fiir die Orte y € A. Der Investor muss sich also ein optimales Portfolio der verfiigbaren
Temperatur-Futures kreieren, das die gewiinschten, nicht angebotenen Futures optimal abdeckt.
Dieses konstruierte Futures-Portfolio muss die ortlichen und zeitlichen Risiken minimieren. Au-
flerdem kann es sein, dass der Investor CDD-Futures mochte, aber nur CAT-Futures erhéltlich
sind. Auch das werden wir beriicksichtigen.

Wir bezeichnen mit a(t) = (ai(t),...,an(t)) die Zahl der Vertrige, die auf jeden Temperatur-
Future zur Zeit t € Ry abgeschlossen sind. Die vom Investor getroffene Investitionsentscheidung
a(t) héngt von der bis zu dieser Zeit verfiigharen Marktinformation ab. Deshalb nehmen wir
an, dass t — a(t) ein (F3);er, -adaptierter stochastischer Prozess ist. Das verbleibende Risiko,
gemessen beziiglich der Varianz des nicht zu versichernden Teils von , ist fiir eine gegebene
Strategie a(t) definiert durch:

n

2
R(t,a(t)) = E (/A I(11,72,y)du(y) — Za&t)](ﬁ,ﬂ,xﬁ) ’.7-} . (3.71)

=1

Das Ziel des Agenten ist es, eine optimale Hedging-Strategie a(¢) zu finden, die R(¢,a(t)) in
(3.71)) minimiert. Wir lésen also das Minimierungsproblem

A

R(t) = min R(t,a(1). (3.72)

Die sich daraus ergebende optimale Wahl von a(t), bezeichnet als a(t), ist ein synthetischer
Futures-Vertrag. Der synthetische Futures-Vertrag ist dadurch optimal, dass er die Vari-
anz des Abstandes zwischen den gewiinschten Futures und dem Marktangebot minimiert. Der
synthetische Futures-Vertrag ist definiert als die Menge » " ; a;(¢t)I(71, T2, ;) von gehandelten
Temperatur-Futures zur Zeit t.
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3 Bewertung und Absicherung

Das zu minimierende Funktional R(¢,a(t)) kann umgeschrieben werden zu:

2
R(t,a(t)) =E (/AI(Tl,Tz,y)M(d?/)> }ft]
UL JREETENIC I
+2 Y @O |1 e, 2| A
i=1,j=1,i<j

+ Z a?(t) E [I(Tf, 7‘5, xi)2‘}"t] .
i=1

Definiere
w(t,z,y) = E[I(r{, 75, ) (1,75, y)| F

fir z,y € D und 7,75, 77,79 € Ry. Man beachte, dass die Messperioden fiir die Orte 2 und
y relevant sind. Ist z.B. y € A, dann ist |7, 73] = [r1,72]. Wenn allerdings z = z;, dann ist
(771, 757] = [}, 74]. Definiere b(t) := (b1 (t),...,bn(t)) mit

_ f_A w(t7 Lis y):u( dy)

bi(t) : w(t, 2, 7)
und die Matrix A(f) als
1 An(t) - Awm()
At) o= Az%(t) 1 Azﬁ(t)
Aat) Aw(®) - 1
mit 45(0) = 05

Im néchsten Lemma geben wir die Minimalstellen von R(t,a(t)) an:

Lemma 3.3.1. Die Minimalstellen a(t) := (a;(t),...,a,(t)) von R(t, a(t)) in sind gege-

ben als die Losung des linearen Gleichungssystems
A(t)a(t) = b(t).

Die bedingten Erwartungen beziiglich F; in den Eintrdgen der Matrix A(¢) und des Vektors
b(t) kénnen mithilfe von Gleichung berechnet werden. Daraus folgt, dass die Losung
a(t) eine Funktion der Temperatur zur Zeit ¢ an den Orten x1, . .., z,, fir die Futures angeboten
werden, sowie des Temperaturfeldes im Gebiet A ist. In der Praxis sind an den Orten, wo Futures
gehandelt werden, zuverlassige Temperaturbeobachtungen vorhanden.

Fiir andere Orte ist das nicht immer der Fall. Fiir ein Gebiet A, in dem man die Temperatur
nur an ein paar Orten kennt, muss man extrapolieren, um ein Feld zu erhalten. Alternativ kann
man die Temperatur in dem Gebiet simulieren, basierend auf den bekannten Temperaturen in
den Messorten.

Die optimalen Werte ai(t), ..., a,(t) definieren den synthetischen Future-Preis als
n
FA(t;m,m2) = Y as(t)F/ (t; 7, 73).
i=1
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3.3 Absicherung mit ortsfremden Wetterderivaten

Hierbei ist FiI (t; 11, 72) der Future-Preis zur Zeit ¢ fiir den gehandelten Vertrag, geschrieben auf
den Index I(7¢, 78, 2;). ' ‘

Wenn p ein PunktmaR ist, konzentriert auf z; fiir ein j = 1,...,n mit 7 = 77,75 = 73, dann
ist der optimale synthetische Futures-Vertrag einfach gleich dem an diesem Ort gehandelten
Vertrag, d.h. a;(t) = 1 und a;(t) = 0 fir i = 1,...,n,i # j. Fiir 71 # 7 und/oder 7o # 7J
gilt das nicht und der Investor hat immer noch ein gewisses Risiko, allerdings nur ein zeitliches.
Dieses zeitliche Risiko kann verringert werden, indem man Futures an anderen Orten verwendet,
also das Portfolio rdumlich verteilt.

Das Funktional R(t) = R(t,a(t)), das nach Gleichung minimiert wurde, misst dann das
verbleibende Risiko, das mit den auf dem Markt angebotenen Futures nicht abgesichert werden
kann.

Absicherung mit CAT-Futures

Wir betrachten die Situation, dass alle in Frage kommenden Indizes CAT-Futures sind, d. h.
I = CAT. Mit der expliziten Darstellung von T'(¢,z) in (3.69)) erhdlt man fir CAT (7, 72, ) den
folgenden Ausdruck:

T

CAT(r{, 75, ) :/ T(r,x)dr
Ty

T

-/ ? s(rx)dr + (T(t,2) — s(t,)) - R(t:7E,F )

x
1

X

+ [ o) R 78, 0) A (0,
t
mit

Rluyri, 75, x) == /-s(lm) (e*/i(m)(”l'ffmin(uﬂ—i”)) B e,,{(z)(T;iu» '

CAT(r, 75, x), bedingt auf F;, ist ein Gaufsches stochastisches Feld mit Mittelwert m(¢, z) und
Kovarianz c(t, z,y):

m(t,x) :=E [CAT(r{, 75, )| F]
- / Y s(r @) dr 4 (T(t,2) — s(t,2))R(t 8,75 @),

x
1

c(t,z,y) :=Cov [CAT(Tf, 75, x), CAT (7, 73, y)‘ft]
min(73,735)
:=Q($7y)j/ o o(u, z)o(u, y)k(u, 77, 75, ©)R(u, 77, 75, y) du.
t

Nach Lemma werden die nicht-diagonalen Elemente der Matrix A(t) bestimmt durch:

c(t, zi, ;) + m(t, z)m(t, z;)

A (t) =
() c(t, i, x;) + m2(t, x;)

firi,7 =1,...,n und i # j. Auferdem sind die Koordinaten des Vektors b(t) gegeben durch:

_ Jaclty z)p(dy) + [, m(E y)u(dy)m(t, z:)

bi(t) c(t, zi, x;) +m2(t, x;)

fir:=1,...,n.

Losen des linearen Gleichungssystems A(t)a(t) = b(¢) mit diesen Ausdriicken fiir A(¢) und b(¢)
liefert die optimalen Gewichte zur Konstruktion von synthetischen Futures basierend auf CAT-
Vertragen an verschiedenen Orten.
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3 Bewertung und Absicherung

Absicherung mit HDD-/CDD-Futures

Wir betrachten jetzt den Fall, dass ausschlieflich CDD-Futures angeboten werden. p sei ein
Punktmafs am Ort y € D ist. Diese Bedingung wird nur benétigt, um im Folgenden komplizierte
Notationen zu vermeiden. Der Fall der HDD-Futures ist analog.

Um die Eintrage der Matrix A und des Vektors b in Lemma zu bestimmen, muss man die
bedingte Erwartung vom Typ

w(t;x,y) / max(T(r,z) — p,0 dT/ max(T(1,y) — p,0) dr|F;
/ / [max(T'(7,z) — p,0) max(T (7', y) — p, 0)‘]—}] drdr’
an den Orten (z,y) € D?, hier Kombinationen aus z1, .. ., z,, und y, berechnen. Mit der expliziten

Darstellung von T'(t, x), gegeben T'(to, z), in (3.69)) erhélt man:

T2 T2 3
w(t,x,y) :/ / (1 - 7"(7', Tlaxi7$j)2)§
T1 T1

. \/Var [T(T, m,)‘}}] Var [T(T’,l‘j)‘ft] g(r, 7'z, x;) dr dr’,

wobei
, o 1 / 2\, 2
g(T;T,.’Ei,.’BJ‘) = N (U—p)eXp _5 (1—7"(7,7,:):1',17]') )u
J o 1
/ (v—p)exp (2 (v —r(r, T/,CL‘Z',ZC]')Q) u2> dvdu

mit den unteren Integralgrenzen

L B [1(r.00)17]

' \/(1 — T’(T 7/, xi, x5)%) Var [T(T, xi)‘ft] ’
P E [T(r,2;)| %]

’ \/(1 — r(T ', xi,25)?) Var [T(T’,xj)}ft]

und
Cov [T(T, xi),T(T/7$j)"7:t] .
\/Var [T(r, xi)‘ft] Var [T(7/, J}j)‘ft]

r(7, 7, @i, ) =

Erwartung und Kovarianz von T'(¢,z) sind gegeben durch:
E [T(t,z)|F] = s(to,z) + (T(to, x) — s(tg,x))e_“(x)(t_to),
min(7,7") ,
Cov [T(r,2),T(r,y)| 7] = Q(fv,y)/ o (u, z)o(u,y)e T emm W= gy,
t

Damit sind die Eintrdge der Matrix A(t) und des Vektors b(t) beziiglich der Parameterfunktion
von T'(t,x) bestimmt.

Normalerweise befindet man sich in der Situation, dass der Markt HDD- und CDD-Futures

anbietet. Die obigen Berechnungen koénnen leicht abgedndert werden, um solche Mischungen zu
berechnen.
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Zusammenfassung und Ausblick

Seit einigen Jahren besteht fiir Unternehmen die Moglichkeit, sich mit Wetterderivaten gegen wet-
terbedingte Umsatzeinbuflen abzusichern. Dabei handelt es sich im Gegensatz zu Versicherungen
nicht um die Absicherung sehr selten auftretender Katastrophen, sondern von wahrscheinlichen
Wetterlagen, die fiir Umsatzeinbriiche sorgen. Da Wetterderivate ein recht neues und noch nicht
so bekanntes Finanzinstrument sind, wurden zu Beginn dieser Arbeit ausfithrlich der Aufbau, die
Geschichte, die Marktsituation, die Interessentenlage sowie die zugrundeliegenden Wetterindizes
dargestellt.

Ein funktionierender Markt fiir Wetterderivate hat sich noch nicht entwickelt, was es schwierig
macht, die Preise von Wetterderivaten zu bestimmen. In der Praxis wird zur Berechnung héufig
die Burn-Analyse verwendet, bei der der Preis der durchschnittlichen Auszahlung des Derivats
in vorherigen Jahren entspricht. Da diese Methode grofe Nachteile hat, stellt sich die Frage nach
einer besseren Moglichkeit der Preisberechnung.

Eine weit verbreitete Moglichkeit ist es, den zugrundeliegenden Wetterprozess stochastisch zu
modellieren. In dieser Arbeit wurden verschiedene Moglichkeiten zur Modellierung von Wetter-
prozessen — iiberwiegend der Temperatur, aber auch der Windgeschwindigkeit und des Nieder-
schlags — vorgestellt. Sie setzen sich meist aus einigen deterministischen Komponenten sowie
einer stochastischen Komponente zusammen.

Die vorgestellten Modelle wurden in zeitdiskrete und zeitstetige Modelle unterteilt. Fiir ein zeit-
diskretes Modell spricht, dass die Daten diskret gemessen werden und die téagliche Durchschnitts-
temperatur ebenfalls eine diskrete Grofe ist. Der Vorteil der stetigen Modelle ist, dass sie leichter
bei der Bewertung einzusetzen sind.

Die Untersuchung der Berliner Temperaturdaten hat andere empirische Untersuchungen besté-
tigt, dass ein Temperaturmodell vier wichtige Eigenschaften der Temperatur widerspiegeln sollte.
Der Trend der globalen Entwicklung sollte erfasst sein, auflerdem die saisonalen Schwankun-
gen der Temperatur. Der Trend wird in der Regel linear modelliert, die saisonale Schwankung
durch eine Sinuskurve oder eine Fourier-Reihe niedriger Ordnung. Eine nicht so naheliegende
Eigenschaft ist die Saisonalitdt der Standardabweichung, die sich anhand von empirischen Un-
tersuchungen ergibt. Sie wird in den Modellen ebenfalls durch Fourier-Reihen erfasst. Die vierte
Eigenschaft ist das autoregressive Verhalten der Temperatur. Die Temperatur eines Tages ist
abhéngig von den Temperaturen der vorherigen Tage. Dieser Eigenschaft wird durch die Ver-
wendung von AR-Prozessen oder der fraktionalen Brownschen Bewegung mit langreichweitiger
Abhéngigkeit entsprochen. Die meisten der vorgestellten Modelle erfiillen diese vier Eigenschaf-
ten.

Ein systematischer Vergleich der Methoden féllt schwer, da die Autoren sich auf unterschiedliche
Wetterdaten beziehen und ihr Modell optimal an diese angepasst haben. Um die verschiedenen
Modelle vergleichen zu kénnen, miisste man alle Methoden auf einen unabhéngigen Datensatz
anwenden und jeweils die Fehlerfunktion berechnen. Allerdings ist nicht davon auszugehen, dass
Datensétze anderer Stédte die gleichen Ergebnisse liefern wiirden.

Als ein guter Ansatz erweist sich das CAR(p)-Modell. Es erfasst die Autoregressivitit der Tempe-
ratur und beriicksichtigt im Gegensatz zum Ornstein-Uhlenbeck-Modell nicht nur die Abhéngig-
keit der Temperatur von der des Vortages, sondern von der Temperatur beliebig vieler vorheriger
Tage. In der Praxis erweist sich p = 3 als ausreichend. Auferdem erhélt man fiir die Bewertung
und Absicherung auf Basis des CAR-Modells gute Ergebnisse.
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Zusammenfassung und Ausblick

Da es sich beim Markt fiir Wetterderivate um einen unvollstdndigen Finanzmarkt handelt, wurde
bei der Bewertung auf Basis von Wettermodellen der Parameter ,Marktpreis des Risikos“ einge-
fiihrt. Mit ihm kann man die errechneten Preise an die Marktpreise anpassen. Wenn sich ein funk-
tionierender Markt entwickelt hat, kann man auch den Marktpreis des Risikos weiter untersuchen.
Es wird interessant sein, wie dieser zu modellieren ist, z. B. deterministisch oder stochastisch.
Dabei ist aber nicht davon auszugehen, dass sich fiir alle Vertrage der gleiche Parameter ergibt,
genauso wird er sich wohl von Stadt zu Stadt oder Land zu Land unterscheiden. Bewertung und
Absicherung wurden auf Basis des Ornstein-Uhlenbeck-Modells, des Lévy-Ornstein-Uhlenbeck-
Modells, des CAR(p)-Modells und des fraktionalen Ornstein-Uhlenbeck-Modells durchgefiihrt.
Dabei liefen sich die CAT-Future-Preise und ihre Dynamiken auf Basis der ersten drei Modelle
zu einer Formel zusammenfassen.

Eine alternative Bewertungsmoglichkeit bietet die nutzenorientierte Bewertung. Dabei wird der
Preis in Abhéngigkeit des Nutzens fiir den Kaufer bestimmt. Es wird davon ausgegangen, dass ein
Interessent Wetterderivate kauft oder verkauft, wenn dadurch sein Nutzen gesteigert wird. Dabei
wird der Preis mittels Indifferenzpreis, Bewertung nach dem Grenznutzen oder dem Gleichge-
wichtsmodell berechnet.

Auferdem wurde noch die Situation behandelt, dass fiir die Stadt, in der man Wetterrisiken
absichern mochte, keine Wetterderivate angeboten werden und man auf Derivate anderer Stadte
zuriickgreifen muss. Nach drei Kriterien, welche der Stddte man auswéhlen sollte, — Korrelati-
onskoeffizient, Sensitivitdt und Spezifitit — wurde ein Temperaturmodell vorgestellt, das auch
vom Ort abhéngt und die Temperatur eines ganzen Landes beschreibt. Anhand dieses Modells
wurden Gewichtungen berechnet, welche verfiigharen Derivate man optimalerweise wéihlen sollte.
Hier wére es interessant, dieses Modell auf ein groferes Gebiet anzuwenden, beispielsweise die
USA oder Europa, mit den an der CME angebotenen Wetterderivaten.

In Zukunft ist von einer wachsenden Nachfrage nach Wetterderivaten auszugehen. Wenn die
Moglichkeit, sich gegen Wetterrisiken absichern zu kénnen, bekannter geworden ist, werden Un-
ternehmen ihre Umsatzeinbufsen nicht mehr mit dem Wetter begriinden kénnen. Eine allgemein
anerkannte Bewertungsformel flir Wetterderivate diirfte — &hnlich wie bei der Einfiihrung der
Black-Scholes-Formel auf dem Optionsmarkt 1973 — zu einer verbesserten Marktsituation fiihren.
Auch die Moglichkeit, Wetterderivate direkt online abschliefsen zu kénnen, und das Engagement
der Weltbank tragen zu einem Wachsen des Marktes bei.
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Abkilirzungs- und Symbolverzeichnis

Wenn nicht anders angegeben, haben die verwendeten Symbole und Abkiirzungen folgende Be-
deutungen:

Cy Preis einer Call-Option auf ein Y-Future

CAR Continuous Autoregressive (siehe Def. [1.2.24]

CAT Cumulative Average Temperature (siehe Def. |1.1.6

CDD, Cooling-Degree-Day eines Tages ¢ (sieche Def. |1.1.4]

CDD(7y, 72) Cooling-Degree-Days iiber einen Zeitraum [y, 72| (siehe Def.
CME Chicago Mercantile Exchange (Chicagoer Borse)

DAT Daily Average Temperature (tdgl. Durchschnittstemperatur, siehe Def.
DWD Deutscher Wetterdienst

E[X] Erwartungswert der Zufallsvariablen X

Ege [X] Erwartungswert der Zufallsvariablen X unter dem Maf QY

Fy Preis eines Futures auf einen Wetterindex Y

H Hurst-Parameter der fraktionalen Brownschen Bewegung

HDD; Heating-Degree-Day eines Tages t (sieche Def.

HDD(71, 72) Heating-Degree-Days iiber einen Zeitraum [r1, 72] (sieche Def.
iid. independent and identically distributed (unabhingig und identisch verteilt)
K Strike (Ausiibungspreis)

K Parameter der Mean-Reversion

N(11,72) Nordix-Wind-Speed-Index iiber einen Zeitraum [71, 72| (siche Def.
OTC Over The Counter (,iiber den Ladentisch, aukerborslich)

Py Preis einer Put-Option auf ein Y-Future

PRIM(ry, 72) Pacific-Rim-Index iiber einen Zeitraum [7, 72| (siche Def.
Q° durch den Parameter 6 bestimmtes Martingalmafy

St saisonale Komponente

O Standardabweichung

p Referenzwert der Cooling- und Heating-Degree-Days, meist 18 °C
T Maturitat

T; tégliche Durchschnittstemperatur zur Zeit ¢ (siehe Def.

I Beginn der Messperiode eines Wetterindex

T2 Ende der Messperiode eines Wetterindex

0; Marktpreis des Risikos

Ry Temperaturresiduum nach Abzug von Trend und Saisonalitét

Vi Windgeschwindigkeit zur Zeit ¢

Var [ X] Varianz der Zufallsvariablen X

Varge [X] Varianz der Zufallsvariablen X unter dem Maf Q7

W = (Wi)i>o0 Brownsche Bewegung (siche Def. [1.2.8)
WH = (WH);>o fraktionale Brownsche Bewegung (siehe Def. [1.2.18)

WRMA Weather Risk Management Association
X Contingent Claim
Y Wetterindex
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Thesen

o Wetterderivate sind ein neues und noch nicht so bekanntes Finanzinstrument, mit dem sich
wettersensible Unternehmen gegen wetterbedingte Umsatzeinbuften absichern kénnen.

e Als Basiswert kann jedes beliebige Wetterereignis gewéhlt werden, das von einer unabhéngi-
gen Messstation aufgezeichnet wird. Diese Arbeit konzentriert sich auf Temperatur, Wind
und Niederschlag sowie daraus errechnete Indizes als Basiswerte. Am h&ufigsten werden
Heating-Degree-Days (HDDs), Cooling-Degree-Days (CDDs) und die kumulierte tégliche
Durchschnittstemperatur (CAT) verwendet.

e Bewertung anhand von stochastischen Modellen ist der hiufig in der Praxis verwendeten
Burn-Analyse deutlich iiberlegen.

e Ein stochastisches Modell der Temperatur sollte die vier Eigenschaften der Temperatur
erfassen:

— Trend der globalen Entwicklung (linear),
— Saisonalitdt der Temperatur (Sinuskurve, Fourier-Reihe),
— Saisonalitit der Standardabweichung (Sinuskurve, Fourier-Reihe),

— Autoregressives Verhalten der Temperatur (AR-Prozess, Ornstein-Uhlenbeck-Prozess,
fraktionale Brownsche Bewegung, CAR-Prozess).

e Als ein besonders gutes stochastisches Modell fiir die Temperatur erwies sich das CAR-
Modell, da es (wie die meisten Modelle) die vier Bedingungen erfiillt, gleichzeitig auch
mehrtigige Abhingigkeiten der Temperatur erfasst und gute Ergebnisse bei der Bewer-
tung und Absicherung liefert. Die CAT-Future-Preise und ihre Dynamiken auf Basis die-
ses Modells konnten mit denen des Ornstein-Uhlenbeck-Modells und des Lévy-Ornstein-
Uhlenbeck-Modells zu einer Formel zusammengefasst werden.

e Der Markt fiir Wetterderivate ist ein unvollstdndiger Finanzmarkt, da der Basiswert nicht
handelbar ist. Somit ergibt sich eine grofte Zahl von arbitragefreien Preisen. Es wird der
Parameter ,Marktpreis des Risikos* eingefiihrt, mit dem man die errechneten Preise an
auf dem Markt angebotene Preise anpassen kann. Wenn sich ein funktionierender Markt
entwickelt hat, kann dieser Parameter weiter untersucht werden. Dann stellt sich die Frage,
ob er zeitabhingig, ortsabhéngig, deterministisch oder stochastisch modelliert wird.

e Bei der nutzenorientierten Bewertung und Absicherung wird davon ausgegangen, dass der
Interessent eines Wetterderivats ein Derivat kauft oder verkauft, wenn sich dadurch sein
Nutzen erhoht. Moglichkeiten der Bewertung bieten der Indifferenzpreis, die Bewertung
nach dem Grenznutzen und das Gleichgewichtsmodell.

e Wenn fiir den Ort, an dem man ein Wetterrisiko absichern mochte, keine Wetterderivate
angeboten werden, kann man sich mit den verfiigharen Derivaten einer oder mehrerer ande-
rer Stadte absichern. Kriterien sind dabei die Korrelation der Wetterdaten sowie Spezifitit
und Sensitivitdt. Des Weiteren lasst sich ein Temperaturmodell aufstellen, das neben der
Zeit auch noch vom Ort abhingig ist. Damit lassen sich die Gewichtungen der verfiigbaren
Derivate errechnen.
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