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1 EinleitungViele Fl�ussigkeiten, denen wir im Alltag begegnen, sind Suspensionen, f�ur uns sind sieaber kaum als sol
he zu erkennen. Zum Beispiel enth�alt unser Blut mesoskopis
he Teil-
hen, die sehr viel gr�o�er als Wassermolek�ule, f�ur unser Auge aber immer no
h viel zuklein sind. Wir k�onnen nur die makroskopis
hen Eigens
haften des Blutes erfahren, esist di
k
�ussig. Lassen wir uns in Gedanken auf die Gr�o�e eines roten Blutk�orper
henss
hrumpfen und treten mit unserem Mini-Unterseeboot dur
h das Gewimmel von Zellenund N�ahrsto�en eine Reise vom Herz zum kleinen Zehen an, so werden uns die mikro-skopis
hen Eigens
haften des Blutes sehr s
hnell bewusst. Es f�ahrt si
h einfa
h ni
ht sogut, wenn st�andig Zellen gegen die Fronts
heibe sto�en und unsere Fahrt verlangsamen.Das kostet uns Nerven und vor allem Treibsto�.Dieses Beispiel soll verdeutli
hen, dass si
h eine Suspension aus der Perspektive zumBeispiel eines Kolloids ganz anders verh�alt, als aus makroskopis
her Si
ht. Deshalb wirdin dieser Arbeit ein mikroskopis
hes Modell verwendet, um die Kr�afte auf getriebeneKolloide in Polymerl�osungen zu bere
hnen.Die e�ektive Reibungskraft, die ein Kolloid in einer Polymerl�osung erf�ahrt, ist f�ur vie-le Anwendungen von Bedeutung. Die Sedimentationsges
hwindigkeit oder die Di�usi-vit�at des Kolloids h�angen von dieser Reibung ab. Ob getriebene Kolloide untereinanderoder in der N�ahe einer Wand We
hselwirkungen erfahren, die dur
h Polymere vermitteltwerden, ist ebenfalls wi
htig f�ur den Transport in Mikrokan�alen. Bilden die KolloideAnh�aufungen oder verteilen sie si
h? Werden sie von der Wand abgesto�en oder ange-zogen? Diesen Fragen n�ahert si
h diese Arbeit von theoretis
her Seite. Bere
hnet wirddabei die Di
hteverteilungsfunktion der Polymere. Diese ist in der N�ahe von getriebenenKolloiden im Ni
htglei
hgewi
ht. Die inhomogene Di
hteverteilung hat einen inhomoge-nen osmotis
hen Dru
k der Polymere zur Folge. Dieser inhomogene Dru
k ist Grund f�urdie Kr�afte der Polymere auf das Kolloid.Das verwendete Modell wurde bereits in [12℄ eingef�uhrt. In dieser Arbeit werdenzus�atzli
h die Ein
�usse der Hydrodynamik des L�osungsmittels studiert. Au�erdem wer-den experimentell messbare Gr�o�en extrahiert: Die e�ektive Reibungskraft und die Dif-fusionskonstante eines Kolloids in einer Polymerl�osung. Bei der Di�usionskontante zeigtsi
h im Verglei
h von Theorie und Experiment der Ein
uss der Hydrodynamik als vonessentieller Bedeutung: Sie verkleinert die polymerinduzierte Reibung bei den im Expe-riment verwendeten Gr�o�enverh�altnissen auf bis zu ein Promille des Wertes ohne Hy-drodynamik und bringt die Ergebnisse so auf die ri
htige Gr�o�enordnung. Eine direkteMessung der e�ektiven Reibung wird momentan an der Universit�at Leipzig dur
hgef�uhrt.9



1 EinleitungDie Ergebnisse werden mit theoretis
hen Vorhersagen dieser Arbeit vergli
hen.Die Zeitentwi
klung der Reibungskraft f�ur ein instantan bes
hleunigtes Kolloid wirdim Grenzfall kleiner Ges
hwindigkeiten bere
hnet. F�ur ein Kolloid im S
her
uss wirdebenfalls die station�are Di
hteverteilung der Polymere bestimmt.F�ur den Fall zweier Kolloide werden zun�a
hst die rein hydrodynamis
hen We
hsel-wirkungen ohne Polymere diskutiert. Bei laminarer Str�omung vers
hwinden diese We
h-selwirkungen aufgrund von Symmetrien des Stokes-Str�omungsfeldes. In diesem Szenariohaben m�ogli
he polymerinduzierte We
hselwirkungen also keine hydrodynamis
he Kon-kurrenz, was ihre Messung erlei
htert. Was sieht man, wenn Polymere in der Fl�ussigkeitgel�ost werden? Dieses Problem wird in bisph�aris
hen Koordinaten studiert und dieL�osungen mit denjenigen aus der Superpositionsn�aherung aus [9℄ vergli
hen. Der Falleines Kolloids in der N�ahe einer Wand ist eng verwandt mit demjenigen zweier neben-einander bewegter Kolloide. So k�onnen die Ergebnisse teilweise auf diesen Fall �ubertragenwerden.
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2 ModellIn dieser Arbeit werde i
h die Di
hteverteilung von Polymeren in L�osungen an um-str�omten Kolloidteil
hen untersu
hen. In dem verwendeten Modell kommen also dreiTeilnehmer vor:1. Das L�osungsmittel, dessen Teil
hen (im allgemeinen Wassermolek�ule) viel klei-ner als das Kolloid oder die Polymere sind. Deshalb kann das L�osungsmittel alsKontinuum behandelt werden, das der Stokes-Glei
hung gehor
ht. Das Ges
hwin-digkeitsfeld v wird vom Kolloid beein
usst, der Ein
uss der Polymere auf dasStr�omungsfeld wird jedo
h verna
hl�assigt. Die Stokes-Glei
hung lautet [2℄��v = rp ; (2.1)r � v = 0 : (2.2)Dabei ist � die Viskosit�at des L�osungsmittels und p der Dru
k. Glei
hung (2.2) be-s
hreibt die Inkompressibilit�at des L�osungsmittels. Die Randbedingung an hartenW�anden ist, dass die Ges
hwindigkeit des L�osungsmittels an der Wand glei
h derGes
hwindigkeit der Wand ist.2. Das kugelf�ormige, ruhende Kolloid, das vom L�osungsmittel mit den Polymerenumstr�omt wird.3. Die Polymere, die langkettig sind, dass hei�t ihre L�ange ist viel gr�o�er als die Persi-stenzl�ange. Dann formen sie Kn�auel. Diese Kn�auel haben keinen s
harfen Rand unddeshalb au
h keinen wohlde�nierten Radius. Man f�uhrt daher den Gyrationsradiusvon Polymerkn�aueln ein, der der in We
hselwirkungen mit anderen Teil
hen er-kennbare Radius der Polymere ist. We
hselwirkungen der Polymere untereinanderwerden sp�ater verna
hl�assigt (ideales Gas). Die Kolloid-Polymer We
hselwirkungwird dur
h eine Hart-Kugel We
hselwirkung idealisiert. Die Polymere werden vomL�osungsmittel mitgef�uhrt, das L�osungsmittel �ubt dabei die Kraft F = 
 (vM�vP )auf sie aus. 
 ist der ReibungskoeÆzient der Polymere, der mit der Di�usionskon-stante verkn�upft ist via 
 = kBTD . vM ist die Ges
hwindigkeit des L�osungsmittelsam Mittelpunkt des Polymers, vP ist die des Polymers. Der ReibungskoeÆzient
 ist gro�, so dass die Polymere einer �uberd�ampften Browns
hen Dynamik gehor-
hen und von Gebieten hoher Konzentration zu Gebieten niedriger Konzentrationdi�undieren.Solange die Polymere ni
ht dur
h das Kolloid gest�ort werden, s
hwimmen sie alsomit dem L�osungsmittel mit. Der Abstand der Mittelpunkte von Polymer und Kolloidmuss dabei aufgrund der Hart-Kugel We
hselwirkung stets gr�o�er als die Summe der11
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Abbildung 2.1: Die Polymerteil
hen (kleiner Kreis) werden vom L�osungsmittel gegendas Kolloid (graue Kreis
�a
he) getrieben. Der Mittelpunkt der Polyme-re kann in die sogenannte verbotene Zone (innerhalb des gestri
heltenKreises) ni
ht eindringen. Radius R der verbotenen Zone ist die Summeder Radien von Kolloid und Polymer, R = RK +RP .Radien sein. Die Polymere k�onnen also in die Kugel um den Mittelpunkt des Kolloidsmit Radius R = RK + RP ni
ht eindringen (Abbildung 2.1). Diese Kugel werde i
hab jetzt verbotene Zone nennen. Kommen die Polymere an den Rand der verbotenenZone, so k�onnen sie dem L�osungsmittel
uss ni
ht mehr folgen, denn das L�osungsmittelkann im Gegensatz zu den Polymeren in die verbotene Zone eindringen. Es kommt zueinem Polymerstau vor dem Kolloid. An einer Wand (Abs
hnitt 9.6) gibt es ebenfallseine verbotene Zone der Di
ke RP=2.F�ur die Bere
hnung des Polymerstaus gehe i
h vom Bild der einzelnen Polymere �uberzur Ensemble-gemittelten Polymerdi
hte �(r; t). Im ungest�orten System ohne Kolloidist sie r�aumli
h und zeitli
h konstant. Die Di
hte des ungest�orten Systems werde i
h imfolgenden mit Ruhedi
hte �1 bezei
hnen.Wenn der L�osungsmittel
uss um das Kolloid konstant ist, so stellt si
h (theoretis
hna
h unendli
h langer Zeit) im Ruhesystem des Kolloids ein station�arer Zustand ein, dashei�t, in diesem System ist die Funktion �(r) ni
ht mehr zeitabh�angig. Mein Ziel ist es,diese Funktion zu bere
hnen. F�ur den Fall sehr kleiner Kolloidges
hwindigkeiten werdei
h ebenfalls die Zeitabh�angigkeit der Di
hteverteilung in der N�ahe eines instantan ausder Ruhe auf konstante Ges
hwindigkeit bes
hleunigten Kolloides bere
hnen.Zeitgemittelte Di
hte �:Im station�aren Zustand sind Zeitmittelung und Ensemble-Mittelung �aquivalent. Deshalbk�onnen die in dieser Arbeit bere
hneten Ensemble-gemittelten Gr�o�en (zum Beispiel dieReibungskraft auf ein Kolloid) mit experimenentell lei
hter zug�angli
hen zeitgemittelten12



2.1 Diskussion des ModellsGr�o�en vergli
hen werden.2.1 Diskussion des ModellsIm oben bes
hriebenen Modell sind wie in allen Modellen N�aherungen enthalten. Hierm�o
hte i
h diskutieren, in wel
hen Situationen die einzelnen N�aherungen besonders gutoder s
hle
ht sind.Die Polymere we
hselwirken ni
ht untereinander: Diese N�aherung ist umso besser, jekleiner die Polymerdi
hte ist. Die relevante Gr�o�e ist die Pa
kungsdi
hte �VP =� 4�3 R3P , mit dem Polymervolumen VP . Bei kleinen Pa
kungsdi
hten "sehen\ si
hdie Polymere seltener, die We
hselwirkungen zwis
hen ihnen werden weniger rele-vant.Das Ges
hwindigkeitsfeld v wird ni
ht von den Polymeren beein
usst: Diese N�aher-ung ist dur
h das Bild motiviert, dass das Feld lokal an den Segmenten der d�unnenPolymerkette gest�ort wird, es von weit weg betra
htet, also auf der Gr�o�enskalades Kolloids, jedo
h weniger beein
usst ist als bei einem kompakten Kolloid. DieG�ute dieser N�aherung h�angt ebenfalls von der Pa
kungsdi
hte ab. Je gr�o�er diese,also je di
hter die "Polymermasse\ ist, desto s
hle
hter ist diese N�aherung. F�ur denFall verd�unnter L�osungen, bei denen die Polymere sehr viel kleiner als das Kolloidsind (wie zum Beispiel in den Experimenten zur Di�usionskontante in Kapitel 5),ist diese N�aherung wahrs
heinli
h sehr gut.Das Polymer sp�urt nur das Flussfeld an seinem Mittelpunkt: Diese N�aherung ist gut,wenn das Ges
hwindigkeitsfeld des L�osungsmittels si
h nur wenig auf der Gr�o�en-skala des Polymers �andert, jrvijRP � jvj (i = x; y; z). Dies ist umso besser erf�ullt,je kleiner das Verh�altnis RP =RK ist. Der Kolloidradius setzt die L�angenskala,auf der si
h das Ges
hwindigkeitsfeld des L�osungsmittels �andert. Je kleiner dasPolymer im Verglei
h zum Kolloid ist, desto geringer ist der Unters
hied des Feldesan den vers
hiedenen R�andern des Polymers.Hart-Kugel We
hselwirkung: Je gr�o�er die Kraft, die das Polymer gegen das Kolloiddr�u
kt, desto mehr wird das Polymer zusammengedr�u
kt, umso s
hle
hter ist al-so die Bes
hreibung dur
h eine Hart-Kugel We
hselwirkung. Je gr�o�er also dasGes
hwindigkeitfeld v in der N�ahe des Kolloids, desto s
hle
hter diese N�aherung.
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3 Kurze Herleitung der Glei
hungen
3.1 Dynamis
he Di
htefunktionaltheorieIn diesem Kapitel werde i
h die Di�erentialglei
hung und die Randbedingungen f�urdie Di
hte �(r; t) f�ur den Fall eines einzelnen Kolloids einf�uhren. Diese lassen si
h je-do
h trivial auf ein System mit zwei Kolloiden �ubertragen, siehe Abs
hnitt 9.2. F�urein �uberd�ampftes System aus paarweise we
hselwirkenden Browns
hen Teil
hen an denOrten fr`g`=1:::N ist die Bewegungsglei
hung f�ur Teil
hen i�ri�t = v(ri; t) + 1
 24 NXj=1 F (ri � rj) +G(ri)35+ �i(t) : (3.1)Die Ges
hwindigkeit des Teil
hens ist ohne andere Kr�afte glei
h dem Str�omungsfeld desL�osungsmittels v(ri; t). Wenn jedo
h Kr�afte vorhanden sind, (�au�ere Kraft G und paar-weise We
hselwirkung F ) so �andert si
h die Ges
hwindigkeit proportional zur Mobilit�at1
 = DkBT . Dabei sind Bes
hleunigungszeiten verna
hl�assigt. �i ist ein sto
hastis
herRaus
hterm, der die zuf�alligen St�o�e mit den L�osungsmittelteil
hen repr�asentiert. Er istim Mittel Null und hat folgenden Korrelator:h�(�)i (t) �(�)j (t0)i = 2
 kBT Æ(t� t0) Æij Æ�� : (3.2)�,� = 1; 2; 3 sind die r�aumli
hen Komponenten. Die zuf�alligen St�o�e in vers
hiedenenRi
htungen, auf vers
hiedene Teil
hen oder zu vers
hiedenen Zeiten sind also unkorre-liert.Mit der Annahme, dass lokal die Paarkorrelationsfunktion dur
h diejenige im Glei
h-gewi
ht gegeben ist, ergibt si
h die Dynamis
he Di
htefunktionaltheorie f�ur die Di
hte�(r; t), siehe zum Beispiel [6℄,��(r; t)�t + v(r; t) �r�(r; t) = 1
 r � "�(r; t)r ÆF [�℄Æ� �����(r;t)# : (3.3)In unserem Modell we
hselwirken die Polymere ni
ht miteinander (F = 0). Au�erdems
halte i
h zun�a
hst alle �au�eren Kr�afte aus (G = 0). Dann kann i
h das Funktional desidealen Gases benutzen,Fideales Gas[�(r; t)℄ = Z kBT �(r; t) �ln ��3 �(r; t)�� 1	 d3r : (3.4)� ist die thermis
he Wellenl�ange. I
h erhalte folgende Di�erentialglei
hung f�ur �(r; t):r � (v��Dr�) = ����t : (3.5)14



3.2 Dimensionslose Glei
hungDiese Glei
hung bedeutet, dass die Divergenz des Polymerstroms j = v��Dr� glei
hminus der zeitli
hen �Anderung der Di
hte ist. An Orten positiver Divergenz des Stromesnimmt die Di
hte zeitli
h ab.Die Hart-Kugel We
hselwirkung mit dem Kolloid wird in eine Randbedingung f�urdiese Di�erentialglei
hung ges
hrieben, die daf�ur sorgt, dass die normale Komponentedes Polymerstroms auf der Ober
�a
he der verbotenen Zone, der Kugelober
�a
he mitr = RP +RK = R, vers
hwindet,[êr � (v��Dr�)℄jr=R = 0 : (3.6)Da (3.5) eine Di�erentialglei
hung zweiter Ordnung ist, brau
he i
h zur Bestimmung derL�osung no
h eine zweite Randbedingung. Diese ist, dass die Di
hteverteilung unendli
hweit vom Kolloid entfernt gegen die Ruhedi
hte �1 geht,limr!1�(r; t) = �1 : (3.7)3.2 Dimensionslose Glei
hungDas Glei
hungssystem (3.5) und (3.6) enth�alt als Parameter den RadiusR der verbotenenZone, die Di�usionskonstanteD der Polymere und den L�osungsmittel
uss v. Diese lassensi
h zum dimensionslosen Str�omungsfeld u = vRD zusammenfassen, von dem allein dieL�osung abh�angt. Dies wird o�ensi
htli
h, wenn man das Glei
hungssystem dimensionslosma
ht.Es werden folgende Reskalierungen dur
hgef�uhrt:� ! �1 �� ;r ! R r� ; r! 1Rr� ;t ! R2D t� ; ��t ! DR2 ��t� : (3.8)� wird also in Einheiten der Ruhedi
hte und r in Einheiten des Radius R der verbotenenZone gemessen. Die Zeit t wird in Einheiten von R2D gemessen. Damit wird (3.5) na
hDivision dur
h �1 zu 1Rr� � (v�� � 1R Dr���) = � DR2 ����t� : (3.9)Jetzt dividiere i
h die ganze Glei
hung no
h dur
h die Di�usionskonstante D, multipli-ziere mit R2 und lasse die Stern
hen wieder weg. Au�erdem nutze i
h r � v = 0 aus,siehe (2.2), RD v �r���� = ����t : (3.10)Die Gr�o�e vRD ist das dimensionslose Str�omungsfeld u:u = RDv : (3.11)15



3 Kurze Herleitung der Glei
hungenDabei ist u = v RD der Betrag der dimensionslosen Ges
hwindigkeit des Kolloids imRuhesystem des L�osungsmittels. Wenn die Di�usionskonstante der Polymere viel gr�o�erals v R ist (u � 1), dann relaxieren die Polymere viel s
hneller, als das Kolloid sieanstauen kann, der Anstau ist klein.Die reskalierte Glei
hung ist damit gegeben dur
hu �r�(r; t)���(r; t) = ���(r; t)�t : (3.12)Mit den beiden Randbedingungen (3.6) und (3.7) verfahre i
h auf glei
he Weise,fêr � [�u�(r; t) +r�(r; t)℄gjr=1 = 0 ; (3.13)limr!1�(r; t) = 1 : (3.14)Die Randbedingung (3.13) gilt nur f�ur ein einzelnes Kolloid. Sie kann wie s
hon obenerw�ahnt trivial auf den Fall zweier Kolloide erweitert werden, siehe Abs
hnitt 9.2.
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4 Glei
hf�ormige Bewegung eines KolloidsHier werde i
h den Fall eines geradlinig mit konstanter Ges
hwindigkeit dur
h eine Po-lymerl�osung bewegten Kolloids betra
hten. In diesem Kapitel sind alle Gr�o�en dimensi-onslos gem�a� Abs
hnitt 3.2. I
h werde zun�a
hst die station�are L�osung der Di
htevertei-lung bestimmen, also ist ���t = 0. Den Ein
uss des Kolloids auf das Str�omungsfeld desL�osungsmittel werde i
h erst in Abs
hnitt 4.2 ber�u
ksi
htigen, zun�a
hst werde i
h diesenwie in [12℄ verna
hl�assigen. Dies ist der Grenzfall eines unendli
h kleinen Kolloids odereines siebartigen Kolloids, dessen Mas
hen viel gr�o�er als die L�osungsmittelteil
hen undviel kleiner als die Polymere sind.4.1 Grenzfall RK ! 0Das Ges
hwindigkeitsfeld u ist homogen,u(r) = �u � ez : (4.1)Das Koordinatensystem ist wie in Abbildung 2.1 gew�ahlt. F�ur das Str�omungsfeld (4.1)und ���t = 0 reduzieren si
h die Glei
hungen (3.12) und (3.13) zuu��(r)�z +��(r) = 0 ; (4.2)�u êr � êz �(r) + ��(r)�r �����r=1 = 0 : (4.3)Da das System Zylindersymmetrie aufweist, ist � unabh�angig von � und diese Glei
hun-gen lauten in Kugelkoordinatenu�
os ����r � sin �r �����+ �2��r2 + 2r ���r + 1r2 ��2���2 + 
ot ������ = 0 ; (4.4)�u 
os � �+ ���r�����r=1 = 0 : (4.5)Dieses Glei
hungssystem ist ni
ht einfa
h analytis
h zu l�osen, da der L�osungsmittel
ussdie Kugelsymmetrie des Kolloids bri
ht. I
h werde folgende L�osungsans�atze ma
hen:1. Entwi
klung um u = 0, mit der i
h die L�osung f�ur u� 1 bestimmen kann.2. Entwi
klung der Di
hte in Kugel
�a
henfunktionen und numeris
he L�osung derdaraus entstehenden Glei
hungen f�ur die KoeÆzienten der Kugel
�a
henfunktionen.3. Lokale L�osung der Glei
hung f�ur � = 0 und � = �, mit der i
h das Abklingverhaltender Di
hte vor und hinter dem Kolloid bestimmen kann. 17



4 Glei
hf�ormige Bewegung eines Kolloids4.1.1 Entwi
klung um u = 0Da u dimensionslos ist, werde i
h die Di
hte �(r; �) in eine Taylorreihe um u = 0 ent-wi
keln, �(r; �;u) = �0 + u�1 + u2�2 + : : : ; (4.6)und dabei die KoeÆzienten einer Ordnung in u verglei
hen.Nullte OrdnungIn nullter Ordnung kommt nur �0 in den Glei
hungen vor:��0 = 0 ; (4.7)��0�r ����r=1 = 0 : (4.8)Dieses System hat nur eine Konstante als L�osung, also die Di
hte der Polymere imRuhezustand. Da in Glei
hung (3.12) die Di
hte in Einheiten der Di
hte im Ruhezustandges
hrieben ist, ist �0 = 1.Erste OrdnungNun werden die KoeÆzienten der Ordnung u1 betra
htet. Der Term �uber der ges
hweif-ten Klammer ist Null, da �0 weder von r no
h von � abh�angt,�
os ���0�r � sin �r ��0�� �| {z }=0 +��1 = 0 ; (4.9)�
os � �0 + ��1�r �����r=1 = 0 : (4.10)I
h muss also die Lapla
e-Glei
hung f�ur �1 l�osen. Ein vollst�andiger Satz von Eigenfunk-tionen sind die Legendre-Polynome Pl(
os �). Die allgemeine L�osung lautet�1(r; �) = 1Xl=0 �C1l rl + C2l r�l�1� Pl(
os �) : (4.11)Da aber die �i (au�er �0) f�ur r !1 gegen Null gehen m�ussen, sind alle C1l glei
h Null.Aus Glei
hung (4.10) geht hervor, dass �1 proportional zu 
os � = P1(
os �) sein muss,und da die Pl(
os �) orthogonal in 
os � 2 [�1; 1℄ sind, ist nur C21 unglei
h Null. Mit�0 = 1 ergibt si
h �1(r; �) = 12 r2 
os � : (4.12)18



4.1 Grenzfall RK ! 0Zweite OrdnungDie KoeÆzienten der Ordnung u2 sind�
os ���1�r � sin �r ��1�� �+��2= � 1r3P2(
os �) + ��2 = 0 ; (4.13)�
os � �1 + ��2�r �����r=1 = 0 : (4.14)Die homogene L�osung der Glei
hung (4.13) ist wieder von der Form (4.11). Die spezielleL�osung ist �s2 = � 16 rP2(
os �) : (4.15)Mit der Rekursionsformel (4.22) f�ur 
os � Pl(
os �) ist aus der Randbedingung (4.14)ersi
htli
h, dass �2 nur P2 und P0 enth�alt, da �1 nur P1 enth�alt. Es ergibt si
h �2 zu�2(r; �) = 16 r +� 16 r3 � 16 r�P2(
os �) : (4.16)Dritte Ordnung, Abbru
h der Entwi
klungIn Ordnung u3 sind die Glei
hungen:�
os ���2�r � sin �r ��2�� �+��3= � 310 r2 � 12 r4�P3(
os �)� 310 r2P1(
os �) + ��3 = 0 ; (4.17)�
os � �2 + ��3�r �����r=1 = 0 : (4.18)Die spezielle L�osung von Glei
hung (4.17) ist�s3 = � 140 � 120 r2�P3(
os �)� 320P1(
os �) : (4.19)�s3 erf�ullt die Randbedingung bei r !1 ni
ht. Der konstante Term in (4.19) kann au
hni
ht mit homogenen L�osungen annulliert werden, da diese f�ur zum Beispiel P3 von derForm 
1r3 + 
2r�4 sind, also keinen konstanten Term enthalten. �s4(r) enth�alt Terme/ r1, �s5(r) Terme / r2 usw. Deshalb werde i
h die Entwi
klung hier abbre
hen.Wie sp�ater no
h ersi
htli
h wird, ist die Funktion � � 1 bei � = 0 proportional zue�ur. Bei Entwi
klung dieses Faktors um u = 0 treten nur positive Potenzen von r auf,die Reihe erf�ullt au
h nie die Randbedingung bei r !1, obwohl die Funktion e�ur diestut. Die Funktion e�u r hat eine wesentli
he Singularit�at bei r !1. Die Funktion e�u=�mit � = 1r ist aufgrund dieser wesentli
hen Singularit�at um � = 0 ni
ht entwi
kelbar.Man k�onnte die Entwi
klung also fortf�uhren mit dem Ziel, eine L�osung f�ur kleineAbst�ande r zu bekommen. Da aber jetzt positive Potenzen von r auftau
hen, gibt es19



4 Glei
hf�ormige Bewegung eines Kolloidskeinen Grund mehr, die positiven Potenzen der homogenen L�osungen zu ignorieren. Esgibt also immer zwei m�ogli
he homogene L�osungen, weshalb die eine Randbedingung beir = 1 ni
ht ausrei
ht, um die L�osung eindeutig zu bestimmen.F�ur u � 1 ist die erste Ordnung dieser Entwi
klung jedo
h zumindest in der N�ahedes Kolloids eine gute Approximation, wie i
h in Abs
hnitt 4.1.4 dur
h Verglei
h mitnumeris
hen Ergebnissen zeigen werde.4.1.2 Entwi
klung in Kugel
�a
henfunktionenDa das System Zylindersymmetrie aufweist, also �(r; �; �) = �(r; �) gilt, reduzieren si
hdie Kugel
�a
henfunktionen auf die Legendre-Polynome:�(r; �) = 1Xl=0 Al(r)Pl(
os �) : (4.20)Eine sol
he Entwi
klung ist sinnvoll, da die Legendre-Polynome vollst�andig und ortho-gonal auf dem betra
hteten Intervall 
os � 2 [�1; 1℄ sind.Glei
hung (4.20) setze i
h nun in die Di�erentialglei
hung (4.4) ein, wobei i
h folgendeRekursionsformeln benutze, die zum Beispiel in [5℄ na
hges
hlagen werden k�onnen:sin � �Pl(
os �)�� = l [
os � Pl(
os �)� Pl�1(
os �)℄ ; (4.21)
os � Pl(
os �) = (l + 1)Pl+1(
os �) + l Pl�1(
os �)2l + 1 ; (4.22)� �2��2 + 
ot � ���� Pl(
os �) = �l(l + 1)Pl(
os �) : (4.23)(4.4) wird also zu1Xl=0(u �A0l (l + 1)Pl + l Pl�12l + 1 � lr Al �(l + 1)Pl+1 + l Pl�12l + 1 � Pl�1��+A00l Pl + 2r A0l Pl � l (l + 1)r2 Al Pl) = 0 : (4.24)Aufgrund der Orthogonalit�at der Legendre-Polynome kann die Summe in einen Satzvon Glei
hungen umges
hrieben werden, von denen jede nur das Polynom einer Ordnungl enth�alt. Zum Beispiel wird der Term lr Al Pl�1 in die Glei
hung der Ordnung l � 1eingeordnet, in der Glei
hung der Ordnung l kommt derselbe Term aus der Ordnungl + 1 und lautet dort l+1r Al+1 Pl. Die l-te Glei
hung ist gegeben dur
hu( l2l � 1 A0l�1 + l + 12l + 3 A0l+1+1r �� l (l � 1)2l � 1 Al�1 +�l + 1� (l + 1)22l + 3 � Al+1�)+A00l + 2r A0l � l (l + 1)r2 Al = 0 : (4.25)20



4.1 Grenzfall RK ! 0Auf glei
he Weise l�asst si
h die Randbedingung bei r = 1 in einen Satz von Randbedin-gungen ums
hreiben, die l-te Glei
hung lautet"u � l2l � 1 Al�1 + l + 12l + 3 Al+1�+A0l#�����r=1 = 0 : (4.26)F�ur r !1 m�ussen alle Al(r) au�er A0(r) gegen Null gehen. Da in den Glei
hungen Almit Al+1 und Al�1 gekoppelt ist, ist das System nur numeris
h l�osbar, wenn die Reihebei einem bestimmten l = N abgebro
hen wird. Zu bea
hten ist hierbei, dass in denbeiden Glei
hungen mit l = N die Glieder Al+1 weggelassen werden. Es ergeben si
h aufdiese Weise N + 1 Glei
hungen f�ur N + 1 KoeÆzienten.4.1.3 Numeris
he L�osung des Glei
hungssystemsDas Glei
hungssystem (4.25), (4.26) habe i
h mithilfe des Programmes AUTO 2000numeris
h gel�ost. Das Programm beginnt bei der L�osung f�ur u = 0 (� = �1) undverfolgt die L�osung als Funktion des Parameters u.Da numeris
h nur endli
he Intervalle betra
htet werden k�onnen, habe i
h die Inter-vallgr�o�e 100R gew�ahlt, das hei�t, bei r = 101 wurde die Randbedingung bei r ! 1eingesetzt.Bis zu wel
her Ordnung N muss man in der Entwi
klung der Di
hte gehen, umverl�assli
he Ergebnisse zu bekommen? Es zeigt si
h, dass die OrdnungN gr�o�er als u seinmuss. Dies ist in Abs
hnitt 4.1.5 anhand der Di
hte direkt vor dem Kolloid diskutiert.F�ur die folgenden Plots wurde N stets ausrei
hend gro� gew�ahlt.4.1.4 Test der Entwi
klung um u = 0Die erste Ordnung der Entwi
klung um u = 0 werde i
h in Kapitel 5 f�ur die Bere
hnungder Di�usionskonstante eines Kolloids in einer Polymerl�osung benutzen. Deshalb teste i
hihre G�ultigkeit f�ur u� 1. S
hreibt man die Entwi
klung (4.6) als Summe von Legendre-Polynomen, erh�alt man als KoeÆzienten:Al(r) = Æl;0 + u 12r2 Æl;1 +O(u2) : (4.27)In Abbildung 4.1 ist ersi
htli
h, dass f�ur u� 1 der KoeÆzient A1(r) dominiert. Die ni
htgeplotteten Al(r) mit l > 2 sind ebenfalls verna
hl�assigbar klein. Au
h der funktionaleVerlauf von A1(r) ist gut dur
h (4.27) gegeben. F�ur gr�o�ere Ges
hwindigkeiten stimmtdies nat�urli
h ni
ht. Die Entwi
klung ist also gut f�ur u� 1.4.1.5 Diskussion der ErgebnisseKonturplotAbbildung 4.2 zeigt einen Konturplot der Di
hteverteilung f�ur u = 10. Die Di
hte istmaximal direkt vor und minimal direkt hinter dem Kolloid. 21



4 Glei
hf�ormige Bewegung eines Kolloids
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Abbildung 4.1: Numeris
he Ergebnisse f�ur die Entwi
klungskoeÆzienten von � f�ur u =0:1 vergli
hen mit (4.27).Di
hte am Staupunkt als Funktion von uAbbildung 4.3 zeigt die Di
hte am Staupunkt (r = 1, � = 0). Sie ist nahezu linearin u. I
h habe die numeris
hen L�osungen mit vers
hiedenen N sowie die analytis
heN�aherung aus Abs
hnitt 4.1.6 aufgetragen. Die Kurven wei
hen bei ungef�ahr u = N vonder analytis
hen N�aherung ab. F�ur u > N sind die L�osungen also ungenau. Interessantist no
h, dass die Kurven mit ungeradem N na
h oben abwei
hen, die mit geradem Nna
h unten.Di
hte vor dem Kolloid als Funktion von rAbbildung 4.4 zeigt die Di
hte vor dem Kolloid als Funktion von r. Mit steigendem usteigt die Kontaktdi
hte, die Di
hte f�allt aber au
h s
hneller mit r ab. In Abs
hnitt 4.1.6wird gezeigt, dass die Di
hte vor dem Kolloid mit e�u r=r2 abf�allt.Di
hte direkt hinter dem Kolloid als Funktion von uDie Di
hte direkt hinter dem Kolloid (r = 1, � = �) ist in Abbildung 4.5 gezeigt. Dieanalytis
he N�aherung aus Abs
hnitt 4.1.6 sowie die Entwi
klung um u = 0 in Abs
hnitt4.1.1 sind nur f�ur kleine u gut. Die Di
hte direkt hinter dem Kolloid geht f�ur u ! 1gegen Null.Di
hte hinter dem Kolloid als Funktion von rAbbildung 4.6 zeigt die Di
hte hinter dem Kolloid. Die einzelnen Kurven s
hneiden si
hni
ht und fallen algebrais
h ab, siehe Abs
hnitt 4.1.6.22



4.1 Grenzfall RK ! 0
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 2Abbildung 4.2: Konturplot der Di
hteverteilung �(r). Das Kolloid wird von links na
hre
hts mit Ges
hwindigkeit u = 10 bewegt. Die Konturlinien gehen von0:1 bis 1:5 mit S
hrittweite 0:1. Die wei�e Kreis
�a
he ist die verboteneZone.Di
hte an der Seite des Kolloids als Funktion von rAbbildung 4.7 zeigt die Di
hte an der Seite des Kolloids. Die Ableitung ���r bei r = 1 istNull, wie von der Randbedingung gefordert. Alle Kurven haben deshalb Wendepunkte.Der Abstand der Wendepunkte vom Mittelpunkt des Kolloids kann aus den Minima derAbleitungen der Al bestimmt werden, die au
h von AUTO 2000 ausgegeben werden.Abbildung 4.8 zeigt einen Plot des Abstands des Wendepunkte als Funktion von u.F�ur u ! 1 s
heint der Wendepunkt gegen r = 1 zu gehen, also unendli
h nahe an dieverbotene Zone heran. F�ur u! 0 konvergiert er gegen r = p2. Mit der zweiten Ordnungder Entwi
klung in u (die erste Ordnung vers
hwindet bei � = �=2) ergibt si
h f�ur u! 0�(r; � = �=2) = 1 + u2 � 16 r +� 16 r3 � 16 r� P2(
os �=2)�= 1 + u2 � 312 r � 112 r3� : (4.28)Daraus ergibt si
h die Position des Wendepunktes,�2�(r; � = �=2)�r2 = u2� 12 r3 � 1r5� ;rW = p2 : (4.29)Dies stimmt gut mit Abbildung 4.8 �uberein. 23



4 Glei
hf�ormige Bewegung eines Kolloids
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Abbildung 4.3: Polymerdi
hte am Staupunkt (r = 1, � = 0) als Funktion von u. Diedur
hgezogene Linie ist die analytis
he N�aherung aus Abs
hnitt 4.1.6.Kontaktdi
hte bei r = 1 als Funktion von �Abbildung 4.9 zeigt die Kontaktdi
hte als Funktion von �. Interessant ist der Winkel �s,bei dem �(r = 1; �) die Gerade � = 1 s
hneidet. Wenn die Ges
hwindigkeit u gegen Nullgeht, geht �s gegen �=2, siehe die erste Ordnung in u in (4.12). F�ur ansteigendes u wird�s zun�a
hst gr�o�er als �=2, errei
ht diesen Wert aber wieder f�ur u!1. Im Extremfallu =1, der D = 0 entspri
ht, sieht die Di
hteverteilung wie in Abbildung 4.11 aus. Dortist �s = �=2. Die Polymere di�undieren gar ni
ht mehr. Die Di
hte am Staupunkt istunendli
h gro�. Alle Polymere, die si
h in der Bahn des Kolloids be�nden, werden zurSeite gedr�angt auf einen unendli
h d�unnen Berei
h. Deshalb ist die Di
hte dort ebenfallsunendli
h. Das Integral von ��1 �uber diesen Berei
h sollte aber endli
h sein. Die Anzahlder Polymere, die vor dem Polymer angestaut werden, ist ebenfalls endli
h. Dies ist inAbs
hnitt 4.1.6 diskutiert.Abbildung 4.10 zeigt den Winkel, bei dem die Polymerdi
hte glei
h der Ruhedi
hteist. Man sieht die oben bes
hriebene Entwi
klung, wobei der Limes f�ur u ! 1 sehrlangsam errei
ht wird.
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4.1 Grenzfall RK ! 0
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Abbildung 4.4: Polymerdi
hte vor dem Kolloid als Funktion des Abstands.
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Abbildung 4.5: Polymerdi
hte direkt hinter dem Kolloid als Funktion von u. Die u-A
hseist logarithmis
h. Die dur
hgezogene Linie kommt aus der analytis
henN�aherung in Abs
hnitt 4.1.6, die gestri
helte Linie kommt aus der Ent-wi
klung um u = 0 in Abs
hnitt 4.1.1.
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Abbildung 4.6: Polymerdi
hte hinter dem Kolloid als Funktion des Abstands.
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Abbildung 4.7: Polymerdi
hte an der Seite des Kolloid als Funktion des Abstands.
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4.1 Grenzfall RK ! 0
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Wendepunkt
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uAbbildung 4.8: Position des Wendepunktes als Funktion von u.
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Abbildung 4.9: Kontaktdi
hte (r = 1) als Funktion von �. In dem kleinen Auss
hnittist der Berei
h der S
hnittpunkte mit � = 1 vergr�o�ert dargestellt. DerS
hnittwinkel f�ur u = 30 ist kleiner als der f�ur u = 20.
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uAbbildung 4.10: S
hnittwinkel der Kontaktdi
hte mit � = 1. Der Punkt bei u = 0 (Kreis)stammt aus der Entwi
klung um u = 0.
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Abbildung 4.11: Skizze der Di
hteverteilung im Fall u =1, D = 0.
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4.1 Grenzfall RK ! 04.1.6 Lokale analytis
he L�osungDie Glei
hung (3.12) kann f�ur u(r) = �u êz in Zylinderkoordinaten z; R; � separiertwerden. In diesem Abs
hnitt steht R stets f�ur die radiale Koordinate in Zylinderkoordi-naten, ni
ht wie sonst f�ur den Radius der verbotenen Zone,u���z + �2��z2 + 1R ��R �R ���R� = 0 : (4.30)Mit dem Separationsansatz �(z;R) = �(z)	(R) wird (4.30) zuu��(z)�z + �2�(z)�z2�(z)| {z }=� + 1R ��R �R �	(R)�R �	(R)| {z }=�� = 0 : (4.31)Der linke Term h�angt ni
ht von R, der re
hte ni
ht von z ab und man s
hreibtu��(z)�z + �2�(z)�z2 = ��(z) ; (4.32)1R ��R �R �	(R)�R � = ��	(R) : (4.33)Glei
hung (4.33) hat dabei nur f�ur � > 0 L�osungen, die weder f�ur R! 0 no
h f�ur R!1divergieren. Die einzige L�osung, die beide Bedingungen erf�ullt, ist die Besselfunktionerster Art, 	(R) = J0(p�R) : (4.34)Sie geht gegen Null f�ur R ! 1 und gegen 1 f�ur R ! 0. Glei
hung (4.32) hat dieL�osungen �(z) = 
1(�) e�u�pu2+4�2 z + 
2(�) e�u+pu2+4�2 z : (4.35)F�ur z !1 muss 
2(�) = 0 und f�ur z ! �1 muss 
1(�) = 0 sein. Die allgemeine L�osungist eine Superposition aller m�ogli
hen L�osungen. Da die Funktionen (4.34) und (4.35)f�ur gro�e Abst�ande gegen Null gehen, muss i
h die Ruhedi
hte no
h addieren,�(z > 0; R) = 1 + 1Z0 d� 
1(�) e�u�pu2+4�2 z J0(p�R) ; (4.36)�(z < 0; R) = 1 + 1Z0 d� 
2(�) e�u+pu2+4�2 z J0(p�R) : (4.37)Ein �aquivalentes Ergebnis wurde in [12℄ mithilfe einer Hankel-Transformation hergeleitet.Die Wahl des �Ubergangs zwis
hen den beiden L�osungen (hier bei z = 0 gew�ahlt) istbeliebig. I
h sehe keine Bedingung f�ur seine Position. Der Grund ist, dass die Randbe-dingung bei r!1 ni
ht separierbar ist.Die Aufgabe besteht nun darin, die Funktionen 
1(�) und 
2(�) mit Hilfe der Rand-bedingung bei z2 +R2 = 1 zu bestimmen. Diese Randbedingung ist jedo
h in Zylinder-koordinaten ebenfalls ni
ht separierbar. Deshalb ist dies nur f�ur R = 0 mithilfe einerEntwi
klung in � gelungen. 29



4 Glei
hf�ormige Bewegung eines KolloidsN�aherungsl�osung f�ur �(z > 1; R = 0)F�ur R = 0 wird die Randbedingung (4.5) zu�u�+ ���z�����z=1 = 0 : (4.38)Mit der L�osung (4.36) und J0(0) = 1 wird diese Randbedingung zuu+ 1Z0 d� 
1(�) e�u�pu2+4�2  �u�pu2 + 4�2 + u! = 0 : (4.39)Da der Integrand mit � exponentiell abnimmt, nehme i
h an, dass haupts�a
hli
h kleineWerte von � zum Integral beitragen und ma
he folgende Entwi
klungen:e�u�pu2+4�2 = e�u��u+O(�2) ; (4.40)�u�pu2 + 4�2 + u = ��u +O(�2) ; (4.41)
1(�) = a �u +O(�2) : (4.42)Dass 
1 keinen konstanten Term hat, kann i
h ni
ht von vornherein begr�unden. DasErgebnis mit einem konstanten Term stimmt aber mit meinen anderen Ergebnissen ni
ht�uberein. Ein konstanter Term in 
1 w�urde eine 1z -Abh�angigkeit der Di
hte f�ur u �1 ergeben. Dies ist aber im Widerspru
h zu den numeris
hen Ergebnissen sowie derEntwi
klung um u = 0. Dies gilt ebenfalls f�ur z < �1 weiter unten.Wenn i
h diese Entwi
klungen einsetzte, kann i
h a bere
hnen,1Z0 d� e�u��u a �2u2 != u ;2u e�u a = u ;a = 12 eu ; (4.43)
1(�) = 12 eu �u +O(�2) : (4.44)Damit kann i
h in dieser N�aherung die Di
hte �(z > 1; R = 0) bestimmen:�(z > 1; R = 0) = 1 + 12 eu 1Z0 d� e(�u��u )z �u= 1 + u2 eu�uz 1z2 : (4.45)Die Di
hte am Staupunkt (z = 1, R = 0) nimmt in dieser N�aherung proportional zuu zu. Dies ist in Abbildung 4.3 zusammen mit numeris
hen Ergebnissen aufgetragen.�(z > 1; R = 0) nimmt wie e�uz=z2 mit dem Abstand ab.30



4.1 Grenzfall RK ! 0Da dieser Abfall ni
ht rein exponentiell ist, kann keine Abfalll�ange im typis
hen Sinneangegeben werden. Man kann jedo
h trotzdem den Abstand �vorne von der Kugel, beidem der Di
hte�ubers
huss (�� 1) auf 1=e des Kontaktwertes abgefallen ist, bere
hnen,�(1; 0)� [(�vorne + 1); 0℄ = e ;e�u = e1�u (�vorne+1) 1(�vorne + 1)2 ;�u = 1� u(�vorne + 1)� 2 ln(�vorne + 1) :Da �vorne ! 0 f�ur u!1, s
hreibe i
h ln(1 + �vorne) � �vorne und erhalte�u = 1� u(�vorne + 1)� 2�vorne ;�vorne = 12 + u : (4.46)N�aherungsl�osung f�ur �(z < �1; R = 0)F�ur die Di
hte hinter dem Kolloid kann in glei
her Weise eine N�aherungsl�osung erstelltwerden. Dabei benutze i
h (4.37) mit R = 0 , die Randbedingung lautet nun��u�� ���z�����z=�1= �u+ 1Z0 d� 
2(�) e+u�pu2+4�2  ��u+pu2 + 4�2 � u! = 0 : (4.47)I
h werde wie in Abs
hnitt 4.1.6 alle Funktionen in � entwi
keln,e+u�pu2+4�2 = e��u+O(�2) ; (4.48)��u+pu2 + 4�2 � u = ��u+ �u�+O(�2) ; (4.49)
2(�) = b �u +O(�2) : (4.50)Mit demselben Argument wie vorher muss der konstante Term in 
2 vers
hwinden. bergibt si
h aus 1Z0 d� e��u (u+ �u ) b �u != �u ;b u (u+ 2) = �u ;b = � 12 + u ; (4.51)
2(�) = � 12 + u �u +O(�2) : (4.52)31



4 Glei
hf�ormige Bewegung eines KolloidsDie Di
hte hinter dem Kolloid ist damit gegeben dur
h�(z < �1; R = 0) = 1� 12 + u 1Z0 d� e��u z �u= 1� u2 + u 1z2 : (4.53)Diese Funktion bei z = �1 ist in Abbildung 4.5 mit dem numeris
hen Ergebnis aufge-tragen.G�ultigkeitsberei
he der N�aherungenDie L�osungen (4.45) und (4.53) sind in erster Ordnung in u glei
h der jeweiligen L�osungder Entwi
klung um u = 0 aus (4.12),�(z > 1; R = 0) = 1 + u2 z2 eu�uz = 1 + u2 z2 +O(u2) ; (4.54)�(z < �1; R = 0) = 1� u2 + u 1z2 = 1� u2 z2 +O(u2) : (4.55)F�ur u ! 0 sind diese L�osungen also g�ultig. Die L�osung (4.45) f�ur die Di
hte vor demKolloid ist ebenfalls im Grenzfall u!1 g�ultig. Um dies zu pr�ufen, setzte i
h sie in dieDi�erentialglei
hung (4.30) ein,u���z + �2��z2 = eu�uz �u3� 12 z2 � 12 z2�+ u2z3 + 3uz4 � : (4.56)Der Term in Ordnung u3 auf der re
hten Seite vers
hwindet. Der Ausdru
k (4.45) l�ostalso die Di�erentialglei
hung im Grenzfall u!1. Die Randbedingung (4.38) wird von(4.45) f�ur alle u erf�ullt,�u �+ ���z�����z=1 = u+ 12 u2 � 12 u2 � u = 0 : (4.57)Die L�osung (4.45) ist also ebenfalls im Grenzfall u!1 g�ultig.Die L�osung (4.53) gilt jedo
h nur im Grenzfall u ! 0. F�ur gr�o�ere u werden Termeh�oherer Ordnung in 
2(�) relevant. Ein Term �n in 
2(�) ergibt die Potenzen z�n�1 in�, in erster Ordnung also z�2. Allerdings kann i
h in h�oherer Ordnung die einzelnenKoeÆzienten ni
ht mehr bestimmen. F�ur gr�o�ere u kann i
h eine Laurentreihe in r gutan die Funktion �(z < �1; R = 0) an�tten, siehe Abbildung 4.14.Anzahl angestauter Polymere f�ur u!1Die Anzahl �ubers
h�ussiger Polymere in der N�ahe des Kolloids bere
hnet man mit fol-gendem Integral: 2�Z0 d� �1Z0 sin � d� 1Z1 r2 dr (�� 1) : (4.58)32



4.1 Grenzfall RK ! 0Der Winkel �1 gibt an, �uber wel
hen Berei
h die Polymere gez�ahlt werden. M�o
hteman die Anzahl der Polymere bere
hnen, die vor dem Kolloid angestaut werden, so ist�1 = �=2. F�ur die Mittelung des Polymer�ubers
husses �uber die gesamte Umgebung desKolloids w�urde man �1 = � w�ahlen. Letzteres Integral ist in Abs
hnitt 4.2.4 �uber denPolymer-Transport bere
hnet. Ob das Integral (4.58) f�ur beliebiges �1 < �=2 im Grenzfallu ! 1 divergiert, kann mit der L�osung (4.45) abges
h�atzt werden. Die Polymerdi
hteist bei � = 0 am gr�o�ten, deshalb ist das Integral �uber r bei � = 0 in (4.58) ammeisten gef�ahrdet bez�ugli
h einer m�ogli
hen Divergenz f�ur u ! 1. Bei � = 0 sind dieKoordinaten z und r identis
h, deshalb ersetzte i
h z in (4.45) dur
h r. Damit ist diesesIntegral gegeben dur
h1Z1 r2 dr [�(r; � = 0)� 1℄ = 1Z1 dr u2 eu�u r = 12 : (4.59)Es ist stets endli
h. Deshalb kann man davon ausgehen, dass die Anzahl angestauterPolymere endli
h ist f�ur u ! 1. Dies ist s
hon bemerkenswert, da der station�are Zu-stand erst na
h unendli
h langer Zeit eintritt. Man k�onnte auf die Idee kommen, dassein Kolloid, das unendli
h lang mit unendli
her Ges
hwindigkeit bewegt wurde au
h un-endli
h viele Polymere vor si
h angestaut hat. Dies ist aber ni
ht der Fall. Die obigenArgumente gelten ni
ht f�ur die L�osung aus der Entwi
klung um u = 0, da diese mit 1=r2zu langsam abf�allt. Das in Abs
hnitt 4.2.4 numeris
h bere
hnete Integral mit �1 = � iststets von O(1).4.1.7 Verglei
h der analytis
hen und numeris
hen L�osungenHier werde i
h in den analytis
hen L�osungen (4.45) und (4.53) z dur
h r ersetzen.Di
hte am Staupunkt als Funktion von uAus der analytis
hen N�aherung in Abs
hnitt 4.1.6 ergab si
h die Di
hte am Staupunktzu �(r = 1; � = 0) = 1 + u2 : (4.60)Dieses Ergebnis ergab si
h au
h aus der ersten Ordnung der Entwi
klung um u = 0in (4.12). In Abbildung 4.3 ist (4.60) mit den numeris
hen L�osungen aufgetragen. Mansieht, dass die N�aherung im gesamten Berei
h von u gut mit den numeris
hen Werten�ubereinstimmt.Di
hte vor dem Kolloid als Funktion von rDie analytis
he N�aherung aus Abs
hnitt 4.1.6, �(r; � = 0) = 1+ u2 r2 exp(u�u r), stimmtgut mit den numeris
hen Ergebnissen �uberein, siehe Abbildung 4.12.Di
hte direkt hinter dem Kolloid als Funktion von uHier ergab si
h aus der analytis
hen N�aherung in Abs
hnitt 4.1.6�(r = 1; � = �) = 1� u2 + u : (4.61)33



4 Glei
hf�ormige Bewegung eines Kolloids
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Abbildung 4.12: Verglei
h der Di
hte vor dem Kolloid als Funktion des Abstands inder analytis
hen N�aherung (Linien) und aus der numeris
hen L�osung(Symbole).In Abbildung 4.5 ist (4.61) zusammen mit der L�osung aus der Entwi
klung um u = 0aufgetragen. Man sieht, dass beide N�aherungen nur f�ur u� 1 gut sind.Di
hte hinter dem Kolloid als Funktion von rDie L�osung �(r; �) = 1 � u(2+u) r2 aus Abs
hnitt 4.1.6 gilt nur f�ur kleine Ges
hwindig-keiten, siehe Abbildung 4.13. F�ur gr�o�ere Ges
hwindigkeiten und kleine r l�asst si
h eineLaurentreihe, die mit 1=r2 beginnt, gut an�tten. Allerdings gibt die Reihe das Verhaltenf�ur r ! 1 ni
ht korrekt wieder. Bei einem Fit mit einer bei 1=r beginnenden Reiheh�atte der 1=r-Term einen sehr kleinen KoeÆzienten 0:1. Ein 1=r Term w�urde aus einemkonstanten Term von 
2(�) in Abs
hnitt 4.1.6 kommen. Dies st�utzt die Annahme, dass
2(�) keinen konstanten Term hat. Siehe Abbildung 4.14.
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4.1 Grenzfall RK ! 0
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Abbildung 4.13: Verglei
h zwis
hen der Di
hte hinter dem Kolloid als Funktion des Ab-stands in der analytis
hen N�aherung (Linien) und aus der numeris
henL�osung (Symbole).
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Abbildung 4.14: Di
hte hinter dem Kolloid als Funktion des Abstands. Der Fit der Lau-rentreihe passt sehr gut.
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4 Glei
hf�ormige Bewegung eines Kolloids4.2 Endli
her Kolloidradius RKDas im vorigen Abs
hnitt verwendete Str�omungsfeldu = �u êz = �u 
os � êr + u sin � ê� (4.62)entspri
ht einem unendli
h kleinen Kolloid. Das Feld um ein Kolloid mit endli
hemRadius RK ist gegeben dur
h [2℄ur(r; �) = �u 
os � �1� 3RK2r + R3K2r3� ;u�(r; �) = u sin � �1� 3RK4r � R3K4r3� : (4.63)F�ur r ! 1 gehen die beiden Str�omungsfelder (4.62) und (4.63) ineinander �uber. DaL�angen in Einheiten des Radius R = RK + RP der verbotenen Zone gemessen werden,bewegt si
h das dimensionslose RK zwis
hen Null und Eins.4.2.1 Entwi
klung um u = 0Genau wie in Abs
hnitt 4.1.1 entwi
kle i
h die Di
hteverteilung um u = 0. In dieserEntwi
klung kann man den Trend der Abh�angigkeit der L�osung von RK sehen,�(r; �;u) = �0 + u �1(r; �) +O(u2) : (4.64)Die nullte Ordnung ist genau wie vorher konstant glei
h �0 = 1. Die erste Ordnungergibt si
h aus �u �r�0| {z }=0 +u��1 = 0 : (4.65)�1 ist also wieder L�osung der Lapla
e-Glei
hung,�1(r; �) = 1Xl=0(C1l rl + C2l r�l�1)Pl(
os �) : (4.66)Die Randbedingung bei r !1 ist nur erf�ullt, wenn alle C1l = 0 sind. Die Randbedingungbei r = 1 lautet ��ur �0 + u ��r�1�����r=1 = 0 ; (4.67)�
os ��1� 32RK + 12R3K� �0 + ��r�1�����r=1 = 0 : (4.68)Die Randbedingung wird also nur f�ur �1 / 
os � = P1(
os �) erf�ullt. Damit bleibt nurder KoeÆzient C21 �ubrig, den i
h mithilfe von (4.68) bestimmen kann,C21 = 12 �1� 32RK + 12R3K� : (4.69)36



4.2 Endli
her Kolloidradius RKDie Polymerdi
hte ist demna
h gegeben dur
h�(r; �) = 1 + u 12r2 �1� 32RK + 12R3K� 
os � +O(u2) : (4.70)Damit ist f�ur u � 1 die angestaute Di
hte proportional zu ur(r = 1; � = 0), derStr�omungsges
hwindigkeit des L�osungsmittels am Staupunkt.4.2.2 Entwi
klung in Kugel
�a
henfunktionenWird (4.63) in Glei
hung (3.12) eingesetzt und diese wie oben in N + 1 Glei
hungenumges
hrieben, so erh�alt man f�ur die Glei
hung mit Index l:u(�1� 3RK2r + R3K2r3 � � l2l � 1A0l�1 + l + 12l + 3A0l+1�+1r �1� 3RK4r � R3K4r3 � �� l(l � 1)2l � 1 Al�1 +�l + 1� (l + 1)22l + 3 �Al+1�)+A00l + 2rA0l � l(l + 1)r2 Al = 0 : (4.71)F�ur die Randbedingung (3.13) ergibt si
h�u�1� 3RK2 + R3K2 �� l2l � 1Al�1 + l + 12l + 3Al+1�+A0l�����r=1 = 0 : (4.72)Das Glei
hungssystem (4.71), (4.72) habe i
h wieder mit AUTO 2000 gel�ost.4.2.3 Diskussion der Abh�angigkeit der Di
hte von RKDer Di
hteanstau ist maximal f�ur den Fall RK = 0 (siehe voriger Abs
hnitt) und minimalf�ur RK = 1. Im letzteren Fall sind die Polymere unendli
h klein, verhalten si
h alsogenauso wie die Wassermolek�ule und werden deshalb ni
ht angestaut, �(r;RP = 0) = 1.Da in diesem Fall u(r = 1) = 0 ist, wird die Randbedingung (3.13) von � = 1 erf�ullt. Inden Abbildungen 4.15 und 4.16 ist die Di
hte am Staupunkt als Funktion von RK f�uru = 1 beziehungsweise u = 10 aufgetragen. Man sieht, dass bereits f�ur ein System, indem die Polymere glei
h gro� wie das Kolloid sind (RK = 12), der Anstau nur no
h etwa30 % des Wertes f�ur das ungest�orte Str�omungsfeld betr�agt. Die Hydrodynamik ist f�urreale Systeme also sehr wi
htig.4.2.4 Polymer-Transport des KolloidsEine interessante Frage ist, wie viele Polymere vom Kolloid im station�aren Zustandmitgezogen werden. Dazu wird der Polymer
uss dur
h eine zur Bewegungsri
htungdes Kolloids senkre
hte Wand betra
htet. Die Wand ruht dabei im Ruhesystem desL�osungsmittels bei z0 = 0 in der x0y0-Ebene. Dabei bedeuten die 0, dass es si
h umKoordinaten im Ruhesystem des L�osungsmittels handelt.Im Ruhesystem des Kolloids ist im station�aren Zustand die Polymerdi
hte �(r) zeit-li
h konstant. In diesem System ist der Polymerstrom j divergenzfrei. Daraus folgt, dass37



4 Glei
hf�ormige Bewegung eines Kolloidsder Polymer
uss dur
h alle Ebenen senkre
ht zu êz glei
h ist. Der Betrag dieser Gr�o�ekann aus dem Polymerstrom limr!1 j(r) = �u êz f�ur gro�e Abst�ande bestimmt werden,1Z�1 dx 1Z�1 dy j(x; y; z) � êz = � 1Z�1 dx 1Z�1 dy u : (4.73)Im Ruhesystem des L�osungsmittels und der Wand ist der re
hte Integrand in (4.73)gerade Null. Ohne ein si
h bewegendes Kolloid w�are der Polymer
uss dur
h alle Ebenensenkre
ht zu êz Null. In diesem System gibt es aber no
h eine weitere Komponente desFlusses: Die si
h bewegende Di
htefunktion �(r0). Der Fluss dur
h die Wand ist alsogegeben dur
h [�(Wand; t)� 1℄ mal der Relativges
hwindigkeit u der beiden Systeme,1Z�1 dx0 1Z�1 dy0 j(Wand; t) � êz = 1Z�1 dx0 1Z�1 dy0 [�(Wand; t)� 1℄ u : (4.74)Die z-Koordinate der Wand im Ruhesystem des Kolloids ist dabei z = �ut. Die Anzahlder Polymere, die dur
h die Wand 
ie�en, ist also gegeben dur
h� = 1Z�1 dt 1Z�1 dx 1Z�1 dy [�(x; y;�ut)� 1℄ u : (4.75)mit �ut = z, dt = �dz=u ergibt si
h� = �1Z1 dz 1Z�1 dx 1Z�1 dy [�(x; y; z) � 1℄ : (4.76)� ist also die Anzahl der Polymere, die vom Kolloid mitgezogen werden. Da i
h mitAUTO 2000 nur Integrale au�erhalb der verbotenen Zone bere
hnen kann, s
hreibe i
hdas Integral in (4.76) in ein Integral �uber die verbotene Zone und ein Integral �uberden �au�eren Berei
h um. Das Integral �uber die verbotene Zone ist glei
h �4�3 , da derIntegrand in diesem Berei
h glei
h �1 ist,� = �4�3 + 1Z1 r2 dr �Z0 sin � d� 2�Z0 d� [�(r; �)� 1℄ : (4.77)In Abbildung 4.17 habe i
h das Ergebnis (4.76) mit einem Gedankenexperiment veran-s
hauli
ht.Zur Bere
hnung des Integrals in (4.77) benutze i
h�Z0 d� Pl(
os �)Pm(
os �) sin � = Ælm 22l + 1 ; (4.78)38



4.2 Endli
her Kolloidradius RKdie Integration �uber � stanzt also den KoeÆzienten A0 aus der Entwi
klung heraus, alleanderen Beitr�age sind Null,� = �4�3 + 4� 1Z1 r2 dr (A0 � 1) : (4.79)Dieses Integral habe i
h mit AUTO 2000 bere
hnet. Anhand eines logarithmis
hen Plotshabe i
h �uberpr�uft, dass A0(r)�1 f�ur gro�e u exponentiell mit r abf�allt, das Integral alsoendli
h ist. F�ur die L�osung aus der Entwi
klung um u = 0 gilt das ni
ht. In Abbildung4.18 ist � f�ur zwei Werte von RK in Abh�angigkeit von u aufgetragen. F�ur RK = 0:5ist � negativ, f�ur RK ! 1 geht � gegen �4�3 . Wie kann das Kolloid eine negativeAnzahl von Polymeren transportieren? Dazu betra
hte i
h ein Kolloid, das dur
h reinesWasser gezogen wird. Wenn das Kolloid si
h von links na
h re
hts bewegt, bewegensi
h die Wassermolek�ule e�ektiv von re
hts na
h links, da sie vom Kolloid verdr�angtwerden. So ist das au
h mit den Polymeren f�ur den Fall � < 0. Sie bewegen si
h e�ektiventgegengesetzt zum Kolloid, weil sie von diesem verdr�angt werden.
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Abbildung 4.15: �(1; 0) f�ur u = 1 in Abh�angigkeit von RK . Der Fit zeigt, dass �(1; 0)nahezu proportional zur r-Komponente des Str�omungsfeldes am Stau-punkt ist. ur(1; 0) = �u (1� 32 RK + 12 R3K), siehe (4.63).
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Abbildung 4.16: �(1; 0) f�ur u = 10 in Abh�angigkeit von RK . Die Punkte liegen ni
htmehr so gut auf dem Fit von ur(1; 0).
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4.2 Endli
her Kolloidradius RK
A B A BAbbildung 4.17: Gedankenexperiment: Die Regionen A und B seien viel gr�o�er als derKolloidradius, so dass an den R�andern die Di
hte glei
h der Ruhedi
hteist. Das Kolloid bewegt si
h von Region A na
h Region B. Im linkenFall ist das Integral RB dV (� � 1) identis
h Null, da � = 1 in B gilt. Imre
hten Fall ist das Integral glei
h der Anzahl � der Polymere, die dasKolloid von A na
h B transportiert hat.

0-0.5-1 0 5 10 15 20 25 30
�=4� 3

u
RK = 0RK = 0:5

Abbildung 4.18: Anzahl der vom Kolloid mitgezogenen Polymere. F�ur u! 0 f�allt A0�1langsam ab, das Integral in (4.77) h�angt deshalb von der Systemgr�o�eab. Je gr�o�er das System, desto s
h�arfer die Kante.
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4 Glei
hf�ormige Bewegung eines Kolloids4.3 ReibungskraftEin Kolloid, das mit Ges
hwindigkeit u dur
h eine Fl�ussigkeit der Viskosit�at � bewegtwird, erf�ahrt die Stokes-Reibung FS = 6� RK � u : (4.80)Sind in der Fl�ussigkeit Polymere gel�ost, so erh�oht si
h die Reibungskraft. Den Anteilder Reibungskraft, der dur
h den inhomogenen Partialdru
k der Polymere hinzukommt,m�o
hte i
h in diesem Abs
hnitt bere
hnen. Ob die erh�ohte makroskopis
he Viskosit�atder Polymerl�osung in unserem Modell ber�u
ksi
htigt werden sollte, ist in Abs
hnitt 4.3.3diskutiert.4.3.1 Kraftanteil dur
h PolymereIn unserem Modell (Abs
hnitt 2) we
hselwirken die Polymere dur
h eine Hartkugel-We
hselwirkung mit dem Kolloid. Die einzige Kraft, die die Polymere auf das Kolloidaus�uben k�onnen, kommt also aus dem inhomogenen Partialdru
k der Polymere auf derOber
�a
he der verbotenen Zone (r = 1). Grund f�ur den inhomogenen Partialdru
k istder Anstau von Polymeren vor dem Kolloid. In unserem Modell werden die Polymereals ideales Gas betra
htet und i
h kann den Partialdru
k mithilfe der Zustandsglei
hungbestimmen, P V = N kBT : (4.81)Mit NV = �(r) (4.82)folgt P (r) = �(r) kBT : (4.83)Dabei sind N und V auf ein in�nitesimal kleines Volumen am Ort r bezogen. Die Kraftauf ein Fl�a
henelement dA auf der Kugelober
�a
he r = 1 ist damitdF (1; �) = �P (1; �)dA(1; �) : (4.84)Das Minuszei
hen kommt daher, dass dA na
h au�en geri
htet ist. Der dimensionsloseDru
k wird in Einheiten von �1 kBT und die dimensionslose Kraft in Einheiten vonR2 �1 kBT gemessen. Aufgrund der �-Symmetrie der Di
hteverteilung � gibt es nur eineNettokraft in z-Ri
htung. Diese ist das Integral �uber die Kugelober
�a
he von dF � êz,Fz = 2�Z0 d� �Z0 sin � d� �(1; �) 
os �|{z}êr�êz : (4.85)Da i
h �(r) als Reihe in Legendre-Polynomen ges
hrieben habe,�(r; �) = NXl=0 Al(r)Pl(
os �); (4.86)42



4.3 Reibungskraft
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Abbildung 4.19: Reibungskraft auf das Kolloid dur
h inhomogenen Partialdru
k der Po-lymere.und f�ur die Legendre-Polynome die Orthogonalit�atsrelation (4.78) gilt, sti
ht das Integral(4.85) nur den KoeÆzient von P1 aus der Summe heraus, alle anderen Beitr�age sind Null.Die Kraft auf das Kolloid ist also gegeben dur
hFz = �4�3 A1(1) : (4.87)Sie ist negativ. Ein Kolloid, das in êz-Ri
hung bewegt wird, erf�ahrt erwartungsgem�a�eine Kraft in �êz-Ri
htung. Die Kraft Fz ist in Abbildung 4.19 f�ur zwei Werte von RKin Abh�angigkeit von u aufgetragen. Wie die Stokes-Kraft ist sie nahezu linear in derGes
hwindigkeit.4.3.2 Abh�angigkeit der Reibungskraft von RKDie Reibungskraft des Kolloids nimmt ebenfalls mit wa
hsendem RK ab. Die funktionaleAbh�angigkeit ist dabei �ahnli
h derjenigen des Anstaus. Mit Glei
hung 4.70 ist A1(1) inerster Ordnung in uA1(1) = 12 u �1� 32RK + 12R3K�+O(u2) : (4.88)In erster Ordnung in u ist A1(1) und damit Fz also proportional zu ur(1; 0), der Str�om-ungsges
hwindigkeit am Staupunkt. In Abbildung 4.20 ist zu sehen, dass diese Abh�angigkeitvon RK au
h f�ur u = 10 no
h gut gilt, wobei dort �A1(1) aus (4.88) ange�ttet wurde(� = 0:64), da der Betrag der Kraft aus (4.88) f�ur diese Ges
hwindigkeit ni
ht mehrstimmt. Das Resultat (4.88) werde i
h in Abs
hnitt 5 zur Bere
hnung der Di�usionskon-stanten eines Kolloids in einer Polymerl�osung benutzen. 43



4 Glei
hf�ormige Bewegung eines Kolloids
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Abbildung 4.20: Reibungskraft in Abh�angigkeit von RK f�ur u = 10. Sie ist in guterN�aherung proportional zur Str�omungsges
hwindigkeit am Staupunkt,ur(1; 0) = �u �1� 32RK + 12R3K�.4.3.3 GesamtkraftDie Kraft auf ein Kolloid, das dur
h eine Polymerl�osung bewegt wird, setzt si
h inunserem Modell zusammen aus der Stokes-Kraft des L�osungsmittels und der oben be-re
hneten Kraft FP dur
h inhomogenen Partialdru
k der Polymere,F = FS + FP : (4.89)Die makroskopis
he Viskosit�at der Polymerl�osung ist gr�o�er als diejenige des reinenL�osungsmittels. Die Frage ist, ob in (4.89) die Stokes-Kraft FS mit der Viskosit�at desreinen L�osungsmittels oder mit der erh�ohten Viskosit�at (FPS ) der Polymerl�osung benutztwerden soll. Ein mikroskopis
hes Modell, das We
hselwirkungen der Polymere und dieR�u
kkopplung der Polymere auf das Str�omungsfeld des L�osungsmittels ber�u
ksi
htigt,sollte meiner Meinung na
h die erh�ohte Viskosit�at der Polymerl�osung s
hon enthalten.In unserem Modell werden diese jedo
h verna
hl�assigt. F�ur stark verd�unnte L�osungensind die We
hselwirkungen der Polymere untereinander wahrs
heinli
h wenig relevant,die R�u
kkopplung der Polymere auf das Str�omungsfeld k�onnte in diesem Fall �uber dieBenutzung der makroskopis
hen Viskosit�at in FPS e�ektiv ber�u
ksi
htigt werden. Obdies sinnvoll ist oder ni
ht, kann meiner Meinung na
h nur dur
h den Verglei
h mitExperimenten und einer systematis
hen Entwi
klung eines besseren mikroskopis
henModells beantwortet werden. I
h werde immer zuerst von einer Gesamtkraft mit FSdes reinen L�osungsmittels ausgehen. In den Kapiteln 5 und 6 ist die Gesamtkraft mitexperimentellen Ergebnissen vergli
hen.
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4.4 Zeitentwi
klung in erster Ordnung in u4.4 Zeitentwi
klung in erster Ordnung in uIn diesem Abs
hnitt werde i
h die Zeitentwi
klung der Di
hte in erster Ordnung in ubere
hnen. Es geht um die Frage, wie die Polymerdi
hte si
h entwi
kelt, wenn das Kolloidzum Zeitpunkt t = 0 aus der Ruhe auf die Ges
hwindigkeit u bes
hleunigt wird. Ausder Zeitentwi
klung der Di
hte l�asst si
h dann die Zeitentwi
klung der Reibungskraftauf das Kolloid bestimmen.4.4.1 Zeitentwi
klung der Di
hteIn erster Ordnung in u hat die station�are L�osung folgende Form, siehe Abs
hnitt 4.1.1:�(r; �) = 1 + u2 r2 
os � : (4.90)Daher ma
he i
h folgenden Ansatz f�ur �(r; t):�(r; t) = 1 + ua(r; t) 
os � : (4.91)I
h setze diesen Ansatz in die bekannte Di�usionsglei
hung (3.12) ein und nehme nurTerme erster Ordnung in u mit. Dann ergibt si
h�a�t = �2a�r2 + 2r �a�r � 2r2 a : (4.92)Nun f�uhre i
h eine Lapla
etransformation in t dur
h,Lfa(r; t)g = A(r; s) = 1Z0 dt e�st a(r; t) : (4.93)Dieses Integral konvergiert f�ur Re(s) > 0 und (4.92) wird zusA = �2A�r2 + 2r �A�r � 2r2 A : (4.94)Diese Glei
hung hat die L�osungA(r; s) = C1 eps r �ps+ s rr2 + C2 e�ps r ps+ s rr2 : (4.95)Die Wurzel von s hat stets zwei L�osungen, da s komplex ist. Diese beiden L�osungensind das negative voneinander. Da die beiden L�osungen in (4.95) si
h nur dur
h dasVorzei
hen von ps unters
heiden, sind sie f�ur komplexes s �aquivalent. I
h werde alsoC1 = 0 setzen.Die Randbedingung bei r = 1 ist in erster Ordnung in u gegeben dur
h�A�r ����r=1 = �Lfu(t)g=u : (4.96)I
h muss also die Ges
hwindigkeit des Kolloids Lapla
e-transformieren. Die Frage ist, wasf�ur eine Form u(t) haben soll. Um die von der Form der Bes
hleunigung des Kolloids45



4 Glei
hf�ormige Bewegung eines Kolloidsunabh�angige Zeitentwi
klung zu bekommen benutze i
h die Stufenfunktion u(t)=u =�(t). Da muss man allerdings aufpassen, da zum Zeitpunkt t = 0 die Randbedingungbei r = 1 ni
ht erf�ullt ist. Dann ist die Di
hte no
h glei
h 1 und ���r = 0. Es zeigt si
hjedo
h, dass daraus keine Probleme entstehen. I
h habe gepr�uft, dass die L�osung vona(r; t) mit einer sanfteren Funktion u(t)=u = 1 � e�b t f�ur b!1 gegen die L�osung mitder Stufenfunktion geht. I
h werde die folgende Re
hnung also mit der Stufenfunktiondur
hf�uhren, Lf�(t)g = 1s : (4.97)Dies und (4.95) eingesetzt in (4.96) ergibtC2 = epss3=2 (2 + 2ps+ s) ;A(r; s) = e�ps (r�1)(1 +ps r)s (2 + 2ps+ s) r2 : (4.98)Die R�u
ktransformation ist aufgrund der Wurzel von s ni
ht trivial. Deshalb verwendei
h folgende Formel aus [3℄:L�1fF (ps)g = 1Z0 d�  (�; t) f(�) : (4.99)Dabei ist F (s) die Lapla
e-Transformierte von f(t). Die Funktion  ist (�; t) = �2p� t3=2 e��2=4 t : (4.100)I
h muss also die R�u
ktransformierte von A(r; ~s2) in (4.98) bez�ugli
h ~s bere
hnen. Dieskann mithilfe der Computeralgebra-Software Mathemati
a ges
hehen,L( e�~s (r�1)(1 + ~s r)~s2 (2 + 2 ~s+ ~s2) r2) = 12 r2 �e�1�t �e1+t t�er (�1 + r) 
os(1 + t� r)� er r sin(1 + t� r)��(1 + t� r)	 : (4.101)Dieser Ausdru
k wird in das Integral (4.99) eingesetzt und dieses numeris
h mit Ma-themati
a bere
hnet. In Abbildung 4.21 ist a(r; t) f�ur vers
hiedene Zeiten t aufgetragen.4.4.2 Zeitentwi
klung der ReibungskraftF�ur die Diskussion der Di�usionskonstante eines Kolloids in einer Polymerl�osung inKapitel 5 ist die zeitli
he Entwi
klung der Kraft auf das Kolloid von Bedeutung. F�urdiese Kraft ben�otige i
h nur die Kontaktdi
hte, also a(1; t). Dies ist in Abbildung 4.22aufgetragen. Man sieht, dass die Kontaktdi
hte bei t = 0 steil ansteigt. Im folgendenwerde i
h die asymptotis
he Form von a(1; t) f�ur t ! 1 bere
hnen. Dazu setze i
h in46



4.4 Zeitentwi
klung in erster Ordnung in u
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Abbildung 4.21: a als Funktion von r f�ur vers
hiedene Zeiten t. Die L�osung f�ur t = 1ist diejenige des station�aren Zustandes.Glei
hung (4.98) die Koordinate r = 1 und bekomme so die Lapla
etransformierte derKontaktdi
hte, A(r = 1; s) = (1 +ps)s (2 + 2ps+ s) : (4.102)Dieser Ausdru
k in einer Reihe in s entwi
kelt istA(r = 1; s) = 12 s � 14 + ps4 � s8 + s216 � s 5216 + s332 � s464 +O(s 92 ) : (4.103)Nun f�uhre i
h die R�u
ktransformation dieser Terme einzeln dur
h,L�1� 12 s� = 12 ;L�1 fsng = Æ(n)(t) ;L�1 nsn=2o / 1tn=2+1 : (4.104)Der oberste Term ist der einzig zeitli
h konstante und entspri
ht der station�aren L�osung.F�ur gro�e t ist der n�a
hste Term derjenige / ps,L�1 �ps	 = � 12p� t3=2 : (4.105)Die asymptotis
he Form von a(r; t) ist also:a(r; t) � 12 � 18p� t3=2 f�ur t!1 : (4.106)47



4 Glei
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tAbbildung 4.22: a bei r = 1 als Funktion der Zeit.In Abbildung 4.23 ist die Funktion a(1;1)� a(1; t) doppelt logarithmis
h aufgetragen,um die �Ubereinstimmung f�ur t!1 zu verdeutli
hen.Da f�ur gro�e Zeiten die Asymptotik (4.106) gilt und diese ni
ht exponentiell abf�allt,kann man keine 
harakteristis
he Zeitskala f�ur das Anwa
hsen der Kraft angeben. Mankann jedo
h sagen, dass die Zeit, in der zum Beispiel 90 % des Maximalwertes errei
htsind, in der Gr�o�enordnung von 1 liegt. Da t in der reskalierten Glei
hung in Einheitenvon R2D gemessen wird, ist na
h einer Zeit von R2D die Kraft bei 90 % des Maximalwertes.F�ur kleine u ist diese Zeit unabh�angig von der Endges
hwindigkeit des Kolloids.
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Abbildung 4.23: Verglei
h der Di�erenz a(1;1)�a(1; t) aus der numeris
hen Integrationmit derjenigen aus der Asymptotik.
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5 Di�usion eines Kolloids in einerPolymerl�osungIn diesem Kapitel werde i
h die Di�usionskonstante DK eines Kolloids in einer Poly-merl�osung mithilfe vers
hiedener Ans�atze bere
hnen und die Ergebnisse mit Experi-menten verglei
hen. Die Di�usionskonstante eines Kolloids in einer Polymerl�osung istkleiner als diejenige im reinen L�osungsmittel. Die Polymere s
hr�anken das Kolloid inseiner Bewegung ein, die Mobilit�at des Kolloids ist reduziert. In diesem Kapitel werdendimensionsbehaftete Gr�o�en verwendet.5.1 Dynamis
hes ModellDie Einstein-Glei
hung f�ur die Di�usionskonstante einer Kugel mit Radius RK in einerFl�ussigkeit der Viskosit�at � lautet [10℄DK = kBT6� � RK : (5.1)Wobei der Nenner der ReibungskoeÆzient 
 ist. Die Viskosit�at �P einer Polymerl�osungist gr�o�er als diejenige des reinen L�osungsmittels, weshalb man erwartet, dass die Dif-fusionskonstante in der Polymerl�osung kleiner ist als diejenige im reinen L�osungsmittel.Setzt man �P in Glei
hung 5.1 ein,DK = kBT6� �P RK ; (5.2)so erh�alt man laut [15℄ eine im Verglei
h zu Experimenten zu kleine Di�usionskonstan-te. In Glei
hung (5.2) wird die Polymerl�osung als homogenes Kontinuum mit Visko-sit�at �P behandelt. Die Viskosit�at �P wird mit Rheometern gemessen, die Abmessun-gen des Rheometers sind viel gr�o�er als die Polymere. Das Kolloid ist jedo
h von derGr�o�enordnung der Polymere, auf dieser Gr�o�enskala sind die vers
hiedenen Eigens
haf-ten von Polymeren und L�osungsmittel von Bedeutung. An der Ober
�a
he der verbote-nen Zone verhalten si
h diese beiden Bestandteile v�ollig unters
hiedli
h. Deshalb gilt dieEinstein-Glei
hung f�ur eine Polymerl�osung ni
ht in dieser Form.Mit der in Abs
hnitt 4.3 bere
hneten Reibungskraft FP eines Kolloids in einer Po-lymerl�osung und dem daraus folgenden ReibungskoeÆzienten 
P kann i
h die Einstein-Glei
hung folgenderma�en aufs
hreiben:DK = kBT6� � R+ 
P : (5.3)50



5.2 SkalierungDieser Ansatz ist konsistent mit den in Kapitel 2 gema
hten N�aherungen. In Glei
hung(5.3) tritt nur die Viskosit�at des reinen L�osungsmittels auf, da in unserem mikroskopi-s
hen Modell das makroskopis
h gemessene �P ni
ht de�niert ist. Dies ist in Abs
hnitt4.3.3 diskutiert.F�ur den ReibungskoeÆzienten 
P benutze i
h die erste Ordnung der Entwi
klungum u = 0. In [4℄ wird die Di�usionskonstante eines Kolloids in einer Kolloidl�osungebenfalls mithilfe der deformierten Di
hteverteilung der restli
hen Kolloide bere
hnet.Die verwendete deformierte Di
htefunktion stammt dort aus der ersten Ordnung in derGes
hwindigkeit des Kolloids,�(r; �) = 1 + u2 r2 �1 "1� 32 RKR + 12 �RKR �3# 
os � +O(u2) ; (5.4)FP = 2�3 R2 u �1 kBT "1� 32 RKR + 12 �RKR �3# : (5.5)Mit u = v RD ; FP = 
P v ;ergibt si
h 
P = 2�3 R3D �1 kBT "1� 32 RKR + 12 �RKR �3# : (5.6)Im folgenden werde i
h diesen Ansatz als Dynamis
hes Modell bezei
hnen. Im n�a
hstenAbs
hnitt werde i
h die aus diesem Ansatz folgenden Abh�angigkeiten von DK von derGr�o�e des Kolloids, der Masse und der Konzentration der Polymere mit experimentellenErgebnissen verglei
hen.5.2 SkalierungLaut [13℄ kann die Di�usionskonstante eines Kolloids in einer Polymerl�osung an folgendefunktionale Form angepasst werden:DKD0 = e�a 
� M
 RÆK : (5.7)Dabei ist 
 die Massenkonzentration der Polymere, M ihre molare Masse und RK derRadius des Kolloids. a ist eine Konstante.I
h werde diese Exponenten f�ur DKD0 � 1 aus Glei
hung (5.3) bere
hnen, in diesemBerei
h gilt DKD0 � 1� a 
�M
 RÆK : (5.8)Da wir We
hselwirkungen der Polymere verna
hl�assigen, also nur verd�unnte Polymerl�o-sungen betra
hten, bes
hr�ankt si
h der G�ultigkeitsberei
h des Ansatzes (5.3) auf diesenBerei
h. 51



5 Di�usion eines Kolloids in einer Polymerl�osungDer Ansatz (5.3) ist in diesem Grenzfall, wenn i
h f�urD0 den Ausdru
k (5.1) einsetze,DKD0 � 1� 
P6� � RK : (5.9)Dur
h Verglei
h der beiden Glei
hungen bekomme i
h f�ur 
P
P = a 
�M
 RÆK (6� � RK)= 6� � a 
�M
 RÆ+1K : (5.10)Nun kann i
h die Exponenten bestimmen.5.2.1 Exponent der Di
hte, �Bei konstanter molarer Masse und konstantem Kolloidradius ist 
P linear in der Poly-merdi
hte. Daraus folgt � = 1 : (5.11)In [13℄ werden f�ur � Werte zwis
hen 0.5 und 1 angegeben.5.2.2 Exponent der Polymermasse, 
Zun�a
hst ben�otige i
h ein Verh�altnis zwis
hen der molaren Masse und dem Gyrations-radius der in [13℄ verwendeten PEO Polymere. Im allgemeinen istRP /M� : (5.12)Dabei ist � in der N�ahe von 12 . Im einfa
hsten Polymermodell ist M proportional zurAnzahl der S
hritte eines Zufallspfades und RP der Betrag der zur�u
kgelegten Stre
ke.In [8℄ ist RP = 0:215M0:583�A (5.13)angegeben. Au�erdem ben�otige i
h ein Verh�altnis zwis
hen der molaren Masse und derDi�usionskonstante D der Polymere, hier gilt allgemeinD /M� : (5.14)Des weiteren ist zu bea
hten, dass 
 als Exponent von M bei konstanter Massendi
hte 
de�niert ist. In meiner Re
hnung ist die Di
hte � aber eine Teil
hendi
hte. Bei konstanterMassendi
hte h�angt die Teil
hendi
hte also von der Masse der Teil
hen ab,
 /M � ;� / 
M : (5.15)Es tritt also no
h ein Faktor M�1 bei der Bere
hnung von 
 auf. Insgesamt tragen alsofolgende Faktoren zu 
 bei, siehe (5.6),M�1; M��; (RK +RP )3; "1� 32RKR + 12 �RKR �3# : (5.16)52



5.2 SkalierungDie re
hten beiden Faktoren sind zusammengenommen(RK +RP )3 � 32RK (RK +RP )2 + 12 R3K = 32 RK R2P +R3P : (5.17)Da in [13℄ der Kolloidradius stets viel gr�o�er als der Polymerradius ist, werde i
h denSummanden R3P f�ur die Skalierung verna
hl�assigen. Der Ausdru
k (5.17) gibt also einenFaktor R2P .Insgesamt ergibt si
h der Exponent von M mit RP /M� zuM�1��+2� ; (5.18)
 = �1� � + 2� : (5.19)Mit � = 0:583 und � = �0:55 [7℄ ist 
 = 0:72 : (5.20)In [13℄ ist 
 mit 0:8� 0:1 angegeben. Er stimmt also gut mit meinem bere
hneten Wert�uberein. Der bere
hnete Wert 
 ist jedo
h von empiris
henWerten von � und � abh�angig.Wenn i
h den Summanden R3P in (5.17) mitnehme, ist die Abh�angigkeit von M gegebendur
h 32M�1��+2� + RPRK M�1��+2� = 32M0:72 + 0:215�ARK M1:30 : (5.21)Im letzten S
hritt habe i
h wieder die empiris
hen Werte f�ur die Abh�angigkeiten einge-setzt.5.2.3 Exponent von RK , ÆIm vorigen Abs
hnitt habe i
h alle radienabh�angigen Faktoren aufgez�ahlt. F�ur RP � RKist die Reibungskraft dur
h die Polymere linear in RK , siehe (5.17),RÆ+1K = R1K ;Æ = 0 : (5.22)In [13℄ wird Æ mit 0 angegeben. Dieses Ergebnis wird dort als erstaunli
h diskutiert. Alstheoretis
he Voraussage f�ur Æ wird 1 angegeben.Dieses theoretis
he Ergebnis f�ur Æ = 0 ist besonders s
h�on, da es unabh�angig vonempiris
hen Gr�o�en ist. Es zeigt, dass Hydrodynamik relevant ist f�ur die Reibungskrafteines Kolloids in einer Polymerl�osung. Im Falle der Abh�angigkeit von RK kann man si
halle Faktoren gut verans
hauli
hen:� Die Fl�a
he (Wirkungsquers
hnitt) des Kolloids steigt mit R2K .� Je gr�o�er das Kolloid, desto gr�o�er der Anstau, da die Polymere mehr Zeit ben�otigen,um au�en um das Kolloid herum zu kommen. Dies gibt einen weiteren Faktor RK .� Je gr�o�er das Kolloid im Verglei
h zum Polymer, desto kleiner ist das Str�omungsfeldin der N�ahe des Kolloids, das ergibt einen Faktor R�2K .Insgesamt ist die Reibungskraft also proportional zu R1K , also genauso wie die Stokes-Kraft im reinen L�osungsmittel. Der letzte Punkt der Aufz�ahlung kommt aus der Hydro-dynamik. 53



5 Di�usion eines Kolloids in einer Polymerl�osung
RKp K+RR

η i

ηaAbbildung 5.1: Zweis
halenmodell: grau ist das Kolloid, au�en herum die verbotene Zonemit Viskosit�at des L�osungsmittels �i. Au�erhalb der verbotenen Zone istdie Viskosit�at die der Polymerl�osung �a.5.3 Diskussion des Dynamis
hen ModellsDer Ansatz f�ur die Di�usionskonstante eines Kolloids in einer Polymerl�osung ist in die-sem Modell dur
h (5.3) gegeben,DK = kBT6� � R+ 
P :Der ReibungskoeÆzient 
P ist jedo
h zeitabh�angig, siehe Abs
hnitt 4.4. Dort habe i
hdie Zeitentwi
klung der Kraft bere
hnet, wenn das Kolloid instantan aus der Ruhe aufeine konstante Ges
hwindigkeit bes
hleunigt wird.Die Reibungskraft hinkt den Bewegungen des Kolloids also hinterher. In Abs
hnitt4.4 ergab si
h, dass na
h einer Zeit von R2D die Kraft bei etwa 90 % des Maximalwertesist. F�ur die in [13℄ und [15℄ verwendeten Kolloide und Polymere ist diese Zeitskala imBerei
h von 10�3 bis 10�5 Sekunden. Eine wi
htige Frage w�are jetzt diejenige na
h denZeitskalen, auf denen si
h die Ri
htung und Ges
hwindigkeit des Kolloids �andert. DieseZeitskalen m�usste man dann mit den oben genannten verglei
hen.Im Ans
hluss an den n�a
hsten Abs
hnitt werde i
h den Betrag von DK mit experi-mentellen Ergebnissen verglei
hen.5.4 Zweis
halenmodellEine weitere Idee f�ur die Bere
hnung der Di�usionskonstanten eines Kolloids in einerPolymerl�osung ist das Zweis
halenmodell. Es beruht auf der Tatsa
he, dass die Vis-kosit�at einer Polymerl�osung mit der Polymerdi
hte zunimmt. Diese Zunahme kommtaus den We
hselwirkungen der Polymere, die bisher verna
hl�assigt wurden. Das Mo-dell ist in Abbildung 5.1 abgebildet. Innerhalb der verbotenen Zone sei die Viskosit�atdie des L�osungsmittels �i, au�erhalb der verbotenen Zone sei die Viskosit�at die derPolymerl�osung. F�ur dieses einfa
he Modell kann i
h die Stokes-Glei
hung l�osen. I
h wer-de dazu analog zu [2℄ vorgehen. Dort wird auf Seite 70 das Problem der geradlinigen54



5.4 Zweis
halenmodellglei
hf�ormigen Bewegung einer Kugel in einer z�ahen Fl�ussigkeit behandelt. Es wird eineskalare Funktion f eingef�uhrt mitv = r�r� (f w) +w ; (5.23)�2f = 0 : (5.24)Dabei ist v das Str�omungsfeld im Ruhesystem der Kugel und w das Str�omungsfeld f�urr !1. Aus Glei
hung (5.24) folgt mit der Kugelsymmetrie der Randbedingungen�f = 2 ar +A : (5.25)In [2℄ wird argumentiert, dass A vers
hwinden muss, damit die Ges
hwindigkeit im un-endli
hen gegen w geht. Im Zweis
halenmodell re
hne i
h mit zwei Funktionen fi und fa,die f�ur die Bere
hnung der Ges
hwindigkeitsfelder innen beziehungsweise au�en benutztwerden, �fi = 2 air +Ai ;�fa = 2 aar : (5.26)Mit dem obigen Argument muss nur Aa vers
hwinden, ni
ht aber Ai. F�ur die Ges
hwin-digkeitsfelder ergibt si
h damit na
h no
hmaliger Integration,vi = w � ai w + êr (w � êr)r + bi �w + 3 êr (w � êr)r3 �Ai 4w ;va = w � aa w + êr (w � êr)r + ba �w + 3 êr (w � êr)r3 : (5.27)F�ur die f�unf unbekannten Parameter brau
he i
h also f�unf Randbedingungen. Zun�a
hstsoll die Ges
hwindigkeit auf der Kolloidober
�a
he vers
hwinden,vi(RK) = 0 : (5.28)Aus dieser Forderung ergeben si
h zwei Glei
hungen. Au�erdem muss das Feld kontinu-ierli
h bei r = RK +RP sein,vi(RK +RP ) = va(RK +RP ) : (5.29)Aus dieser Forderung ergeben si
h ebenfalls zwei Glei
hungen. Auf der Ober
�a
he derKugel mit r = RK + RP sollen die S
herkr�afte in tangentialer Ri
htung kontinuierli
hsein, die relevanten Eintr�age des Spannungstensors sind(��r)i (RK +RP ) = (��r)a (RK +RP ) : (5.30)Mit [2℄ ��r = � �1r �vr�� + �v��r � v�r � (5.31)ergibt si
h die letzte Bestimmungsglei
hung f�ur die Parameter. 55



5 Di�usion eines Kolloids in einer Polymerl�osung5.4.1 ReibungskraftIn [2℄ ist die Reibungskraft (Stokes-Kraft) angegeben mitFS = 8� a � w : (5.32)Im homogenen Stokes-Problem ist a = 34 RK und FS wird zum bekannten Ausdru
k f�urdie Stokes-Reibung. Die Formel (5.32) stimmt im Zweis
halenmodell immer no
h mita = ai und � = �i, da si
h bei der Bere
hnung von FS alle Terme mit Ai herausk�urzen.I
h muss also nur den Parameter ai bere
hnen, um die Reibungskraft zu bestimmen.Dieser ist mit x � RPRK gegeben dur
hai = 3 �aRK (1 + x)34 (�i + 3 �a x+ 3 �a x2 + �a x3) : (5.33)Die Di�usionskonstante aus diesem Modell istDK = kBT8� ai �i : (5.34)5.4.2 Diskussion der ReibungskraftZuerst �uberpr�ufe i
h die bekannten Grenzwerte. Wenn die Viskosit�at der Polymerl�osunggegen die der reinen L�osung geht, sollte das Problem zu dem mit homogener Viskosit�at�i werden, was der Fall ist, lim�a!�i ai = 34 RK : (5.35)Wenn der Polymerradius bei konstanter Viskosit�at der Polymerl�osung gegen Null geht,sollte das System zu einem System mit homogener Viskosit�at �a werden. Dies entspri
htdem Modell, worauf si
h [13℄ und [15℄ als Einstein-Modell beziehen. Au
h diese Bedin-gung ist erf�ullt, limRP!0 ai = 34 �a�i RK : (5.36)Ein weiterer interessanter Grenzwert, der aber ni
ht bekannt ist, ist der f�ur �a !1,lim�a!1ai = 3RK (1 + x)34 (3x+ 3x2 + x3) : (5.37)Die Reibung geht also ni
ht gegen unendli
h wenn die Viskosit�at der Polymerl�osunggegen unendli
h geht. Eine mit dieser Reibung bestimmte Di�usionskonstante geht alsoni
ht gegen Null f�ur �a !1, was glei
hbedeutend mit 
!1 ist. Das sollte sie jedo
hlaut [15℄. Allerdings divergiert der Ausdru
k (5.37) wie zu erwarten f�ur x = RP =RK ! 0.Der Grenzwert von (5.37) f�ur x!1 ist glei
h 34 RK , also ebenfalls sinnvoll. I
h werdedas Zweis
halenmodell f�ur DK=D0 � 1 mit experimentellen Ergebnissen verglei
hen.56



5.4 Zweis
halenmodell

vw

vp

Abbildung 5.2: Das Polymerkn�auel be�ndet si
h direkt vor dem Kolloid. Die Wasserteil-
hen str�omen in die verbotene Zone hinein (vW ). Das Polymer bewegtsi
h entlang der verbotenen Zone (vP ), die Ges
hwindigkeit der einzelnenSegmente des Polymers unters
heidet si
h also von der Ges
hwindigkeitdes sie umstr�omenden Wassers. Damit ist das Ges
hwindigkeitsfeld dis-kontinuierli
h.5.4.3 S
hw�a
hen des Zweis
halenmodellsDas Zweis
halenmodell hat meiner Meinung na
h folgende S
hw�a
hen, die zu der Ab-wei
hung bei � !1 f�uhren k�onnen:� Die Viskosit�at �(r) hat nat�urli
h einen viel komplizierteren Verlauf als die Stufen-funktion im Zweis
halenmodell.� Der Anstau der Polymere vor dem Kolloid wird verna
hl�assigt.� Im Zweis
halenmodell wird die Polymerl�osung als Kontinuum mit Viskosit�at �aangenommen. Das Ges
hwindigkeitsfeld v ist kontinuierli
h. Mikroskopis
h ist dasjedo
h problematis
h, da die Polymere in der N�ahe des Kolloids ni
ht dieselbeGes
hwindigkeit haben wie das Wasser, siehe Abbildung 5.2.
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5 Di�usion eines Kolloids in einer Polymerl�osung5.5 Verglei
h der Modelle mit dem ExperimentHier werde i
h werde die experimentellen Ergebnisse aus [15℄ im Berei
h DK=D0 � 1mit den bespro
henen Modellen verglei
hen. Die Di�usionskonstante der Polymere ent-nehme i
h [7℄. Dort ist die Selbstdi�usionskonstante f�ur Polyethylen Oxid Polymere alsFunktion der molaren Masse aufgetragen. Sie liegt f�ur die verwendeten Massen im Be-rei
h von 10�11 m2s . I
h ben�otige die kollektive Di�usionskonstante, da in das Modelleingeht, wie s
hnell si
h der Polymerstau vor dem Kolloid relaxiert. Im Grenzfall kleinerDi
hten sind Selbstdi�usionskonstante und kollektive Di�usionskonstante aber identis
h.Deshalb kann i
h die Angaben aus [7℄ verwenden. Abbildung 5.3 zeigt den Verglei
h derModelle mit experimentellen Daten. Das Dynamis
he Modell passt in allen drei F�allengut. F�ur gro�e Polymermassen, also gro�e Polymerradien, ist die Di�usionskonstanteaus dem Zweis
halenmodell gr�o�er als diejenige aus dem Dynamis
hen Modell. F�ur klei-ne Polymermassen ist die Di�usionskonstante aus dem Zweis
halenmodell kleiner, sieunters
heidet si
h kaum von derjenigen aus dem Einstein-Modell. Im obersten Graphbetr�agt der Polymerradius 7 nm, also in etwa 2 % des Kolloidradiusses. Der Ein
uss derverbotenen Zone ist deshalb gering. In diesem Grenzfall ist das Zweis
halenmodell alsoni
ht gut. Der Faktor �1� 32 RKR + 12 �RKR �3� von 
P in Glei
hung (5.6) stammt aus demEin
uss der Hydrodynamik auf das Dynamis
he Modell. Dieser Faktor betr�agt f�ur dieRadienverh�altnisse im obersten Graphen 6 � 10�4. Der Ein
uss der Hydrodynamik re-duziert den ReibungskoeÆzienten in diesem Modell also erhebli
h. Der A
hsenabs
hnittder theoretis
hen Kurven ist der in [15℄ angegebene Wert f�ur D0. Im obersten Graphenist dieser Wert jedo
h zu klein. Dies kann an kleinen S
hwankungen der Gr�o�e der imExperiment verwendeten Kolloide liegen.
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5.5 Verglei
h der Modelle mit dem Experiment
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Abbildung 5.3: Di�usionskonstante einer Kugel mit Radius 320 nm in einer L�osung vonPolyethylen Oxid Polymeren der Massen 18500 amu (oben), 105 amu(Mitte) und 3 � 105 amu (unten). In allen drei F�allen ist das Dynamis
heModell besser als das Einstein-Modell. Der A
hsenabs
hnitt der theore-tis
hen Kurven ist das der experimentellen Arbeit entnommene D0. 59



6 Aktuelle experimentelle Messung derReibungskraftDie Reibungskraft eines Kolloids in einer Polymerl�osung wird derzeit an der Universit�atLeipzig in der Gruppe von F. Kremer experimentell bestimmt. Die Ergebnisse werde i
hin diesem Kapitel mit den theoretis
hen Vorhersagen unseres Modells verglei
hen. Dabeiwerde i
h wieder dimensionsbehaftete Gr�o�en verwenden.6.1 Experimentelle AnordnungIm Experiment wird das Kolloid mithilfe einer optis
hen Pinzette dur
h die Polymerl�o-sung bewegt, der Kurs ist in Abbildung 6.1 zu sehen. Die verwendeten Kolloide habeneinen Radius zwis
hen 0:66 und 1:5 �m. Das Polymer ist �-DNA der L�ange 16 �m. Es hateinen Gyrationsradius von 0:5 �m. Die im Experiment verwendeten Ges
hwindigkeitensind im Berei
h von 50 bis 500 �ms . Dies ist sehr ho
h und entspri
ht ungef�ahr u = 100bis u = 1000. Diese hohen Ges
hwindigkeiten sind bei der Kraftmessung notwendig, umein gutes Signal-Raus
h Verh�altnis zu bekommen.6.2 Ben�otigte Gr�o�enNa
h Kapitel 4.3 ist die Reibungskraft dur
h Polymere gegeben dur
hFP = 4�3 A1(R)R2 kBT : (6.1)I
h ben�otige also den DipolkoeÆzientenA1(R). Dieser h�angt von u = v RD ab. I
h ben�otigealso no
h die Di�usionskonstante der Polymere. Des weiteren ist A1(R) proportional zurRuhedi
hte �1, diese wird also au
h no
h ben�otigt.6.2.1 Extrapolation von A1(R) f�ur gro�e Ges
hwindigkeitenF�ur die im Experiment verwendeten gro�en Ges
hwindigkeiten habe i
h Bere
hnungenmit Ordnung N = 100 dur
hgef�uhrt, die also bis u = 100 verl�assli
h sind. Es zeigt si
h,dass der DipolkoeÆzient A1(R) si
h f�ur gro�e u der FormA1(R)=�1 = a+ b u (6.2)ann�ahert. F�ur die drei Kolloide treten folgende Radienverh�altnisse auf:
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6.2 Ben�otigte Gr�o�en

90 µmAbbildung 6.1: Der Weg des Kolloids dur
h die Polymerl�osung. Dieser Weg wird gew�ahlt,da die verwendete Vorri
htung nur 90 �m Stre
ke zur�u
klegen kann.RK [�m℄ RP [�m℄ RK=R0.66 0.5 0.571.12 0.5 0.691.5 0.5 0.75Die Konstanten a und b kann i
h dur
h �tten bestimmen, siehe Abbildung 6.2. Ausden Fits ergeben si
h folgende extrapolierten Abh�angigkeiten von u:RK=R = 0:57 : A1(R)=�1 = 0:79 + 0:030u ; (6.3)RK=R = 0:69 : A1(R)=�1 = 0:58 + 0:015u ; (6.4)RK=R = 0:75 : A1(R)=�1 = 0:42 + 0:0086u : (6.5)6.2.2 Di�usionskonstante der �-DNADie Di�usionskonstante der �-DNA kann mithilfe des hydrodynamis
hen Radius RHabges
h�atzt werden. Dieser ist in [11℄ f�ur DNA mitRH = 0:662RP � 0:33 �m (6.6)angegeben. Die Di�usionskonstante bei 25Æ Celsius ist also in etwaD = kBT6� RH � � 7:35 � 10�13m2s : (6.7)61



6 Aktuelle experimentelle Messung der Reibungskraft
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Abbildung 6.2: Die DipolkoeÆzienten und die zur Extrapolation f�ur gro�e u genutztenlinearen Fits.6.2.3 Ruhedi
hteDie Masse eines der verwendeten Polymere istM = 31:5 � 106 amu = 31:5 � 106 � 1:66 � 10�24 g : (6.8)Die Di
hte der Polymere wird von den Experimentatoren stets als Massendi
hte 
 ange-geben. I
h muss sie deshalb in die Teil
hendi
hte �1 umre
hnen. Mit der oben genanntenMasse ergibt si
h �1 � 1:91 � 1016 1m3 � 
[�g=ml℄ : (6.9)6.3 Kraftmessung mit RK = 1:12 �mF�ur diesen Kolloidradius wurden die meisten Messungen dur
hgef�uhrt.6.3.1 Betrag der KraftIn Abbildung 6.3 ist die Reibungskraft f�ur 
 = 40 �g/ml zusammen mit theoretis
henErgebnissen aufgetragen. Man sieht folgendes:� Die experimentell bestimmte Kraft ist linear in der Ges
hwindigkeit und gr�o�er alsdie theoretis
h bere
hnete.� Die experimentell bestimmte Kraft ist au
h gr�o�er als die Kraft FPS mitFPS = 6� �P RK : (6.10)Dies ist anders als bei der Di�usionskonstanten eines Kolloids in einer Polymerl�osungin Kapitel 5. Dort war die gemessene e�ektive Reibung kleiner als FPS .62



6.4 Kraft in Abh�angigkeit von RK
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Abbildung 6.3: Reibungskraft eines Kolloids in einer Polymerl�osung. FS ist die theoreti-s
he Stokes-Kraft f�ur reines Wasser. FP ist die von mir bere
hnete Rei-bungskraft aufgrund inhomogenen osmotis
hen Dru
ks. Die zweite Linievon unten ist also die Voraussage der Reibungskraft unseres Modells. FPSist die Stokes-Kraft mit Viskosit�at der Polymerl�osung.Die Viskosit�at wurde ebenfalls von der Experimentatoren bestimmt, sie betr�agt bei dieserDi
hte 1:18 � 0:01 mPas.6.3.2 Abh�angigkeit der Reibungskraft von der Ruhedi
hteAbbildung 6.4 zeigt die Abh�angigkeit der Kraft von der Di
hte. Sie ist linear, liegtallerdings ni
ht auf einer Ursprungsgeraden. F�ur kleine Di
hten n�ahert si
h der expe-rimentelle Wert dem theoretis
hen an. Das gibt Ho�nung, bei kleineren Di
hten gute�Ubereinstimmung zu �nden. In diesem Berei
h ist die Messgenauigkeit allerdings no
hni
ht ho
h genug.6.4 Kraft in Abh�angigkeit von RKIn Abbildung 6.5 ist die Kraft in Abh�angigkeit von RK aufgetragen. Man sieht, dassdie experimentellen Werte stark ni
htlinear sind. Die theoretis
hen Punkte sind nahezulinear im Kolloidradius.Es sieht so aus, als w�urde si
h das System f�ur die beiden kleineren Radien eventuellno
h dur
h unser Modell bes
hreiben lassen. F�ur den gro�en Sprung zu RK = 1:5 �mist dies allerdings in keinem Fall m�ogli
h.
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6 Aktuelle experimentelle Messung der Reibungskraft
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Abbildung 6.4: Reibungskraft in Abh�angigkeit der Polymerdi
hte bei v = 100 �m/s.Gezeigt ist die reine Polymerkraft, die Kraft in reinem Wasser ist abge-zogen. Die experimentellen Punkte wurden aus einem linearen Fit dur
hdie Messwerte als Funktion von v ermittelt. FP und FPS sind de�niertwie oben.
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Abbildung 6.5: Kraft bei v = 100 �m/s f�ur vers
hiedene Radien RK und Polymerdi
hte30 �g/ml. Gezeigt ist wieder die reine Polymerkraft. Die experimentellenPunkte wurden wieder aus einem linearen Fit dur
h die Messwerte alsFunktion von v ermittelt.64



7 Kolloid im S
her
ussEin weiteres interessantes Str�omungsfeld ist der S
her
uss. I
h werde wieder die stati-on�are Di
hteverteilung bere
hnen. Dabei werde i
h wie im Fall des glei
hf�ormig beweg-ten Kolloids vorgehen und zun�a
hst den Ein
uss des Kolloids auf das Str�omungsfeldverna
hl�assigen. I
h werde wieder zwei L�osungsmethoden verwenden, die Entwi
klungum u = 0 sowie die numeris
he L�osungsmethode mit AUTO 2000. In Abbildung 7.1 istdas Kolloid im S
her
uss gezeigt mit dem verwendeten Koordinatensystem. Es werdendimensionslose Gr�o�en gem�a� Abs
hnitt 3.2 verwendet.7.1 Grenzfall RK ! 0Im Grenzfall RK ! 0 wird das Str�omungsfeld gar ni
ht vom Kolloid beein
usst, derS
her
uss sieht folgenderma�en aus:ux = 0uy = 0uz = �ux : (7.1)u = _
 R2D ist die dimensionslose S
herrate, _
 ist die dimensionsbehaftete S
herrate. InKugelkoordinaten ist das Str�omungsfeld (7.1) gegeben dur
hur(r; �; �) = �u r sin � 
os � 
os� ;u�(r; �; �) = u r sin2 � 
os� : (7.2)7.1.1 Entwi
klung um u = 0Genau wie in Abs
hnitt 4.1.1 werde i
h die Di
hte �(r; �; �) in eine Taylorreihe in uentwi
keln, �(r; �; �;u) = �0 + u�1 + u2�2 + : : : : (7.3)�0 muss dabei wieder die Ruhedi
hte sein. Die erste Ordnung ergibt si
h aus�u �r�0| {z }=0 +u��1 = 0 ; (7.4)�ur �0 + u ��r�1�����r=1 = 0 : (7.5)65



7 Kolloid im S
her
uss
x

z
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Abbildung 7.1: Kolloid im S
her
uss. Der Winkel � ist wie in Kugelkoordinaten �ubli
hvon der xz-Ebene aus gemessen.Der Term �uber der ges
hweiften Klammer ist Null, da �0 ni
ht von r abh�angt. Dieallgemeine L�osung von (7.4) ist�1 = 1Xl=0 lXm=�l �Cml rl +Dml r�l�1�Pml (
os �) eim� : (7.6)Die Randbedingung bei r !1 ist nur erf�ullt, wenn alle Cml glei
h Null sind. Die Rand-bedingung bei r = 1 in Glei
hung (7.5) sagt, dass der Winkelanteil von �1 proportionalzum Winkelanteil von ur = �u r sin � 
os � 
os� = 13 u r P 12 (
os �) 
os� ist. Damit istnur D12 von Null vers
hieden, wel
hes i
h mit Hilfe von (7.5) bestimmen kann. �1 ergibtsi
h zu �1(r; �; �) = � 19 r3 P 12 (
os �) 
os� : (7.7)Wenn i
h die Entwi
klung weiter f�uhre, treten ab der 3. Ordnung wie in Abs
hnitt 4.1.1Terme auf, die die Randbedingung bei r ! 1 ni
ht erf�ullen. Deshalb bre
he i
h dieEntwi
klung hier ab. In Abs
hnitt 7.1.7 ist zu sehen, dass die Funktion e�u r=2=r3 gut andie numeris
he L�osung der Di
hte bei � = �=4, � = 0 ange�ttet werden kann. Das erkl�artdas Auftreten derselben Probleme bei der Entwi
klung um u = 0 wie in Abs
hnitt 4.1.1.In Abs
hnitt 7.1.6 werde i
h dur
h Verglei
h mit numeris
hen Ergebnissen zeigen, dassdiese Entwi
klung f�ur u� 1 in der N�ahe des Kolloids eine gute N�aherung ist.7.1.2 Entwi
klung in Kugel
�a
henfunktionenDa das Str�omungsfeld keine Azimutalsymmetrie mehr aufweist, wird au
h �(r; �; �) vomAzimutalwinkel � abh�angen. Daher entwi
kele i
h die Di
hte ni
ht mehr wie in Kapitel66



7.1 Grenzfall RK ! 04 in Legendre-Polynomen, sondern in den vollen Kugel
�a
henfunktionen,
�(r; �; �) = 1Xl=0 lXm=�lAml (r)Pml (
os �)eim� : (7.8)

Die in Lehrb�u
hern angegebenen Kugel
�a
henfunktionen enthalten no
h den Normie-rungsfaktorq2l+14� (l�m)!(l+m)! . Diesen werde i
h weglassen, da i
h nur die Orthogonalit�at derKugel
�a
henfunktionen benutze. Glei
hung (3.12) mit ���t = 0 f�ur die station�are Di
hteist in Kugelkoordinaten mit dem Str�omungsfeld (7.2)
�ur ���r � u�r ���� + �2��r2 + 2r ���r + 1r2 ��2���2 + 
ot ������+ 1r2 sin2 � �2���2 = 0 : (7.9)

Nun setze i
h f�ur � die Entwi
klung (7.8) ein. Die Kugel
�a
henfunktionen sind Eigen-funktionen des Lapla
e-Operators,
� hAml (r)Pml (
os �) eim�i = �Aml 00(r) + 2Aml 0(r)r � l(l + 1)Aml (r)r2 � ��Pml (
os �) eim� : (7.10)

Da in Glei
hung (7.8) die Terme ur ���r und u� 1r ���� vorkommen, habe i
h folgende67



7 Kolloid im S
her
ussRekursionsformeln mithilfe von [5℄ hergeleitet, mit x = 
os �:sin � 
os � 
os�Pml (
os �) eim� =p1� x2 xPml (x) 
os� eim� =12 l +m(2l + 1)(2l � 1)Pm+1l�2 ei(m+1)�+12 �2m� 14l(l + 1)� 3Pm+1l ei(m+1)��12 l �m+ 1(2l + 1)(2l + 3)Pm+1l+2 ei(m+1)��12 (m+ l)(l +m� 2)(l +m� 1)(2l + 1)(2l � 1) Pm�1l�2 ei(m�1)��12 (l �m+ 1)(l +m)(2m� 1)4l(l + 1)� 3 Pm�1l ei(m�1)�+12 (l �m+ 1)(l �m+ 2)(l �m+ 3)(2l + 1)(2l + 3) Pm�1l+2 ei(m�1)� ; (7.11)sin2 � 
os�dPml (
os �)d� eim� = �(1� x2)3=2 dPml (x)dx 
os�eim� =�12 (l + 1)(l +m)4l2 � 1 Pm+1l�2 ei(m+1)�+12 2l(l + 1) + 3m4l(l + 1)� 3 Pm+1l ei(m+1)��12 l(l �m+ 1)(2l + 1)(2l + 3)Pm+1l+2 ei(m+1)�+12 (l + 1)(l +m� 2)(l +m� 1)(l +m)4l2 � 1 Pm�1l�2 ei(m�1)��12 [2l(l + 1)� 3m℄(l �m+ 1)(l +m)4l(l + 1)� 3 Pm�1l ei(m�1)�+12 l(l �m+ 1)(l �m+ 2)(l �m+ 3)(2l + 1)(2l + 3) Pm�1l+2 ei(m�1)� : (7.12)
Diese beiden Darstellungen sind eindeutig, das hei�t, es gibt nur diese eine M�ogli
hkeit,die beiden Terme in anderen Kugel
�a
henfunktionen auszudr�u
ken, da die Kugel
�a
hen-funktionen orthogonal sind.Wenn diese Rekursionsformeln in Glei
hung (7.9) eingesetzt werden, kann wieder dieOrthogonalit�at der Kugel
�a
henfunktionen ausgenutzt werden. Die Glei
hung kann wiein Abs
hnitt 4.1.2 zu (N + 1)2 gew�ohnli
hen Di�erentialglei
hungen f�ur die Aml (r) um-ges
hrieben werden, wenn die Entwi
klung bei l = N abges
hnitten wird. Die Glei
hung68



7.1 Grenzfall RK ! 0mit Label ml lautet12 u r" m+ l + 1(2l + 5)(2l + 3)Am�1l+2 0 + �2m+ 14l(l + 1)� 3Am�1l 0 � l �m(2l � 3)(2l � 1)Am�1l�2 0�(m+ l + 3)(m+ l + 1)(m+ l + 2)(2l + 5)(2l + 3) Am+1l+2 0 � (l �m)(l +m+ 1)(2m+ 1)4l(l + 1)� 3 Am+1l 0+(l �m� 2)(l �m� 1)(l �m)(2l � 3)(2l � 1) Am+1l�2 0#�12 u"�(l + 3)(l +m+ 1)4(l + 2)2 � 1 Am�1l+2 + 2l(l + 1) + 3(m� 1)4l(l + 1)� 3 Am�1l� (l � 2)(l �m)(2l � 3)(2l � 1)Am�1l�2 + (l + 3)(l +m+ 1)(l +m+ 2)(l +m+ 3)4(l + 2)2 � 1 Am+1l+2� [2l(l + 1)� 3(m+ 1)℄(l �m)(l +m+ 1)4l(l + 1)� 3 Am+1l+(l � 2)(l �m� 2)(l �m� 1)(l �m)(2l � 3)(2l � 1) Am+1l�2 #+Aml 00 + 2rAml 0 � l(l + 1)r2 Aml = 0 : (7.13)Genauso habe i
h die Randbedingung bei r = 1 umges
hrieben, die Randbedingung mitLabel ml lautet(12 u" m+ l + 1(2l + 5)(2l + 3)Am�1l+2 + �2m+ 14l(l + 1)� 3Am�1l � l �m(2l � 3)(2l � 1)Am�1l�2�(m+ l + 3)(m+ l + 1)(m+ l + 2)(2l + 5)(2l + 3) Am+1l+2 � (l �m)(l +m+ 1)(2m+ 1)4l(l + 1)� 3 Am+1l+(l �m� 2)(l �m� 1)(l �m)(2l � 3)(2l � 1) Am+1l�2 #+Aml 0)�����r=1 = 0 : (7.14)F�ur r !1 m�ussen wieder alle Aml (r) au�er A0(r) gegen Null gehen.7.1.3 SymmetrienDie Di
hteverteilung �(r) gen�ugt beim S
her
uss folgenden Symmetrien:� �(r) hat Parit�at � = 1, obwohl das Str�omungsfeld keine sol
he Symmetrie besitzt.Da f�ur die Kugel
�a
henfunktionenY ml (r) = (�1)l Y ml (�r)gilt, kommen in der Entwi
klung nur gerade l vor. Das sieht man au
h an denGlei
hungen (7.13) und (7.14). Dort koppelt Al nur mit Al+2 und Al�2. Wenn i
hdie Rekursion mit l = 0 beginne, gibt es also nur gerade l. 69



7 Kolloid im S
her
uss� Das Str�omungsfeld uz = �ux ist symmetris
h bez�ugli
h der xz-Ebene. Die Di
hte-verteilung weist daher ebenfalls diese Symmetrie auf. Daher kommen f�ur �(r; �; �)nur symmetris
he Funktionen in � in Frage, der Term eim� der Kugel
�a
henfunk-tionen wird also zu 
osm�. Aus diesem Grund muss au
h nur �uber positive msummiert werden, was die Anzahl der Glei
hungen fast halbiert.Aufgrund der Symmetrien sieht die Entwi
klung der Di
hte wie folgt aus:�(r; �; �) = NXl=0 lXm=0Aml (r)Pml (
os �) 
osm� l = 0; 2; 4; : : : : (7.15)Die Anzahl der Glei
hungen wird von (N + 1)2 auf N2=4 +N + 1 gesenkt.7.1.4 Erstellung des Glei
hungssystemsBeim Aufs
hreiben der Glei
hungen muss folgendes bea
htet werden:� Wird A0l P 0 in Glei
hung (7.9) eingesetzt, so entstehen Terme der Art A0l P 1l+2,A0l P�1l+2, : : : . A0l wird also in Glei
hungen mit Label 1l+2; �1l+2 : : : eingeordnet. Da esaber na
h der neuen Entwi
klung (7.15) keine Glei
hung mit Label �1l+2 gibt, wirddieser Term ebenfalls in die Glei
hung mit Label 1l+2 eingeordnet. Er tritt in dieserGlei
hung also doppelt auf. Alle A0l , die au�erhalb des Lapla
e-Teils der Glei
hungstehen, werden daher mit einem Faktor 2 versehen.� In den Glei
hungen mit l = N m�ussen die Terme mit l + 2 weggelassen werden.Zum Beispiel lautet Glei
hung 12:12 u r�2 463 A040(r)� 2 121 A020(r)� 213 A000(r)� 12063 A240(r)� 1221 A220(r)��12 u��22063 A04(r) + 21221 A02(r) + 60063 A24(r)� 2421 A22(r)�+A1200(r) + 2rA120(r)� 6A12(r) = 0 (7.16)Beim Aufs
hreiben der Randbedingungen m�ussen dieselben Punkte wie oben bea
htetwerden, insbesondere der Faktor 2.7.1.5 Numeris
he L�osung des Glei
hungssystemsDas Glei
hungssystem (7.13), (7.14) habe i
h wieder mit AUTO 2000 gel�ost. Dabeisteigt die erforderli
he Ordnung N wieder in etwa proportional zu u. Die numeris
henErgebnisse sind mit N = 14 erstellt. Alle folgenden Abbildungen sind daher f�ur Ge-s
hwindigkeiten u � 10.70



7.1 Grenzfall RK ! 0
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Abbildung 7.2: Numeris
he Ergebnisse f�ur die Entwi
klungskoeÆzienten von � vergli-
hen mit (7.17) f�ur u = 0:1.7.1.6 Test der Entwi
klung um u = 0In erster Ordnung in u war A12 als einziger Entwi
klungskoeÆzient von Null vers
hieden,siehe (7.7), Aml (r) = Æl;0 � u9 r3 Æl;2 Æm;1 +O(u2) : (7.17)In Abbildung 7.2 sind die numeris
hen Ergebnisse f�ur die Aml (r) zusammen mit A12(r)aus (7.17) f�ur u = 0:1 aufgetragen. Man sieht, dass f�ur u � 1 A12 der dominierendeKoeÆzient ist. Seine funktionale Abh�angigkeit ist gut dur
h (7.17) gegeben.7.1.7 Diskussion der ErgebnisseKonturplotAbbildung 7.3 zeigt einen Konturplot der Di
hteverteilung in der xz-Ebene f�ur u = 5.In dieser Ebene sind die deutli
hsten E�ekte zu sehen. Der Punkt maximaler Di
hte istf�ur u � 1 bei r = 1, � = �=4 und � = 0, siehe die erste Ordnung der Entwi
klung umu = 0 in (7.7). F�ur gr�o�ere u steigt der Winkel � maximaler Di
hte an. Verglei
he dazuAbbildung 7.4.Kontaktdi
hte bei � = 0In erster Ordnung in u ist die Di
hte gegeben dur
h, siehe (7.7),�(r; �; �) = 1 + u3 r3 
os � sin � 
os�+O(u2) : (7.18)71
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Abbildung 7.3: Konturplot der Di
hteverteilung f�ur u = 5 in der xz-Ebene. Die Kontur-linien gehen von 0:4 bis 1:5 mit S
hrittweite 0:1.In Abbildung 7.4 ist die Di
hte bei r = 1, � = 0 als Funktion von � aufgetragen. Mansieht, dass die Funktion f�ur wa
hsende u immer mehr von (7.18) abwei
ht. Sie verliertdie Symmetrie um � = 1. Die Di
hte kann in positiver Ri
htung beliebig ansteigen, innegativer Ri
htung ist sie aber dur
h � = 0 bes
hr�ankt.Di
hte bei � = �=4, � = 0Aus Abbildung 7.4 ist ersi
htli
h, dass zumindest f�ur u � 1 die Kontaktdi
hte bei� = �=4, � = 0 am gr�o�ten ist. Deshalb habe i
h � als Funktion von r f�ur diese Winkelaufgetragen, siehe Abbildung 7.5. Man sieht, dass die Funktion e�u r=2=r3 gut ange�ttetwerden kann. Die Potenz r�3 habe i
h gew�ahlt, weil dies die Potenz in erster Ordnung in uin Glei
hung (7.7) ist. Der Abfall mit e�u r=2 erkl�art wie im Fall des glei
hf�ormig bewegtenKolloids, warum die Entwi
klung um u = 0 in h�oherer Ordnung ni
ht funktioniert. Einelokale analytis
he L�osung wie in Abs
hnitt 4.1.6 ist in dieser Geometrie ni
ht m�ogli
h.Di
hte bei � = 3�=4, � = 0Bei � = 3�=4, � = 0 ist die Kontaktdi
hte f�ur u � 1 minimal. Die Di
hte bei diesenWinkeln in Abh�angigkeit von r ist in Abbildung 7.6 aufgetragen. W�ahrend der Abfall derDi
hte bei den Winkeln � = �=4, � = 0 sehr �ahnli
h demjenigen vor einem glei
hf�ormigbewegten Kolloides ist, zeigt er hier qualitative Unters
hiede zu demjenigen hinter demglei
hf�ormig bewegten Kolloid, verglei
he Abbildung 4.6. Die Di
hte wird f�ur gro�e uno
hmal gr�o�er als Eins.Tr�agheitsmomentWenn i
h das Ausma� der St�orung der Di
htefunktion in der N�ahe des Kolloids beimS
her
uss quantitativ darstellen m�o
hte, �nde i
h folgendes Problem: Im Fall des Kol-loids, das glei
hf�ormig dur
h die Polymerl�osung bewegt wird, ist die Di
hte direkt vor72



7.1 Grenzfall RK ! 0

00.20.40.6
0.811.21.4
1.61.82

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1�(r=1;�;�=
0)

�=�

numeris
haus (7.18)

Abbildung 7.4: Di
hte bei r = 1 in der xz-Ebene (� = 0) f�ur u = 1 (kleine Amplitude)und u = 5 (gro�e Amplitude). In dieser Ebene ist der E�ekt am gr�o�ten.dem Kolloid immer am gr�o�ten. Dadur
h war das Ma� der St�orung gegeben dur
h dieDi
hte an diesem Punkt. Im jetzigen Problem ist der Ort der gr�o�ten Di
hte ni
htmehr konstant, er h�angt von u ab, verglei
he Abbildung 7.4. Deshalb bere
hne i
h denTr�agheitstensor der Di
hteverteilung �� 1,
�ij = ZV [�(r)� 1℄ (r2Æij � xi xj) dV : (7.19)

Das dimensionslose Tr�agheitsmoment wird in Einheiten von R4 �1 gemessen. Bedin-gung f�ur die Endli
hkeit des Ausdru
kes (7.19) ist das ausrei
hend s
hnelle Abfallen derKoeÆzienten der Kugel
�a
henfunktionen. Das Volumenelement dV enth�alt zwei Poten-zen in r, der Integrand no
h einmal zwei. Also m�ussen die Aml (r) multipliziert mit r4s
hnell genug abfallen. Das ist jedo
h numeris
h ni
ht der Fall. Deshalb habe i
h dasTr�agheitsmoment auf der Kugelober
�a
he mit r = 1 ausgere
hnet. So bekomme i
h alsoeine Aussage �uber die Winkelverteilung der Kontaktdi
hte,
�0ij = ZS [�(1; �; �) � 1℄ (Æij � xi xj) dS : (7.20)73
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uss
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Abbildung 7.5: Di
hte bei � = �=4, � = 0. Die Punkte sind die numeris
hen Ergebnisse,die Linien sind Fits der Form e�a r=r3. a ist etwa u2 .Die einzelnen Eintr�age des symmetris
hen Tensors �0ij werden nun dur
h die Aml (1)dargestellt,�0xx = ZS [�(1; �; �) � 1℄ (1 � x2)dS= ZS [�(1; �; �) � 1℄ (1 � sin2 � 
os2 �| {z }(�) )dS(�) = 23 P0(
os �) + 13 P 02 (
os �)� 16 P 22 (
os �) 
os(2�)= 4� �23 [A0(1)� 1℄ + 115 A02(1)� 25 A22(1)� : (7.21)Bei der Integration im letzten S
hritt wurde wieder die Orthogonalit�at der Kugel-
�a
henfunktionen ausgenutzt. Analog habe i
h alle Eintr�age des Tensors ausgere
hnet,wobei alle Integrale, die y zur ersten Potenz enthalten, Null sind, da die Di
hte symme-tris
h in y ist, �0xy = �0yx = 0 ;�0xz = �0zx = 4� 15 A12(1) ;�0yy = 4� �23 [A0(1) � 1℄ + 115 A02(1) + 25 A22(1)� ;�0yz = �0zy = 0 ;�0zz = 4� �23 [A0(1) � 1℄� 215 A02(1)� : (7.22)74



7.1 Grenzfall RK ! 0
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Abbildung 7.6: Di
hte bei � = 3�=4, � = 0. F�ur gro�e u wird � no
hmal gr�o�er als Eins.An dieser Stelle wird der Fl�ugel mit h�oherer Di
hte �uberquert, der vomAnstau bei � = �=4 herr�uhrt. F�ur kleine u ist dieser Fl�ugel no
h ni
htausgepr�agt genug.Der Tr�agheitstensor sieht also folgenderma�en aus:
�0ij = 0BB� �0xx 0 �0xz0 �0yy 0�0xz 0 �0zz 1CCA : (7.23)

Die Eigenwerte dieses Tensors geben Auskunft �uber das Ausma� der St�orung der Di
h-teverteilung auf der Ober
�a
he der verbotenen Zone. Die Eigenvektoren sind die Haupt-tr�agheitsa
hsen. Sie geben Auskunft �uber die Winkelverteilung der Di
hte.Die Eigenwerte sind�1 = �0yy ; (7.24)�2 = 12 ��0xx +�0zz +q(�0xx ��0zz)2 + 4�0xz2� ; (7.25)�3 = 12 ��0xx +�0zz �q(�0xx ��0zz)2 + 4�0xz2� : (7.26)75



7 Kolloid im S
her
ussDie Eigenvektoren sindv1 = 0BB� 010 1CCA ; (7.27)
v2 = 0BBB� � �0xz12 h�0xx��0zz�p(�0xx��0zz)2+4�0xz2i01 1CCCA ; (7.28)
v3 = 0BBB� � �0xz12 h�0xx��0zz+p(�0xx��0zz)2+4�0xz2i01 1CCCA : (7.29)Der Eigenvektor v1 zeigt, dass die Di
hte symmetris
h in y ist. Die beiden anderenVektoren liegen in der xz-Ebene. Sie zeigen in die Ri
htung des Zentrums hoher Di
hte(v3) beziehungsweise der Verarmung (v2). Der Winkel �0 der Haupta
hse v3 ist dur
h�0 = ar
tan �(v3)x(v3)z � (7.30)gegeben. Dies ist in Abbildung 7.7 aufgetragen. �0 nimmt wie bespro
hen mit steigendemu zu. In Abbildung 7.8 sind die Eigenwerte � aufgetragen und diskutiert.
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7.1 Grenzfall RK ! 0

0.250.260.270.280.290.3

0 2 4 6 8 10
� 0=�

uAbbildung 7.7: Winkel �0 der Haupttr�agheitsa
hse, die zum Zentrum der gr�o�ten Di
htezeigt. Der Punkt bei u = 0 kommt aus der Entwi
klung um u = 0. F�uru = 0 ist zwar kein Tr�agheitsmoment vorhanden aber es ist der korrekteGrenzwert f�ur u! 0.
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Abbildung 7.8: Eigenwerte � des Tensors �0. �1 beginnt mit Steigung Null, da in ersterOrdnung in u die Funktion ��1 einen symmetris
hen Quadrupol bildet.In Abbildung 7.9 sieht man, dass bei Rotation um v1 im Falle einesperfekten Quadrupols das Tragheitsmoment vers
hwindet, da glei
h vielpositive wie negative "Masse\ vorhanden ist. F�ur steigende u �uberwiegtallerdings die positive Masse und das Tr�agheitsmoment steigt an.�2 steigt nahezu linear mit u an. Diesen Eigenwert benutze i
h als Ma�f�ur die St�orung der Di
htefunktion.Wie ebenfalls aus Abbildung 7.9 ersi
htli
h, ist �3 f�ur das Quadrupolzun�a
hst negativ. Mit steigenden u �uberwiegt allerdings s
hlie�li
h diepositive Masse am +Pol, das Tr�agheitsmoment wird positiv.
+−

+ −
v1

+

+

−

−
v2

+

+ −

−

v3Abbildung 7.9: Haupttr�agheitsa
hsen der Funktion �� 1 f�ur r = 1.
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7.2 Endli
her Kolloidradius RK7.2 Endli
her Kolloidradius RKIn diesem Abs
hnitt werde i
h den Ein
uss des Kolloids auf das Str�omungsfeld u ber�u
k-si
htigen. Be�ndet si
h das Kolloid im S
her
uss (7.1), so sp�urt es aufgrund der Reibungdes L�osungsmittels ein Drehmoment, es beginnt, um die y-A
hse zu rotieren. Im stati-on�aren Zustand rotiert das Kolloid mit konstanter Winkelges
hwindigkeit, auf seinerOber
�a
he ist die Ges
hwindigkeit des L�osungsmittels glei
h derjenigen der Ober
�a
he.Das folgende Str�omungsfeld ist so aufgebaut, dass es f�ur gro�e Abst�ande gegen das un-gest�orte Feld (7.1) geht und die Randbedingung auf dem Kolloid erf�ullt ist [14℄. DieGes
hwindigkeit u� der Ober
�a
he des Kolloids ist dabei glei
h dem Mittelwert von u�des ungest�orten Flusses bei r = RK ,ur = �u 
os � sin � 
os��r � 52R3Kr2 + 32R5Kr4 � ;u� = �u ���r + R5Kr4 � sin2 � 
os�� 12 R5Kr4 
os�� ;u� = �u2 R5Kr4 
os � sin� : (7.31)Da L�angen wieder in Einheiten von R = RK + RP gemessen werden, bewegt si
h dasdimensionslose RK zwis
hen Null und Eins.7.2.1 Entwi
klung um u = 0Den Trend des Ein
usses von RK kann man an der Entwi
klung um u = 0 sehen. I
hwerde wie immer folgende Entwi
klung dur
hf�uhren:�(r; �; �;u) = �0 + u�1 + u2�2 + : : : : (7.32)Dabei geht die Re
hnung analog zu Abs
hnitt 7.1.1, f�ur die erste Ordnung �andert si
hnur ur(1; �; �) in �u �r�0| {z }=0 +u��1 = 0 ; (7.33)��ur �0 + u ��r�1�����r=1 = 0 : (7.34)ur(1; �; �) hat den neuen Vorfaktor �1� 52 R3K + 32 R5K�. Diesen Faktor bekommt alsoau
h �1, �1(r; �; �) = � 19 r3 P 12 (
os �) 
os� �1� 52 R3K + 32 R5K� : (7.35)F�ur u� 1 ist die Di
hte also proportional zu �1� 52 R3K + 32 R5K�, der Eigenwert �2 istdamit ebenfalls proportional zu diesem Faktor. 79



7 Kolloid im S
her
uss7.2.2 Entwi
klung in Kugel
�a
henfunktionenDie Di�erentialglei
hung (7.9) muss um den u�-Term erweitert werden, da u� jetzt ni
htmehr Null ist, �ur ���r � u�r ���� � u�r sin � ���� ++�2��r2 + 2r ���r + 1r2 ��2���2 + 
ot ������+ 1r2 sin2 � �2���2 = 0 : (7.36)Der Winkelanteil von ur in (7.31) ist identis
h mit demjenigen des ungest�orten S
her-
usses in Glei
hung (7.2). Deshalb sind die Rekursionsformeln einfa
h zu modi�zieren,indem man in (7.13) den Faktor u r dur
h u �r � 52 R3Kr2 + 32 R5Kr4 � ersetzt. Hierf�ur werdenalso keine neuen Rekursionsformeln ben�otigt.Bei u� kann i
h den ersten Teil analog behandeln. Der zweite Teil tau
ht in denGlei
hungen auf als�u� 1r ���� = 1.Teil� u 12 R5Kr5 
os� ��� " NXl=0 lXm=0Aml (r)Pml (
os �) 
osm�# : (7.37)Wegen 
os� 
osm� = 12 f
os [(m+ 1)�℄ + 
os [(m� 1)�℄g (7.38)ben�otige i
h zwei Rekursionsformeln, die��� Pml (
os �) (7.39)dur
h Pm+1x (
os �) beziehungsweise Pm�1x (
os �) ausdr�u
ken. Diese zu �nden war mirni
ht m�ogli
h, da es daf�ur keine ges
hlossenen Rekursionen gibt. (7.39) besteht aus un-endli
h vielen Pm+1x (
os �) beziehungsweise Pm�1x (
os �). Man kann (7.39) also nur alsReihe angeben. I
h habe diese Reihe allerdings ni
ht gefunden.Es gibt aber zum Gl�u
k einen Ausweg. Die unendli
h vielen Terme k�urzen si
h mitdenen aus dem u�-Term heraus. Der u�-Term in (7.36) ist mit dem Feld (7.31) gegebendur
h�u� 1r sin � ���� = u 12 R5Kr5 
ot � sin� ��� " NXl=0 lXm=0Aml (r)Pml (
os �) 
osm�# : (7.40)Wegen ��� 
osm� = �m sinm� (7.41)und sin� sinm� = 12 f
os [(m� 1)�℄� 
os [(m+ 1)�℄g (7.42)80



7.2 Endli
her Kolloidradius RKben�otige i
h die Darstellung von 
ot � Pml (
os �) (7.43)in Pm+1x (
os �) beziehungsweise Pm�1x (
os �). Dies ist wiederum nur dur
h eine unendli-
he Reihe m�ogli
h, die mir ebenfalls ni
ht bekannt ist. Man kann jedo
h die KoeÆzientendieser Reihe mithilfe der Projektionsintegrale bestimmen. Es ergibt si
h, dass si
h dieunendli
h vielen Terme aus (7.43) und (7.39) gerade herausk�urzen und nur die die Ko-eÆzienten mit x = l stehen bleiben.Folgende Formeln habe i
h dur
h Ausprobieren gefunden:�12 ���Pm+1l (
os �)� m+ 12 
ot � Pm+1l (
os �) = 12 (l �m) [(l �m+ 1) + 2m℄ ��Pml (
os �) ; (7.44)�12 ���Pm�1l (
os �) + m� 12 
ot � Pm�1l (
os �) = �12 Pml (
os �) : (7.45)Damit kann i
h Glei
hung (7.36) wieder in einen Satz von gew�ohnli
hen Di�erentialglei-
hungen f�ur die Aml (r) ums
hreiben.Bei der Randbedingung bei r = 1 kann dies ohne neue Rekursionsformeln ges
hehen,da nur ur eingeht. Das entstehende Glei
hungssystem habe i
h wieder mit AUTO 2000mit N = 10 gel�ost.7.2.3 Ein
uss von RK auf �2Im Abs
hnitt 7.1.7 habe i
h den zweiten Eigenwert des Tr�agheitstensors (7.23) als Ma�f�ur die St�orung der Di
htefunktion de�niert. Die Abh�angigkeit dieser Gr�o�e von RKkann quantitativ studiert werden. In Abbildung 7.10 sieht man, dass �2 bei RK = 0 dieSteigung Null hat. Dies ist deutli
h vers
hieden zum Fall des glei
hf�ormig bewegtenKolloids, wo die Kurve bei RK = 0 die gr�o�te Steigung hat. Dies ist in Kapitel 8diskutiert.
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7 Kolloid im S
her
uss

00.020.040.060.080.10.120.140.160.18

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
� 2=(4�)

RKnumeris
hFit:�2 / ur(1; �=4; 0)
Abbildung 7.10: �2 des Tr�agheitstensors als Funktion von RK f�ur u = 5. F�ur den Fithabe i
h nur die ersten drei Punkte verwendet. Der Fit gibt den Trendan, passt aber ni
ht sehr gut. In erster Ordnung in u ist �2 proportionalzu ur(1; �=4; 0), siehe Abs
hnitt 7.2.1.
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8 Verglei
h der Ergebnisse aus denAbs
hnitten 4.2 und 7.2Die Abh�angigkeit der St�orung der Di
htefunktion im Fall der geradlinigen Bewegung desKolloids (Abs
hnitt 4.2) und beim S
her
uss (Abs
hnitt 7.2) von RK unters
heiden si
hdeutli
h voneinander. Dies m�o
hte i
h anhand der Flussfelder erl�autern. Beim S
her
ussnehme i
h als Ma� f�ur diese St�orung den Eigenwert �2. F�ur den Fall des glei
hf�ormigbewegten Kolloids ist das Ma� der Di
hte�ubers
huss am Staupunkt.In Abbildung 8.1 ist no
hmal die Abh�angigkeit der St�orung von RK in erster Ord-nung in u aufgetragen. F�ur gr�o�ere Ges
hwindigkeiten stimmen diese Kurven ni
ht mehrgenau, geben aber immer no
h den Trend gut an.Beim S
her
uss hat die St�orung f�ur RK = 0 die Ableitung Null. �2 ist in diesemBerei
h proportional zu 1� 52 R3K , �andert si
h f�ur RK ! 0 also nur s
hwa
h mit RK . Daskann dur
h Verglei
h der beiden Str�omungsfelder f�urRK = 0 beziehungsweiseRK = 0:37in Abbildung 8.3 verstanden werden. Die Vektoren auf der Ober
�a
he der verbotenenZone sind fast glei
h gro�.Beim geradlinig bewegten Kolloid ist die Steigung beiRK = 0 maximal. In Abbildung8.2 sieht man, dass das Flussfeld f�ur RK = 0:37 auf der Ober
�a
he der verbotenen Zones
hon stark abges
hw�a
ht ist im Verglei
h zu demjenigen f�ur RK = 0.

00.20.40.60.8
1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1Ma�f �ur dieSt �orung RKAbbildung 8.1: Abh�angigkeit der St�orung von RK f�ur den Fall des glei
hf�ormig bewegtenKolloids (volle Linie) sowie den S
her
uss (gestri
helt). Das Ma� ist imersten Fall die Di
hte am Staupunkt, im zweiten Fall der Eigenwert �2des Tr�agheitstensors. Beide sind bei RK = 0 auf 1 normiert. 83



8 Verglei
h der Ergebnisse aus den Abs
hnitten 4.2 und 7.2
Abbildung 8.2: Das Flussfeld f�ur den Fallder geradlinigen Bewegung.Unten: Das ungest�orteFlussfeld.Oben: Das Flussfeld f�urRK = 0:37.Das Feld auf der Ober
�a
heder verbotenen Zone ists
hon stark abges
hw�a
ht.Deshalb ist der Anstau au
hs
hon stark verringert.

Abbildung 8.3: Links: Der ungest�orte S
her
uss.Re
hts: Der S
her
uss f�ur RK = 0:37. Das Feld auf der Ober
�a
he derverbotenen Zone ist no
h weitgehend unbeein
usst, deshalb ist �2 diesau
h.
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9 Zwei glei
he Kolloide im Str�omungsfeld
9.1 Einf�uhrungWeitere E�ekte kann man erwarten, wenn zwei Kolloide nahe beieinander dur
h einePolymerl�osung gezogen werden. Insbesondere erwartet man polymerinduzierte Kr�aftezwis
hen den Kolloiden.I
h werde mi
h dabei auf die Behandlung von zwei glei
hen Kolloiden bes
hr�anken,prinzipiell sind die L�osungsmethoden au
h f�ur zwei Kolloide unters
hiedli
her Gr�o�e an-wendbar, dies ist in Abs
hnitt 9.5 kurz skizziert. Mit den unten vorgestellten bisph�aris
henKoordinaten kann man das Problem bes
hreiben, wenn der Abstand d der Mittelpunkteder Kolloide gr�o�er als 2R ist. Der Fall, in dem si
h die verbotenen Zonen �uberlappen(d < 2R), ist mit diesem Koordinatensystem ni
ht bere
henbar. Bis auf den Abs
hnitt�uber die Hydrodynamik werden in diesem Kapitel dimensionslose Gr�o�en verwendet.9.1.1 Bisph�aris
he KoordinatenDa die Ober
�a
hen der verbotenen Zonen der beiden Kolloide Kugeln sind, sind diegeeigneten Koordinaten f�ur dieses System die bisph�aris
hen Koordinaten [1℄,x = a sin� 
os�
osh�� 
os � ;y = a sin� sin�
osh�� 
os � ;z = a sinh�
osh�� 
os � : (9.1)In Abbildung 9.1 ist dieses Koordinatensystem verans
hauli
ht. Die Ober
�a
he � = �0ist eine Kugelober
�a
he mit Radius a j
s
h�0j und Mittelpunkt bei z = a 
oth�0, x =y = 0. F�ur �0 ! 0 werden diese Kugeln unendli
h gro� und kommen der xy-Ebeneimmer n�aher. Die Fl�a
he � = 0 ist die xy-Ebene.Der dimensionslose Abstand d der Mittelpunkte zweier Kugeln bei ��0 ist gr�o�er als2 und wird dur
h �0 festgelegt, d = 2 
osh�0 : (9.2)Der Faktor a ist eine Skalierung f�ur die Gr�o�e der Kugeln. Dur
h Wahl von a und �0 istdie Gr�o�e und der Abstand der verbotenen Zonen festgelegt. Da die Kugeln den RadiusR = 1 haben sollen, ergibt si
h f�ur a:R = 1 = a j
s
h �0j ;a = j sinh�0j : (9.3)85



9 Zwei glei
he Kolloide im Str�omungsfeld

-1 -0.5  0  0.5  1
-2

-1.5

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

x

z

Abbildung 9.1: Das bisph�aris
he Koordinatensystem in der xz-Ebene. Auf den Kreisenist � konstant, auf den Linien senkre
ht dazu ist � konstant. Dieses Bildist rotationssymmetris
h um die z-A
hse.Die Einheitsvektoren des Systems sindê� = 1
osh�� 
os � 0� � sinh� sin � 
os�� sinh� sin � sin�1� 
osh� 
os � 1A ;ê� = 1
osh�� 
os � 0� (
osh� 
os � � 1) 
os�(
osh� 
os � � 1) sin�� sinh� sin� 1A ;ê� = 0� � sin�
os�0 1A : (9.4)Die sogenannten Skalierungsfaktoren sind [1℄h� = h� = a
osh�� 
os � ;h� = a sin �
osh�� 
os � : (9.5)Damit ist das Volumenelement gegeben dur
hdV = h� d�h� d� h� d� : (9.6)86



9.1 Einf�uhrungr =px2 + y2 + z2 ist gegeben dur
hr = as
osh�+ 
os �
osh�� 
os � : (9.7)r geht also gegen unendli
h f�ur �! 0 und � ! 0.Lapla
e-Glei
hungDie Lapla
e-Glei
hung separiert mit folgender Ersetzung:�(r) =p
osh�� 
os �D(r) + 1 : (9.8)F�ur r ! 1 geht der Term p
osh�� 
os � gegen Null wie 1r , die Randbedingung imunendli
hen ist also erf�ullt, so lange D ni
ht zu stark w�a
hst. Die Lapla
e-Glei
hungsieht mit dieser Ersetzung folgenderma�en aus (mit k � 
osh�� 
os �):� � = k5=2a2 ��2D��2 + 1sin � ��� �sin � �D�� �+ 1sin2 � �2D��2 � 14D� : (9.9)Der Winkelanteil des Lapla
e-Operators ist in dieser Darstellung wieder identis
h zudemjenigen in Kugelkoordinaten. Eigenfunktionen sind also wieder die Kugel
�a
hen-funktionen. Deshalb werde i
h die Funktion D(r) in Kugel
�a
henfunktionen entwi
keln,D(�; �; �) = 1Xl=0 lXm=�l Aml (�)Pml (
os �)eim� : (9.10)Man kann si
h fragen, ob die Kugel
�a
henfunktionen au
h bez�ugli
h des Ma�es (9.6) or-thogonal sind. Das Glei
hungssystem, das am Ende herauskommt, ist ein System in dreiVariablen, wobei die beidenWinkel die glei
hen Berei
he wie in Kugelkoordinaten haben.Deshalb gen�ugt die Orthogonalit�at der Kugel
�a
henfunktionen bez�ugli
h des �ubli
henSkalarproduktes um die Glei
hungen f�ur die KoeÆzienten Aml (�) dur
h Projektion aufdie jeweilige Kugel
�a
henfunktion herzuleiten.Bere
hnung der Kr�afteDie Kraft auf die Kolloide bere
hne i
h analog zum Fall eines Kolloides. Die Kraft inRi
htung n̂ ist also das Integral �uber die Ober
�a
he S der verbotenen Zone eines Kolloidsvon ê� � n̂ multipliziert mit der Polymerdi
hte und kBT . Die dimensionslose Kraft wirdwieder in Einheiten von R2 �1 kBT gemessen. ê� zeigt f�ur positive � in die Kugel hinein,dies ist f�ur das Vorzei
hen der Kraft wi
htig,Fn = ZS dS (ê� � n̂) �(�0; �; �) : (9.11)Das Ober
�a
henelement ist dS = h� d� h� d�. 87



9 Zwei glei
he Kolloide im Str�omungsfeldKraft in z-Ri
htung, der Ri
htung der Verbindungsa
hse der Kolloide: Mit ê� � êz =1�
osh � 
os �
osh ��
os � und (9.8) ergibt si
hFz = a2 �Z0 sin � d� 2�Z0 d� 1� 
osh�0 
os �(
osh�0 � 
os �)5=2D(�0; �; �) : (9.12)Die Kraft skaliert mit a2, denn die Ober
�a
he der Kugel w�a
hst au
h mit a2. Da D eineReihe in Kugel
�a
henfunktionen ist undZ 2�0 d� eim� = 2� Æm;0 (9.13)gilt, tragen zur Kraft nur die A0l (�0) bei. Von diesen aber alle, wobei der Betrag desIntegrals (9.12) mit wa
hsendem l immer kleiner wird. Das Integral (9.12) kann mitMathemati
a numeris
h bere
hnet werden.Kraft in x-Ri
htung, der Bewegungsri
htung f�ur den Fall zweier nebeneinander be-wegter Kolloide: Mit ê� � êx = � sinh� sin � 
os �
osh ��
os � ergibt si
h hierFx = �a2 �Z0 sin � d� 2�Z0 d� sinh�0 sin � 
os�(
osh�0 � 
os �)5=2D(�0; �; �) : (9.14)Wegen 2�Z0 d� 
os� eim� = � Æm;1 (9.15)tragen hier nur die A1l (�0) zur Kraft bei. Die einzelnen KoeÆzienten k�onnen wiedernumeris
h mit Mathemati
a bere
hnet werden.9.1.2 Superpositionsn�aherungDie Superpositionsn�aherungwird in [9℄ benutzt, um die Polymerdi
hte in der N�ahe zweierKolloide zu bere
hnen. Na
h dieser ist die Polymerdi
hte in der N�ahe von zwei Kolloidendas Produkt aus den Di
hten in der N�ahe einzelner Kolloide an den Orten R1;2,�(2)(r) � �(1)(r �R1) �(1)(r �R2) : (9.16)Die Funktion �(2)(r) erf�ullt jedo
h weder die bekannte Di�erentialglei
hung f�ur die sta-tion�are Di
hte, �u �r�+�� = 0no
h die Randbedingungen auf den verbotenen Zonen.88



9.2 Zwei glei
he Kolloide nebeneinander9.1.3 Hydrodynamis
he Kr�afte zwis
hen den Kolloiden ohne PolymereZeitreversibilit�atDie Stokes-Glei
hung [2℄ ��v =rp (9.17)ist linear im Ges
hwindigkeitsfeld v. Daraus ergibt si
h die Zeitreversibilit�at: Ein K�orperbewege si
h in einer Fl�ussigkeit. Im Bezugssystem des K�orpers sei das Ges
hwindigkeits-feld der ihn umgebenden Fl�ussigkeit gegeben dur
h v. Wenn man nun den Ges
hwin-digkeitsvektor v an jedem Punkt umdreht (v0 = �v), so ist v0 ebenfalls eine L�osung derStokes-Glei
hung f�ur denselben K�orper, der si
h allerdings in entgegengesetzter Ri
htungbewegt. Die Operation "alle Ges
hwindigkeiten umdrehen\ entspri
ht einer Zeitumkehr.Es ist, als ob man den Film des Prozesses r�u
kw�arts ans
haut. Die Eigens
haft, dasswie oben bes
hrieben der zeitumgekehrte Prozess dem tats�a
hli
hen f�ur umgedrehteRandbedingungen (K�orper wird entgegengesetzt bewegt) entspri
ht, nennt man Zeitre-versibilit�at.Die Zeitreversibilit�at der Stokes-Glei
hung ist ein bekanntes Ph�anomen, das zumBeispiel das S
hwimmen von Bakterien bei kleinen Reynoldszahlen ers
hwert. Bei turbu-lenten Str�omungen, bei denen die Ni
htlinearit�at der Navier-Stokes-Glei
hung relevantwird, gilt dieses Argument ni
ht. Wenn zum Beispiel eine Kugel turbulent umstr�omtwird, so bildet si
h hinter ihr ein Wirbel. Na
h Umdrehen der Randbedingungen ist die-ser Wirbel nat�urli
h auf der anderen Seite, wenn man den Film r�u
kw�arts ans
haut, ister no
h auf derselben Seite. Der r�u
kw�arts betra
htete Film zeigt einen unphysikalis
henVorgang.Zwei glei
he Kugeln nahe beieinanderWenn zwei glei
he Kugeln mit glei
her Kraft, zum Beispiel der Gewi
htskraft bei Sedi-mentation, dur
h eine Fl�ussigkeit bewegt werden, so gibt es aufgrund der Zeitreversibi-lit�at keine Kr�afte zwis
hen ihnen. Die einzige Bewegung, bei der der r�u
kw�arts betra
h-tete Film die Bewegung mit umgedrehten Randbedingungen zeigt, ist die Bewegung mitkonstantem Abstand. Zwei glei
he Kugeln, die nebeneinander oder hintereinander mitglei
her Kraft angetrieben werden, bewegen si
h parallel zur antreibenden Kraft. Wenndie beiden Kugeln ni
ht genau neben- oder hintereinander bewegt werden, so erlaubtdie Symmetrie no
h eine Translation zur Seite. Die Bewegungsri
htung ist in diesemFall ni
ht parallel zur antreibenden Kraft. �Uber den Betrag der Reibungskraft des Du-os im Verglei
h zu einer einzelnen Kugel kann mithilfe des Symmetrieargumentes keineAussage getro�en werden. Daf�ur muss man die Stokes-Glei
hung l�osen.9.2 Zwei glei
he Kolloide nebeneinanderHier werde i
h den Fall untersu
hen, in dem zwei Kolloide nebeneinander mit konstanterGes
hwindigkeit dur
h eine Polymerl�osung bewegt werden, siehe Abbildung 9.2. Die Kol-loide sollen den Str�omungs
uss ni
ht beein
ussen. Es ist prinzipiell kein Problem, den89



9 Zwei glei
he Kolloide im Str�omungsfeld
z

x

θAbbildung 9.2: Zwei Kolloide derselben Gr�o�e werden nebeneinander dur
h eine Poly-merl�osung bewegt. Die De�nition des Winkels � wird in Abs
hnitt 9.2.3f�ur die Abbildung der Kontaktdi
hte ben�otigt.Stokes-Fluss um die zwei Kolloide analog zu den Abs
hnitten 4.2 und 7.2 in die Glei-
hungen aufzunehmen. Es gibt f�ur diesen aber keinen analytis
hen Ausdru
k. Im Falleines einzelnen Kolloids zeigte si
h in Abs
hnitt 4.3.2, dass die Reibungskraft dur
h Po-lymere f�ur u� 1 proportional zu �1� 12RK+ 32 R3K� ist. Man k�onnte also n�aherungsweisedieselbe Abh�angigkeit der Kr�afte von RK bei zwei Kolloiden annehmen, getestet ist diesjedo
h ni
ht.Das Str�omungsfeld im mitbewegten System ist gegeben dur
hu = �u êx : (9.18)I
h habe die x-Ri
htung und ni
ht etwa die y-Ri
htung f�ur den Fluss gew�ahlt, da dadur
hdas System symmetris
h in � ist. I
h ben�otige also wieder nur positive m.9.2.1 Transformation der Glei
hungen in bisph�aris
he KoordinatenDie Glei
hung f�ur die station�are Di
hte istu ���x +�� = 0 : (9.19)Der Lapla
eteil ist dur
h (9.9) gegeben. Der erste Term auf der linken Seite von (9.19)muss no
h in bisph�aris
he Koordinaten transformiert werden,u ���x = u êx �0� Xn=�;�;� ên 1hn ���n1A : (9.20)90



9.2 Zwei glei
he Kolloide nebeneinanderDer Ausdru
k in den gro�en Klammern auf der re
hten Seite ist der Gradient von �,siehe [1℄. Mit (9.4), (9.5), (9.8) und k � 
osh�� 
os � erhalte i
hu ���x = u k1=2a "� sinh� sin � 
os� �D��+(
osh� 
os � � 1) 
os� �D���12 
osh� sin� 
os�D � sin� ksin � �D�� # : (9.21)In (9.9) und (9.21) stehen Vorfaktoren k (zu unters
hiedli
hen Potenzen) und a. Wennman die ganze Glei
hung mit a2 multipliziert, hat man nur no
h den Faktor au vor(9.21).Den Faktor k� w�urde i
h eigentli
h gerne so wegk�urzen, dass er vor dem Lapla
e-Teil�� in Glei
hung (9.19) wegf�allt. In diesem Fall tritt aber k�2 vor (9.21) auf. Dies f�uhrtzu einer Singularit�at bei � = 0; � = 0, die innerhalb des betra
hteten Gebiets liegt.Deshalb k�urze i
h nur mit k1=2, so habe i
h �uberall ganzzahlige positive Potenzen vonk. (9.19) wird also zuau"� sinh� sin � 
os� �D�� + (
osh� 
os � � 1) 
os� �D���12 
osh� sin � 
os�D � sin� ksin � �D�� #+k2 "�2D��2 + 1sin� ��� �sin � �D�� �+ 1sin �2 �2D��2 � 14D# = 0 : (9.22)Der Faktor k2 f�uhrt dazu, dass die zweite Ableitung eines Aml (�) in vers
hiedenen Glei-
hungen auftau
ht. I
h habe kein Programm f�ur gekoppelte Di�erentialglei
hungen ge-funden, das mit mehreren Ableitungen der h�o
hsten Ordnung in einer Glei
hung um-gehen kann. Deshalb muss i
h die Glei
hungen na
h den zweiten Ableitungen au
�osen.Dies ist m�ogli
h, wenn die Entwi
klung bei l = N abges
hnitten wird. Es ist ein li-neares Glei
hungssystem, die Anzahl der Glei
hungen ist glei
h der Anzahl der zweitenAbleitungen. Die Ausdr�u
ke werden nur sehr unhandli
h.Die Randbedingung auf den Ober
�a
hen der verbotenen Zonen ist wieder gegebendur
h die Bedingung, dass der Polymerstrom senkre
ht zur Ober
�a
he vers
hwindenmuss. Da die drei Einheitsvektoren der bisph�aris
hen Koordinaten orthogonal sind, und� konstant ist auf der Ober
�a
he der verbotenen Zonen, ist ê� orthogonal zu diesen91



9 Zwei glei
he Kolloide im Str�omungsfeldOber
�a
hen. Wieder mit k � 
osh�� 
os � und � = pk D + 1 �nde i
h0 = �ê� � (u êx �+r�)| {z }�j ����=��0= (au �(� sinh� sin � 
os�) �D + 1pk��+12 k sinh�D + k2 �D��)������=��0 : (9.23)Hier ist wieder zu sehen, dass die Faktoren u und a nur im Produkt au auftau
hen, wass
hon in der Di�usionsglei
hung (9.22) beoba
htet wurde. Es ma
ht also f�ur die Di
h-teverteilung keinen Unters
hied, ob man alle L�angen des Systems verdoppelt oder diebeiden Kolloide mit doppelter Ges
hwindigkeit bewegt werden. Glei
hung (9.23) kannmit beliebigen Potenzen von k multipliziert werden. Am g�unstigsten ist die in (9.23)gezeigte Version. Sie enth�alt bis auf den Term 1pk nur ganzzahlige positive Potenzen vonk. Die Entwi
klung von 1pk in Kugel
�a
henfunktionen ist zudem in [1℄ angegeben, wasein weiterer Vorteil dieser Wahl ist, siehe Glei
hung (9.31).F�ur r ! 1 gilt pk / 1r , siehe (9.7). Es zeigt si
h, dass die L�osungen f�ur D keineDivergenzen haben, weswegen die Randbedingung im unendli
hen stets erf�ullt ist.I
h brau
he aber zwei Randbedingungen f�ur D, um eindeutige L�osungen zu bekom-men, das sind die beiden auf den Ober
�a
hen der verbotenen Zonen. Das Problem istsymmetris
h bez�ugli
h � = 0. I
h kann also eine der beiden Randbedingungen ersetzendur
h die Forderung, dass die Ableitung der L�osung na
h � bei � = 0 vers
hwindenmuss. Dies ist �aquivalent dazu, in (9.23) den linken Rand glei
h Null zu setzen. Damitist diese Re
hnung identis
h mit derjenigen f�ur ein Kolloid in der N�ahe einer Wand, sieheKapitel 9.6.9.2.2 L�osungsans�atzeI
h habe das Problem wie die vorhergehenden auf zwei vers
hiedene Wege gel�ost:Entwi
klung um u = 0: In erster Ordnung in u kann i
h die Glei
hungen zu sehr hoherOrdnung N l�osen. Dies erlaubt eine hohe Genauigkeit au
h bei kleinen Kolloid-abst�anden, wo die Konvergenz der Entwi
klung (9.10) s
hle
ht ist. Die Kraft zwi-s
hen den Kolloiden vers
hwindet jedo
h in erster Ordnung in u.Numeris
he L�osung mit AUTO 2000: Hier habe i
h wie in den vorigen Problemen dieDi�erentialglei
hung in einen Satz von gew�ohnli
hen Di�erentialglei
hungen f�ur dieAml (�) umges
hrieben und diese dann mit AUTO 2000 gel�ost. Dies war allerdingsetwas komplexer als vorher, weshalb die h�o
hste errei
hte Ordnung N = 10 war,siehe Abs
hnitt 9.2.4. Die Konvergenz der Entwi
klung in Kugel
�a
henfunktionenwird umso s
hle
hter, je gr�o�er u (wie bei einem einzelnen Kolloid) und je kleinerder Abstand der Kolloide ist. I
h bekomme mit dieser Methode also keine genauenErgebnisse f�ur kleine Abst�ande, was eigentli
h der interessante Berei
h ist.92



9.2 Zwei glei
he Kolloide nebeneinander9.2.3 Entwi
klung um u = 0I
h f�uhre wie in den vorhergehenden Problemen eine Entwi
klung um u = 0 dur
h. Dabeientwi
kle i
h die Funktion D,D(�; �; �;u) = D0 + uD1(�; �; �) + : : : : (9.24)Da � = pkD + 1 ist, muss die Nullte Ordnung D0 = 0 sein, sonst stimmt die Entwi
k-lung f�ur den Fall u = 0 ni
ht. F�ur die erste Ordnung muss i
h D0 in den u-Teil derDi�usionsglei
hung (9.22) einsetzen und D1 in den Lapla
eteil. Da D0 = 0 ist, bleibtnur der Lapla
eteil �ubrig, �D1 = 0; : (9.25)Diese Glei
hung kann mit einem Separationsansatz gel�ost werden [1℄,D1 =M(�)W (�; �) : (9.26)Der Winkelteil der Lapla
e-Glei
hung wird von den Kugel
�a
henfunktionen gel�ost. Wer-den diese eingesetzt, ergibt si
h f�ur M(�)�2M��2 = �l + 12�2 M : (9.27)L�osungen sind die Funktionen e�(l+ 12 ) �. Es ist hilfrei
h, sie in einen symmetris
hen undeinen antisymmetris
hen Teil aufzuspalten,M(�) = a 
osh ��l + 12���+ b sinh��l + 12��� : (9.28)Da das System symmetris
h bez�ugli
h � = 0 ist, muss b = 0 sein. Zusammen mit denKugel
�a
henfunktionen ist D1 also gegeben dur
hD1 = 1Xl=0 lXm=0 Cml 
osh ��l + 12��� Pml (
os �) 
osm� : (9.29)Es tritt kein Term sinm� auf, da das System wie bereits erw�ahnt ebenfalls symmetris
hin � ist. Die Randbedingung auf der Kugelober
�a
he bei � = �0 ist mit D0 = 0 gegebendur
h �12 k sinh�D1 + k2 �D1�� ������=�0 = �a � sinh� sin � 
os�pk ������=�0 : (9.30)Aus Glei
hung (9.30) erh�alt man dur
h Projektion auf die Kugel
�a
henfunktionen einlineares Glei
hungssystem f�ur die Cml mit folgenden Eigens
haften:� Der re
hte Term von (9.30) ist proportional zu 
os�. Er enth�alt also nur die Ku-gel
�a
henfunktionen mit m = 1. Der linke Term enth�alt keinen Faktor 
os�. Dasbedeutet, dass auf der linken Seite innerhalb einer Glei
hung nur Cml mit glei
hemm stehen. F�ur alle Glei
hungen mit m 6= 1 ist das Glei
hungssystem also identis
hzu einem mit u = 0. Es sind also in erster Ordnung in u alle Cml mit m 6= 1 glei
hNull. 93



9 Zwei glei
he Kolloide im Str�omungsfeld� Der re
hte Term ist eine Reihe in Kugel
�a
henfunktionen mit m = 1, die ni
htabbri
ht. Daher ist das Glei
hungssystem nur l�osbar, wenn die Entwi
klung (9.29)bei l = N abges
hnitten wird.Na
h [1℄ gilt 1pk � 1p
osh�� 
os � = p2 1Xl=0 e�(l+ 12 )j�j Pl(
os �) : (9.31)Mit [5℄ sin � Pl(
os �) = 12l + 1 �P 1l�1(
os �)� P 1l+1(
os �)� (9.32)kann i
h diese Relation umformen zusin � 
os�p
osh�� 
os � = p2 1Xl=0 e�(l+ 12 )j�j 12l + 1 �P 1l�1(
os �)� P 1l+1(
os �)� 
os� : (9.33)Nun kann i
h das Glei
hungssystem f�ur die C1l aufstellen. Dieses kann mit Mathemati
aau
h f�ur gro�e N s
hnell numeris
h gel�ost werden. Das f�uhrt zu einer gr�o�eren Genauig-keit f�ur u� 1 als mit der AUTO 2000-Methode, weshalb si
h diese Entwi
klung lohnt.Die Entwi
klung (9.29) reduziert si
h also zuD1 = NXl=1 C1l 
osh ��l + 12��� P 1l (
os �) 
os� : (9.34)Die Polymerdi
hte �� 1 ist in erster Ordnung in u proportional zu 
os�, ist also anti-symmetris
h bez�ugli
h x = 0. Die Kolloide bewegen si
h in x-Ri
htung, das hei�t, dassder Anstau vor den Kolloiden in erster Ordnung in u glei
h gro� ist wie die Verarmunghinter den Kolloiden. Diese Symmetrie ist au
h bei einem einzelnen Kolloid in ersterOrdnung in u aufgetreten. Dort war die Di
hte in erster Ordnung allerdings nur dur
hP1(
os �) gegeben, im Fall zweier Kolloide besteht die L�osung au
h in dieser Ordnungs
hon aus einer Reihe in Kugel
�a
henfunktionen.Test der Konvergenz der Entwi
klung in Kugel
�a
henfunktionen f�ur d! 0I
h werde die Abh�angigkeit des ersten KoeÆzienten C11 von der Ordnung N untersu
hen.Wi
htig ist, ab wel
her Ordnung N si
h dieser KoeÆzient nur no
h s
hwa
h mit N�andert. In Abbildung 9.3 ist die Konvergenz von C11 f�ur vers
hiedene �0 illustriert. Siewird f�ur �0 ! 0, das hei�t d ! 0, sehr s
hle
ht. F�ur �0 � 0:5 wei
ht C11 f�ur N = 10kaum mehr von dem Wert f�ur ausrei
hendes N ab. Dies ist f�ur die mit AUTO 2000bere
hneten L�osungen von Bedeutung, da i
h dort nur bis zur Ordnung N = 10 gehenkann. Dies ist also f�ur �0 � 0:5 zumindest f�ur kleine u ausrei
hend.94
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0.60.70.8
0.91
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C1 1(N)=C1 1(1)

N
�0 = 1, d = 3:09�0 = 0:7, d = 2:51�0 = 0:5, d = 2:26�0 = 0:3, d = 2:09�0 = 0:1, d = 2:01

Abbildung 9.3: Der KoeÆzient C11 in Abh�angigkeit der Ordnung N f�ur vers
hiedene �0.Der Abstand d wurde mit (??) bere
hnet.Kontaktdi
hte bei � = 0In Abbildung 9.4 ist die Kontaktdi
hte (�� 1)=u in der xz-Ebene auf einem der beidenKolloide als Funktion von � f�ur vers
hiedene Abst�ande aufgetragen. Der Winkel � ist inAbbildung 9.2 de�niert. Es ist nur der vordere Halbkreis aufgetragen, da die Funktionantisymmetris
h bez�ugli
h � = �=2 ist. Die gezeigten Funktionen k�onnen als "exakt\angesehen werden, da stets eine eine ausrei
hend hohe Ordnung N gew�ahlt wurde. F�urd = 2:01 ist dies N = 200. Die Di
hte auf der dem anderen Kolloid zugewandten Seitesteigt mit sinkendem Abstand an.Kraft auf die KolloideIn erster Ordnung in u gibt es keine Kraft zwis
hen den Kolloiden. In Abs
hnitt 9.1.1ist gezeigt, dass nur die KoeÆzienten mit m = 0 zur Kraft in z-Ri
htung beitragen.Diese sind aber in erster Ordnung in u alle Null. Die L�osung ist wie bereits erw�ahntantisymmetris
h bez�ugli
h x = 0. F�ur x > 0 ist die Di
hte zwis
hen den Kolloiden erh�oht,f�ur x < 0 aber um denselben Betrag erniedrigt. Die Beitr�age zur Kraft in z-Ri
htungheben si
h also gegenseitig auf, siehe Abbildung 9.5. Die Kraft in x-Ri
htung, also dieReibungskraft auf eines der beiden Kolloide ist jedo
h vers
hieden von derjenigen auf eineinzelnes Kolloid. Diese habe i
h gem�a� Abs
hnitt 9.1.1 bere
hnet. In Abbildung 9.6 istdiese zusammen mit der Superpositionsn�aherung als Funktion des Abstands aufgetragen.Sie nimmt mit abnehmendem Abstand zu. Den Fall d < 2, bei dem si
h die verbotenenZonen �uberlappen, kann man mit bisph�aris
hen Koordinaten ni
ht bere
hnen. Die Kraftist aber in diesem Berei
h de�niert, wird bei einem bestimmten Abstand 0 < d < 2 einMaximum haben und f�ur d ! 0 gegen die H�alfte des Wertes eines einzelnen Kolloidsgehen, weil die Kolloide f�ur d = 0 aufeinander liegen. d kann in einem realen System95
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00.10.2
0.30.40.5
0.6

1=21=40�1=4�1=2
(��1)=u

�=�
d =1d = 2:51d = 2:26d = 2:09d = 2:01

Abbildung 9.4: Kontaktdi
hte f�ur vers
hiedene Abst�ande d. Der Graph f�ur d =1 wurdeder Re
hnung f�ur ein einzelnes Kolloid entnommen.nat�urli
h ni
ht kleiner als der doppelte Kolloidradius werden.
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z

x

Abbildung 9.5: Di
hteverteilung �� 1 in erster Ordnung in u. Sie ist antisymmetris
h inx. Deshalb gibt es keine Kraft zwis
hen den Kolloiden.

2.052.12.152.22.252.32.352.42.452.52.552.6

2 2.5 3 3.5 4
jF xj=u

d

bisph�aris
hSuperposition

Abbildung 9.6: Reibungskraft auf eines der beiden Kolloide in erster Ordnung in u. Diedur
hgezogene Linie unterhalb von jFz j=u = 2:1 ist der Grenzwert f�urd!1, der der Re
hnung f�ur ein einzelnes Kolloid entnommen wurde.
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9 Zwei glei
he Kolloide im Str�omungsfeld9.2.4 L�osung mit AUTO 2000Erstellung des Glei
hungssystemsDie Funktion D wird wie in (9.10) in Kugel
�a
henfunktionen entwi
kelt,
D(�; �; �) = 1Xl=0 lXm=0 Aml (�)Pml (
os �) 
osm� : (9.35)

Wie s
hon erw�ahnt tritt aufgrund der Symmetrie in � kein Term sinm� auf und die Sum-mation l�auft nur �uber positive m. Wenn i
h diese Entwi
klung in (9.22) einsetze, kanni
h wieder dur
h Projektion auf die Kugel
�a
henfunktionen ein System gew�ohnli
herDi�erentialglei
hungen f�ur die Aml (�) herleiten. Dieses ist numeris
h l�osbar, wenn dieEntwi
klung bei l = N abges
hnitten wird. Die Erstellung der Glei
hungen habe i
hhier mithilfe eines Mathemati
a-Programmes dur
hgef�uhrt, das mir die Glei
hungen fer-tig ausgibt. Das hat folgende Vorteile:
� Die Au
�osung der Glei
hungen na
h den zweiten Ableitungen (Aml )00(�) kostet vonHand unn�otig Zeit und ist au
h gar ni
ht m�ogli
h, da die Terme sehr unhandli
hwerden.
� I
h kann mit kleinen Modi�kationen des Programms s
hnell die Glei
hungen f�urandere F�alle, zum Beispiel f�ur zwei Kolloide hintereinander bekommen.

Das Programm bere
hnet dabei die Glei
hungen mithilfe der Projektionsintegrale. Imfolgenden ist die Glei
hung mit Label ml aufges
hrieben. Dabei sind die Argumente von98



9.2 Zwei glei
he Kolloide nebeneinanderPml (
os �) und Aml (�) aus Platzgr�unden weggelassen,NXl0=0(12 au"�(Am+1l0 )0 sinh� �Z0 d� sin2 � Pml Pm+1l0�(1 + Æm;1) (Am�1l0 )0 sinh� �Z0 d� sin2 � Pml Pm�1l0+Am+1l0 �Z0 d� sin �(
osh� 
os � � 1)Pml �Pm+1l0��+(1 + Æm;1)Am�1l0 �Z0 d� sin�(
osh � 
os � � 1)Pml �Pm�1l0���12 Am+1l0 
osh� �Z0 d� sin2 � Pml Pm+1l0�12 (1 + Æm;1)Am�1l0 
osh� �Z0 d� sin2 � Pml Pm�1l0+(m+ 1)Am+1l0 �Z0 d�(
osh�� 
os �)Pml Pm+1l0 (9.36)�(m+ 1) (1 + Æm;1)Am�1l0 �Z0 d�(
osh�� 
os �)Pml Pm�1l0 #
+�(Aml0 )00 ��l(l + 1) + 14� Aml0 � �Z0 d� sin �(
osh�� 
os �)2 Pml Pml0 ) = 0 :Die Normierung der Projektionsintegrale, 2l+12 (l�m)!(l+m)! , ist f�ur alle Terme identis
h unddeshalb weggelassen worden. Der Faktor 12 vor au kommt von (7.38)
os� 
osm� = 12 f
os[(m+ 1)�℄ + 
os[(m� 1)�℄g ;er f�allt jedo
h weg f�ur die Terme mit m � 1, falls m � 1 = 0 ist. Dies ist in Abs
hnitt7.1.4 erl�autert. Deshalb steht (1+Æm;1) vor diesen Termen. Da in der Reihenentwi
klung(9.35) nur �uber positive m summiert wird, werden in (9.36) f�ur m = 0 die Terme mitm� 1 weggelassen.Die Integrale in (9.36) k�onnen von Mathemati
a analytis
h gel�ost werden. Die soerstellten Glei
hungen l�ost Mathemati
a dann na
h den (Aml )00 auf. Die aufgel�osten Glei-
hungen sind sehr komplex. F�ur N > 10 enthalten sie zu viele Terme f�ur Mathemati
a,weshalb N = 10 die maximal errei
hte Ordnung ist. Das entspri
ht 66 Glei
hungen.Analog wird mit den Randbedingungen bei � = �0 und � = 0 verfahren. 99
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he Kolloide im Str�omungsfeld
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Abbildung 9.7: Die Entwi
klungskoeÆzienten Aml (�) f�ur u = 0:025 und d = 3:09. DieSymbole sind die numeris
hen L�osungen, die beiden dur
hgezogenen Li-nien sind die L�osungen in erster Ordnung in u f�ur A11 beziehungsweiseA12.L�osung der Glei
hungenDie mit Mathemati
a erstellten Glei
hungen habe i
h mit AUTO 2000 gel�ost. I
h habe�uberpr�uft, dass f�ur gro�en Abstand d die L�osungen in der N�ahe der Kolloide gegen diein der N�ahe eines einzelnes Kolloid konvergieren. In diesem Grenzfall beein
ussen si
hdie beiden Kolloide ni
ht mehr gegenseitig. Na
h der Konvergenzanalyse aus Abs
hnitt9.2.3 sind die Ansatzfunktionen mit N = 10 f�ur �0 � 0:5, d � 2:26 zumindest f�urkleine u ausrei
hend. F�ur kleinere Abst�ande werden die Ergebnisse ungenau und manm�usste in h�oherer Ordnung N entwi
keln. Dies ist bei der Betra
htung der im folgendenbes
hriebenen Abbildungen zu bea
hten.Test der Entwi
klung um u = 0In Abbildung 9.7 sind die numeris
hen Ergebnisse mit denen aus der Entwi
klung umu = 0 vergli
hen. Man sieht, dass f�ur u � 1 die A1l (�) dominieren. Ihr funktionalerVerlauf ist gut dur
h die L�osung in erster Ordnung in u gegeben.KonturplotAbbildung 9.8 zeigt einen Konturplot der Di
hteverteilung zweier nebeneinander beweg-ter Kolloide f�ur u = 1 und d = 3:09. Die Di
hte zwis
hen den Kolloiden ist erh�oht.Daraus ergibt si
h eine absto�ende Kraft zwis
hen den Kolloiden.100
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Abbildung 9.8: Di
hteverteilung in der N�ahe zweier Kolloide, die nebeneinander dur
heine Polymerl�osung bewegt werden f�ur u = 1 und d = 3:09. Die Kontur-linien gehen von 0:7 bis 1:5 mit S
hrittweite 0:1.Di
hte zwis
hen den KolloidenWird der Abstand der beiden Kolloide verkleinert, so erh�oht si
h die Di
hte auf derVerbindungsa
hse der Kolloide. In erster Ordnung in u ist sie dort glei
h der Ruhedi
hte.In Abbildung 9.9 ist diese Di
hte f�ur d = 3:09 zusammen mit der Superpositionsn�aherungund der L�osung f�ur ein einzelnes Kolloid aufgetragen.Die Kontaktdi
hten bei � = ��=2, � = 0 (entspri
ht dem Punkt B in Abbildung 9.8)und bei � = �=2, � = 0 (entspri
ht dem Punkt C) sind im Verglei
h in Abbildung 9.10f�ur u = 1 als Funktion von d gezeigt. Man sieht, dass die Di
hte auf der zugewandtenSeite st�arker anw�a
hst. Dieser Unters
hied ist Ursprung der Kraft zwis
hen den beidenKolloiden. F�ur kleine Abst�ande unters
h�atzt die Superpositionsn�aherung die Di
hte aufder Kolloid-Ober
�a
he systematis
h.Kraft zwis
hen den KolloidenIn Abbildung 9.11 ist die Kraft zwis
hen den Kolloiden f�ur d = 3:09 als Funktion vonu aufgetragen. Sie ist absto�end. Den Verlauf kann man erkl�aren, wenn man si
h dasDi
htepro�l eines einzelnen Kolloids in Erinnerung ruft. Die Di
hte an der Seite desKolloids steigt mit u an, aber die Breite des Berei
hs erh�ohter Di
hte neben dem Kolloidnimmt mit u ab. Im Grenzwert u ! 1 ist der Berei
h unendli
h d�unn, die Rei
hweiteder absto�enden Kraft geht gegen Null. Die absto�ende Kraft liegt f�ur u = 1 bei jFzj �0:09. Die Kraft senkre
ht dazu, in Ri
htung des Flusses ist f�ur u = 1 etwa jFxj � 2:2,siehe Abbildung 9.6. Die absto�ende Kraft zwis
hen den beiden Kolloiden ist f�ur diesenAbstand und diese Ges
hwindigkeit also im Berei
h von 4 % der Reibungskraft.Die Entwi
klung um u = 0 hat gezeigt, dass in erster Ordnung in u die Kraft zwis
henden Kolloiden vers
hwindet. Sie beginnt also mit Ableitung Null bei u = 0. Dies ist inAbbildung 9.12 zu sehen. 101
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1.061.071.081.091.11.111.121.131.141.15
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�(z;x=y=
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Kolloidbisph�aris
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Abbildung 9.9: Di
hte zwis
hen den Kolloiden entlang des S
hnitts AB in Abbildung9.8 f�ur u = 1 und d = 3:09. Aufgetragen ist nur die re
hte Seite, dieDi
hte ist symmetris
h bez�ugli
h z = 0. Der Abstand der Ober
�a
hender verbotenen Zonen betr�agt 1:09.In Abbildung 9.13 ist die Kraft zwis
hen den Kolloiden als Funktion des Abstandsd aufgetragen. Sie nimmt mit abnehmendem Abstand zu. Die Superpositionsn�aherungunters
h�atzt die Kraft insbesondere bei kleinen Abst�anden deutli
h.
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1.051.11.151.21.251.31.351.4

2 2.5 3 3.5 4
�

d

zugewandte Seite (B) bisph�aris
hzugewandte Seite (B) Superpositionabgewandte Seite (C) bisph�aris
habgewandte Seite (C) Superposition

Abbildung 9.10: Die Kontaktdi
hten bei den Punkten entspre
hend B und C in Abbil-dung 9.8 als Funktion von d f�ur u = 1. Die dur
hgezogene Linie unter-halb von � = 1:1 ist der Wert f�ur d!1, der wieder der Re
hnung f�urein einzelnes Kolloid entnommen wurde.

00.020.040.060.080.10.120.140.160.180.2

0 1 2 3 4 5 6
jF zj

uAbbildung 9.11: Kraft zwis
hen den Kolloiden f�ur d = 3:09 als Funktion von u. Sie istabsto�end. Sie hat ein Maximum bei u � 3 und geht gegen Null f�uru!1.
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00.00020.00040.00060.00080.0010.00120.00140.0016

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
jF zj

u

numeris
hFit / u2

Abbildung 9.12: Auss
hnitt der Kraft f�ur kleine Ges
hwindigkeiten. Sie hat in diesemBerei
h eine quadratis
he Abh�angigkeit von u.
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Abbildung 9.13: Kraft zwis
hen den Kolloiden f�ur u = 1 als Funktion des Abstands.
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he Kolloide hintereinander
x

z

θ1

θ2

Abbildung 9.14: Zwei Kolloide bewegen si
h hintereinander dur
h eine Polymerl�osung.Die De�nition der Winkel �1 und �2 wird f�ur die Abbildungen der Kon-taktdi
hte in Abs
hnitt 9.3.2 ben�otigt.9.3 Zwei glei
he Kolloide hintereinanderHier werde i
h den Fall untersu
hen, in dem zwei glei
he Kolloide mit konstanter Ge-s
hwindigkeit hintereinander dur
h eine Polymerl�osung bewegt werden, siehe Abbildung9.14. I
h werde wieder den Ein
uss der Kolloide auf das Str�omungsfeld verna
hl�assigen,dies ist am Anfang von Abs
hnitt 9.2 diskutiert. Die Vorgehensweise ist analog zu Ab-s
hnitt 9.2. I
h werde wieder eine Entwi
klung um u = 0 dur
hf�uhren und das Problemmit AUTO 2000 l�osen. Die beiden Methoden haben dieselben Vor- und Na
hteile wie inAbs
hnitt 9.2.Das Str�omungsfeld ist parallel zur Verbindungsa
hse der Kolloide, ist also gegebendur
h u = �u êz : (9.37)9.3.1 Transformation der Glei
hungen in bisph�aris
he KoordinatenDie Glei
hung f�ur die station�are Di
hte istu ���z +�� = 0 : (9.38)Dieses Problem ist rotationssymmetris
h in �, deshalb ist die Di
hte � unabh�angig von�. Mit (9.4), (9.5), (9.8), (9.9), (9.20 mit x ersetzt dur
h z) und k � 
osh�� 
os � wird(9.38) na
h Multiplikation mit a2=k1=2 zuau �(1� 
osh� 
os �) �D�� � 12 sinh� 
os � D � sinh� sin � �D�� �+k2 ��2D��2 + 1sin � ��� �sin � �D�� �� 14D� = 0 : (9.39)105



9 Zwei glei
he Kolloide im Str�omungsfeldDie Randbedingung auf den beiden verbotenen Zonen ist�au �(1� 
osh� 
os �)�D + 1pk��+ 12 k sinh�D + k2 �D�� ������=��0 = 0 : (9.40)9.3.2 Entwi
klung um u = 0Wieder entwi
kle i
h die Funktion D um u = 0,D(�; �;u) = D0 + uD1(�; �) + : : : : (9.41)Wie im Falle der nebeneinander bewegten Kolloide muss D0 = 0 sein. Die erste Ordnungist ebenfalls analog. I
h muss wieder �D1 = 0 (9.42)l�osen. Die allgemeine L�osung ist analog zu Abs
hnitt 9.2.3, wobei hier aufgrund derZylindersymmetrie die Kugel
�a
henfunktionen zu den Legendre-Polynomen werden,D1 = 1Xl=0 �Cl 
osh ��l + 12���+ Sl sinh��l + 12���� Pl(
os �) : (9.43)Die Randbedingung (9.40) lautet in dieser Ordnung�(1� 
osh� 
os �) apk + 12 k sinh�D1 + k2 �D1�� ������=��0 = 0 : (9.44)F�ur die L�osung dieser Glei
hung sind Symmetrie�uberlegungen hilfrei
h. D1 = fs(�) +fa(�) besteht aus einem symmetris
hen und einem antisymmetris
hen Teil. F�ur symme-tris
he beziehungsweise antisymmetris
he Funktionen fs(�) und fa(�) giltfs(�) = fs(��) ;�fs(�)�� = ��fs(��)�� ;fa(�) = �fa(��) ;�fa(�)�� = �fa(��)�� : (9.45)Wenn i
h diese Regeln benutze, bekommt (9.44) die folgende Form, da k symmetris
hist: � = +�0 : A+B �fs(�0) + fa(�0)�+ C �f 0s(�0) + f 0a(�0)� = 0 ;� = ��0 : A+B ��fs(�0) + fa(�0)�+ C ��f 0s(�0) + f 0a(�0)� = 0 : (9.46)Mit A = (1 � 
osh�0 
os �) 1pk(�0) , B = 12 k(�0) sinh�0 und C = k2(�0). Wenn i
h diebeiden Glei
hungen substrahiere, bekomme i
hB fs(�0) + C f 0s(�0) = 0 : (9.47)Diese Bedingung k�onnen die Terme mit 
osh ��l + 12��� ni
ht erf�ullen, da B und C sowieau
h 
osh ��l + 12��0� und die Ableitung na
h � stets positiv sind f�ur �0 > 0. Es m�ussenalso alle Cl = 0 sein und nur die Sl sind von Null vers
hieden. F�ur diese kann i
h wiederein lineares Glei
hungssystem aufstellen, das numeris
h s
hnell l�osbar ist.106



9.3 Zwei glei
he Kolloide hintereinander

-0.6-0.4-0.200.2
0.40.6

13/41/21/40
(��1)=u

�1=�
von unten na
h oben:d =1; 3:09; 2:51; 2:26; 2:09; 2:01

Abbildung 9.15: Kontaktdi
hte auf dem vorderen Kolloid. Der Winkel �1 ist in Abbil-dung 9.14 de�niert. Die L�osung f�ur d = 1 ist der Re
hnung f�ur eineinzelnes Kolloid entnommen.Kontaktdi
hteIn Abbildung 9.15 und 9.16 sind die Kontaktdi
hten auf den Kolloiden als Funktion von�1 beziehungsweise �2 aufgetragen. Die Funktionen gehen f�ur gro�e Abst�ande d gegendie L�osung f�ur ein einzelnes Kolloid. Je kleiner d, desto gr�o�er der Ein
uss der Kolloideaufeinander.Kraft auf die KolloideIn diesem Fall gibt es aufgrund der Zylindersymmetrie nur Kr�afte in z-Ri
htung, also inBewegungsri
htung der Kolloide. In erster Ordnung in u ist die L�osung antisymmetris
hin �, �(�)� 1 = �[�(��)� 1℄ : (9.48)Dies ist in Abbildung 9.17 illustriert. Unterdru
k hinter dem Kolloid hat die glei
heReibungskraft zur Folge wie �Uberdru
k vor dem Kolloid. Deshalb ist die Reibungskraftbeider Kolloide identis
h. Sie ist jedo
h kleiner als diejenige auf ein einzelnes Kolloid.Der Grund ist, dass das vordere Kolloid vom Anstau vor dem hinteren ges
hoben wird.Andererseits s
hirmt das vordere das hintere Kolloid ab. In Abbildung 9.18 ist die Rei-bungskraft der Kolloide als Funktion des Abstands d aufgetragen. Sie nimmt mit d zuund geht f�ur d ! 1 gegen den Wert f�ur ein einzelnes Kolloid. Die Kraft ist ni
ht wiedie vorangegangenen Graphen auf u normiert, da die Di�erenz der Kr�afte auf die bei-den Kolloide in der Superpositionsn�aherung von u abh�angt, obwohl als L�osung f�ur dieeinzelnen Kolloide die erste Ordnung in u benutzt wurde.
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9 Zwei glei
he Kolloide im Str�omungsfeld

-0.6-0.4-0.200.2
0.40.6

13/41/21/40
(��1)=u

�2=�
von oben na
h unten:d =1; 3:09; 2:51; 2:26; 2:09; 2:01

Abbildung 9.16: Kontaktdi
hte auf dem hinteren Kolloid. Der Winkel �2 ist in Abbildung9.14 de�niert. Die L�osung f�ur d =1 ist der Re
hnung f�ur ein einzelnesKolloid entnommen.

Abbildung 9.17: Di
hteverteilung in erster Ordnung in u. Die Funktion � � 1 ist anti-symmetris
h bez�ugli
h der Ebene zwis
hen den Kolloiden.108



9.3 Zwei glei
he Kolloide hintereinander

0.0360.0380.040.0420.0440.0460.0480.050.0520.054
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d
bisph�aris
hSuperposition vorneSuperposition hinten

Abbildung 9.18: Kraft auf die beiden Kolloide f�ur u = 0:025. Sie ist identis
h f�ur beideKolloide. F�ur die Superpositionsn�aherung habe i
h die Entwi
klung inerster Ordnung in u aus Abs
hnitt 4.1.1 benutzt. Obwohl die L�osung f�urein einzelnes Kolloid antisymmetris
h bez�ugli
h vorne und hinten ist,ist die Superposition zweier Kolloide dies ni
ht mehr. Deshalb gibt esau
h in erster Ordnung in u vers
hiedene Kr�afte auf die beiden Kolloide.Die Linie oberhalb von jFzj = 0:052 ist der Grenzwert f�ur d ! 1, derder Re
hnung f�ur ein einzelnes Kolloid entnommen wurde.
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9 Zwei glei
he Kolloide im Str�omungsfeld
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Abbildung 9.19: Entwi
klungskoeÆzienten vonD f�ur u = 0:025. Die Symbole sind nume-ris
he Ergebnisse, die dur
hgezogenen Linien sind aus der Entwi
klungum u = 0.9.3.3 L�osung mit AUTO 2000Aufgrund der Zylindersymmetrie entwi
kle i
h D in Legendre-Polynome,D(�; �) = 1Xl=0 Al(�)Pl(
os �) : (9.49)Diesen Ansatz setze i
h in (9.39) ein und f�uhre die Projektionen auf die Pl(
os �) ana-log zum Falle der nebeneinander bewegten Kolloide dur
h. Das ergibt wieder N + 1gew�ohnli
he Di�erentialglei
hungen f�ur die Al(�), wenn i
h die Entwi
klung bei l = Nabs
hneide. Hier konnte i
h die Glei
hungen mit Mathemati
a bis zur Ordnung N = 12erstellen. Die Bere
hnung des Di
htefeldes ist deshalb nur f�ur �0 � 0:5, d � 2:26 m�ogli
h.Test der Entwi
klung um u = 0In Abbildung 9.19 sind die Al(�) f�ur u = 0:025 aufgetragen. Man sieht gute �Uberein-stimmung zwis
hen den numeris
hen Ergebnissen und denen aus der Entwi
klung umu = 0.KonturplotIn Abbildung 9.20 ist die Di
hteverteilung in der N�ahe der Kolloide f�ur u = 1 undd = 3:09 gezeigt. Der Anstau vor dem zweiten Kolloid ist deutli
h erniedrigt. Dagegenist die Di
hte hinter dem zweiten deutli
h geringer als hinter dem ersten. Der Anstauvor dem zweiten Kolloid verringert die Verarmung hinter dem ersten.110



9.3 Zwei glei
he Kolloide hintereinander
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 3Abbildung 9.20: Di
hteverteilung zweier hintereinander bewegter Kolloide f�ur u = 1 undd = 3:1. Die Konturlinien gehen von 0.7 bis 1.5 mit S
hrittweite 0.1.Kraft auf die KolloideDie Reibungskraft auf die beiden Kolloide f�ur u = 1 ist in Abbildung 9.21 in Abh�angigkeitdes Abstands d aufgetragen. F�ur diese Ges
hwindigkeit ist die Reibungskraft auf dasvordere Kolloid gr�o�er als diejenige auf das hintere. Die Kraft auf das vordere Kolloids
heint f�ur d < 2:5 ni
ht mehr abzunehmen. F�ur den letzten gezeigten Punkt (d = 2:26)wei
ht in der ersten Ordnung in u in Abs
hnitt 9.3.2 die Kraft f�ur N = 12 um 0:8 %von derjenigen mit ausrei
hender Ordnung N ab. Deshalb ist dieser Punkt no
h re
htgenau. Die Frage, ob die Kraft auf das vordere Kolloid ein Minimum hat und f�ur d! 2wieder ansteigt, kann in dieser Ordnung ni
ht beantwortet werden.Die Reibungskraft f�ur d = 3:09 in Abh�angigkeit der Ges
hwindigkeit ist in Abbildung9.22 aufgetragen. Der Unters
hied zwis
hen den Kr�aften auf die beiden Kolloide ist dabeif�ur kleine u quadratis
h in u. Siehe Abbildung 9.23.In Abbildung 9.24 ist die Di
hte f�ur u ! 1 skizziert. In diesem Grenzfall geht dieKraft auf das zweite Kolloid gegen Null, die auf das erste geht gegen die auf ein einzelnesKolloid. Der Grund ist, dass der Berei
h hinter dem ersten Kolloid frei von Polymerenist, das hintere Kolloid also in reinem L�osungsmittel s
hwimmt. Da das hintere Kolloidkeinen Anstau verursa
ht und dieser unendli
h d�unn w�are, s
hiebt es das vordere ni
htan.
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9 Zwei glei
he Kolloide im Str�omungsfeld
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1.61.71.8
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Abbildung 9.21: Kraft auf die beiden Kolloide als Funktion von d f�ur u = 1. Die Linieunterhalb von jFzj = 2 ist der Grenzwert f�ur d!1, der der Re
hnungf�ur ein einzelnes Kolloid entnommen wurde.

024
6810
1214

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
jF zj

u

hintenvorneeinzelnes Kolloid

Abbildung 9.22: Kraft auf die beiden Kolloide im Verglei
h zu derjenigen auf ein einzel-nes Kolloid f�ur d = 3:09. Die Kraft auf das vordere Kolloid ist kleinerals diejenige auf ein einzelnes. Wie im Text und in Abbildung 9.24 dis-kutiert ist, geht die untere Kurve f�ur u ! 1 gegen Null, die mittleregeht gegen die obere.
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9.3 Zwei glei
he Kolloide hintereinander

00.020.040.060.080.10.120.14

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
jF zj
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Kraftdi�erenzFit / u2

Abbildung 9.23: Di�erenz der Kr�afte auf die beiden Kolloide f�ur kleine u und d = 3:09.Man sieht die quadratis
he Abh�angigkeit von u.
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Abbildung 9.24: Skizze der Di
hteverteilung in der N�ahe der Kolloide im Grenzfall u!1. Die Kontaktdi
hte auf dem hinteren Kolloid ist Null bis auf denGro�kreis mit �2 = �=2. Die Di
hte dort tr�agt jedo
h zur Kraft ni
htbei.
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9 Zwei glei
he Kolloide im Str�omungsfeld
z

x

α

Abbildung 9.25: Zwei Kolloide werden mit konstantem Abstand im Winkel � dur
h einePolymerl�osung bewegt.9.4 Zwei glei
he Kolloide in beliebigem WinkelHier m�o
hte den Fall untersu
hen, in dem die Verbindungsa
hse der Kolloide einen be-liebigen Winkel � mit dem Str�omungsfeld einnimmt, siehe Abbildung 9.25. Dabei werdei
h keine neuen Re
hnungen dur
hf�uhren sondern werde nur zeigen, dass die L�osungdieses Problems nur in erster Ordnung in u dur
h eine Superposition der L�osungen f�ur� = 0Æ und � = 90Æ gegeben ist.Das Str�omungsfeld ist gegeben dur
hu = �u �êz 
os�+ êx sin�� : (9.50)Die angepasste Superposition w�are also�S = �z 
os�+ �x sin� : (9.51)Wobei �i mit i = z; x die L�osung f�ur das Str�omungsfeld u = �u êi ist.Der Ansatz (9.51) und der Ausdru
k (9.50) f�ur u eingesetzt in die bekannte Di�e-rentialglei
hung f�ur die station�are Di
hte und die Randbedingung ergibt�u �r�S +��S = 0 ; (9.52)[ê� � (�u�S +r�S)℄j�=�0 = 0 : (9.53)Man stellt fest, dass in (9.52)u sin� 
os� ���z�x + ��z�x �114



9.5 Zwei Kolloide unters
hiedli
her Gr�o�e�ubrig bleibt. In (9.53) bleibt der Termu sin� 
os� [ê� � (êx �z + êz �x)℄j�=�0stehen. Damit erf�ullt der Ansatz (9.51) die Glei
hungen f�ur beliebiges � ni
ht. Man mussalso f�ur jeden Winkel � eine neue Re
hnung dur
hf�uhren. In erster Ordnung in u mussman dies jedo
h ni
ht. In diesem Fall ist der Ansatz�S = 1 + u �S1 +O(u2) = 1 + u ��z1 
os�+ �x1 sin��+O(u2) : (9.54)Dabei erf�ullt 1 + u �i1 die Glei
hungen in erster Ordnung in u f�ur u = �u êi. In ersterOrdnung in u wird die Di�erentialglei
hung wie s
hon oft gesehen zur Lapla
e-Glei
hung.Diese wird von den �i1 per De�nition erf�ullt. Die Randbedingung bei � = �0 wird zuhê� � ��u=u+r�S1�i����=�0= 
os� hê� � �êz +r�z1�i����=�0 + sin� hê� � �êx +r�x1�i����=�0 = 0 : (9.55)Die beiden Terme in (9.55) sind einzeln glei
h Null, so sind die �i1 de�niert. In ersterOrdnung in u gilt also f�ur zwei Kolloide unter dem Winkel �,�� = 1 + u ��z1 
os�+ �x1 sin�� : (9.56)Dabei ist �z1 die Di
hte in erster Ordnung in u f�ur zwei hintereinander bewegte Kolloideund �x1 diejenige f�ur zwei nebeneinander bewegte Kolloide. Die Kr�afte auf die Kolloidewerden dabei entspre
hend superpositioniert. Man erh�alt also in erster Ordnung wiederkeine Kr�afte zwis
hen den Kolloiden.Die Gesamtkraft auf die Kolloide ist allerdings ni
ht parallel zu u. Der Grund ist,dass wie in den jeweiligen Kapiteln gezeigt, die Reibungskraft zweier nebeneinander be-wegter Kolloide erh�oht ist w�ahrend diejenige zweier hintereinander bewegter Kolloideerniedrigt ist.Der obige Beweis f�ur die G�ultigkeit dieser Superpositionsl�osung in erster Ordnung inu gilt nat�urli
h f�ur die Superposition beliebiger Flussfelder. So kann man zum Beispiel dieDi
hte f�ur den S
her
uss aus Kapitel 7 mit derjenigen des geradlinig bewegten Kolloidsaus Kapitel 4 superpositionieren.9.5 Zwei Kolloide unters
hiedli
her Gr�o�eWenn die beiden Kolloide unters
hiedli
he Gr�o�e haben, so sind die Randbedingungenni
ht mehr bei ��0, sondern bei �0 > 0 und �1 < 0. Die obigen L�osungsmethodenfunktionieren analog.9.6 Ein Kolloid in der N�ahe einer WandWenn eine der beiden Kugeln in bisph�aris
hen Koordinaten unendli
h gro� ist, entspri
htsie einer Ebene bei z = 0. Wenn diese Ebene die Ober
�a
he der verbotenen Zone einer115



9 Zwei glei
he Kolloide im Str�omungsfeldWand ist, sind die Randbedingungen dieselben wie f�ur zwei Kolloide, die nebeneinanderbewegt werden, siehe Abs
hnitt 9.2. Die Str�omungsfelder k�onnen jedo
h vers
hieden sein,hier muss man zwei F�alle unters
heiden:1. Das Kolloid wird an der Wand entlang gezogen. In der N�aherung, in der das Kolloiddas Str�omungsfeld ni
ht beein
usst, ruht das L�osungsmittel im Bezug zur Wand.In diesem Fall ist das Str�omungsfeld und damit au
h die L�osung und die absto-�ende Kraft identis
h zu den L�osungen der nebeneinander gezogenen Kolloide inAbs
hnitt 9.2.2. Kolloid und Wand ruhen, das L�osungsmittel str�omt vorbei. In diesem Fall ist derungest�orte Fluss ein S
her
uss. Diesen Fall muss man neu bere
hnen.Im reinen L�osungsmittel vers
hwinden die Kr�afte zwis
hen Kolloid und Wand aufgrundder Zeitreversibilit�at der Stokes-Glei
hung.
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10 Zusammenfassung und Ausbli
kIn dieser Arbeit wurde die Di
hteverteilung von Polymeren in stark verd�unnter L�osung inder N�ahe getriebener Kolloide untersu
ht und die aus inhomogenen Di
hteverteilungenfolgenden Kr�afte bere
hnet.F�ur ein einzelnes Kolloid ist die Reibungskraft dur
h Polymere nahezu linear inder Ges
hwindigkeit des Kolloids. Ihre St�arke h�angt vom Gr�o�enverh�altnis der betei-ligten Teil
hen ab, diese Abh�angigkeit kommt aus dem Ein
uss des Kolloids auf denStr�omungs
uss des L�osungsmittels. Die makroskopis
he Viskosit�at einer Polymerl�osungist gr�o�er als diejenige des reinen L�osungsmittels. Die im mikroskopis
hen Modell be-re
hnete Gesamtkraft auf das Kolloid, also die Summe aus der Stokes-Kraft des reinenL�osungsmittels und der Polymerkraft, ist f�ur die in Experimenten verwendeten Para-meter kleiner als die Stokes-Kraft in einer homogenen Fl�ussigkeit derselben Viskosit�at.Die Mobilit�at des Kolloids ist na
h den Re
hnungen in dieser Arbeit also gr�o�er als mannaiv erwarten w�urde. Experimentelle Messungen der Di�usionskonstante eines Kolloidsin einer Polymerl�osung best�atigen dies: Die Di�usivit�at des Kolloids ist gr�o�er als manaufgrund der Viskosit�at der L�osung erwarten w�urde und stimmt im Berei
h kleiner Po-lymerdi
hten gut mit den Vorhersagen aus dieser Arbeit �uberein. In den momentan ander Universit�at Leipzig dur
hgef�uhrten Messungen der Reibungskraft auf ein Kolloid ineiner Polymerl�osung ist diese Kraft gr�o�er als die Stokes-Kraft mit Viskosit�at der Poly-merl�osung, also ebenfalls gr�o�er als die Vorhersagen dieser Arbeit. Die Messungen gebenjedo
h Ho�nung auf eine bessere �Ubereinstimmung bei kleinen Polymerdi
hten, dort istdie experimentelle Au
�osung allerdings no
h ni
ht ho
h genug. In jedem Fall zeigt diePolymerl�osung auf der Gr�o�enskala des Kolloids deutli
h andere Eigens
haften als einehomogene Fl�ussigkeit derselben Viskosit�at. Ein mikroskopis
hes Modell wie das in dieserArbeit verwendete ist also f�ur die Bes
hreibung n�otig.Die Zeitentwi
klung der Reibungskraft f�ur ein instantan bes
hleunigtes Kolloid wurdef�ur kleine Ges
hwindigkeiten bere
hnet. Der Maximalwert der Kraft wird algebrais
herrei
ht, weshalb keine 
harakteristis
he Zeitskala angegeben werden kann.F�ur ein Kolloid im S
her
uss ist die Polymerdi
hteverteilung punktsymmetris
hbez�ugli
h des Kolloidmittelpunktes. Deshalb treten keine Kr�afte auf das Kolloid auf.Bei zwei Kolloiden, die mit konstantem Abstand dur
h die L�osung bewegt werden,treten in erster Ordnung in der Ges
hwindigkeit der Kolloide �ahnli
he Symmetrien inder Di
hteverteilung auf wie im Stokes-Str�omungsfeld. Deshalb gibt es in dieser Ord-nung au
h mit Polymeren keine We
hselwirkungskr�afte. Dies �andert si
h bei h�oherenGes
hwindigkeiten, bei denen aber immer no
h die Stokes-Glei
hung gilt. Dort erfahrennebeneinander bewegte Kolloide eine absto�ende Polymerkraft. Ebenso gilt dies f�ur einKolloid, das an einer Wand entlang bewegt wird. Ein Kolloid, das hinter einem anderenbewegt wird, erf�ahrt eine reduzierte Reibungskraft, f�ur Kolloide in einer Polymerl�osung117



10 Zusammenfassung und Ausbli
klohnt si
h also das Winds
hattenfahren. Im Gegensatz zu diesem erf�ahrt das vordere Kol-loid ebenfalls eine reduzierte Reibungskraft, da es vom hinteren ges
hoben wird. Dieseist f�ur gro�e Ges
hwindigkeiten jedo
h gr�o�er als die Reibungskraft des hinteren. Ei-ne Gruppe sedimentierender Kolloide verkleinert im Laufe der Sedimentation also seineAusdehnung in Bewegungsri
htung, vergr�o�ert aber die Ausdehnung senkre
ht zu dieserRi
htung. Des weiteren wird gezeigt, dass in erster Ordnung in der Ges
hwindigkeit dasDi
htefeld in der N�ahe zweier in beliebigem Winkel angestr�omten Kolloide dur
h eineSuperposition der Di
htefelder f�ur nebeneinander und hintereinander bewegte Kolloidegegeben ist. Die mit der Superpositionsn�aherung bere
hneten Kr�afte wei
hen bis zu 50% von den in bisph�aris
hen Koordinaten bere
hneten ab. Die Abwei
hung nimmt mitsinkendem Kolloidabstand zu.Um die Experimente au
h bei gr�o�eren Polymerdi
hten bes
hreiben zu k�onnen, ist ei-ne Verfeinerung des Modells notwendig. F�ur gr�o�ere Di
hten k�onnen die We
hselwirkun-gen der Polymere ni
ht mehr verna
hl�assigt werden. Ein Konzept f�ur die Ber�u
ksi
htigungdieser We
hselwirkungen ist dur
h die Dynamis
he Di
htefunktionaltheorie gegeben [12℄.Die Einbindung der R�u
kkopplungen der Polymere auf das Str�omungsfeld des L�osungs-mittels ist mit dieser allerdings no
h ni
ht m�ogli
h.Im Rahmen des in dieser Arbeit verwendeten Modells gibt es im Berei
h zweier Kol-loide no
h viele interessante Szenarien, zum Beispiel Kolloide unters
hiedli
her Gr�o�e.Au�erdem verspri
ht das Studium zweier Kolloide mit �uberlappenden verbotenen Zonenneue Ergebnisse bez�ugli
h der Verarmungskr�afte im Ni
htglei
hgewi
ht.
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