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1 Einleitung

Viele Flissigkeiten, denen wir im Alltag begegnen, sind Suspensionen, fiir uns sind sie
aber kaum als solche zu erkennen. Zum Beispiel enthilt unser Blut mesoskopische Teil-
chen, die sehr viel grofler als Wassermolekiile, fiir unser Auge aber immer noch viel zu
klein sind. Wir konnen nur die makroskopischen Eigenschaften des Blutes erfahren, es
ist dickfliissig. Lassen wir uns in Gedanken auf die Grofie eines roten Blutkdrperchens
schrumpfen und treten mit unserem Mini-Unterseeboot durch das Gewimmel von Zellen
und Néhrstoffen eine Reise vom Herz zum kleinen Zehen an, so werden uns die mikro-
skopischen Eigenschaften des Blutes sehr schnell bewusst. Es fahrt sich einfach nicht so
gut, wenn stindig Zellen gegen die Frontscheibe stoflen und unsere Fahrt verlangsamen.
Das kostet uns Nerven und vor allem Treibstoff.

Dieses Beispiel soll verdeutlichen, dass sich eine Suspension aus der Perspektive zum
Beispiel eines Kolloids ganz anders verhilt, als aus makroskopischer Sicht. Deshalb wird
in dieser Arbeit ein mikroskopisches Modell verwendet, um die Kréfte auf getriebene
Kolloide in Polymerlésungen zu berechnen.

Die effektive Reibungskraft, die ein Kolloid in einer Polymerlosung erfihrt, ist fiir vie-
le Anwendungen von Bedeutung. Die Sedimentationsgeschwindigkeit oder die Diffusi-
vitit des Kolloids hiingen von dieser Reibung ab. Ob getriebene Kolloide untereinander
oder in der Nihe einer Wand Wechselwirkungen erfahren, die durch Polymere vermittelt
werden, ist ebenfalls wichtig fiir den Transport in Mikrokanélen. Bilden die Kolloide
Anh&dufungen oder verteilen sie sich? Werden sie von der Wand abgestofien oder ange-
zogen? Diesen Fragen nihert sich diese Arbeit von theoretischer Seite. Berechnet wird
dabei die Dichteverteilungsfunktion der Polymere. Diese ist in der Nihe von getriebenen
Kolloiden im Nichtgleichgewicht. Die inhomogene Dichteverteilung hat einen inhomoge-
nen osmotischen Druck der Polymere zur Folge. Dieser inhomogene Druck ist Grund fiir
die Kréfte der Polymere auf das Kolloid.

Das verwendete Modell wurde bereits in [12] eingefiihrt. In dieser Arbeit werden
zusitzlich die Einfliisse der Hydrodynamik des Losungsmittels studiert. Auflerdem wer-
den experimentell messbare Groflen extrahiert: Die effektive Reibungskraft und die Dif-
fusionskonstante eines Kolloids in einer Polymerlosung. Bei der Diffusionskontante zeigt
sich im Vergleich von Theorie und Experiment der Einfluss der Hydrodynamik als von
essentieller Bedeutung: Sie verkleinert die polymerinduzierte Reibung bei den im Expe-
riment verwendeten Groflenverhéltnissen auf bis zu ein Promille des Wertes ohne Hy-
drodynamik und bringt die Ergebnisse so auf die richtige Gréflenordnung. Eine direkte
Messung der effektiven Reibung wird momentan an der Universitit Leipzig durchgefiihrt.



1 Einleitung

Die Ergebnisse werden mit theoretischen Vorhersagen dieser Arbeit verglichen.

Die Zeitentwicklung der Reibungskraft fiir ein instantan beschleunigtes Kolloid wird
im Grenzfall kleiner Geschwindigkeiten berechnet. Fiir ein Kolloid im Scherfluss wird
ebenfalls die stationédre Dichteverteilung der Polymere bestimmt.

Fiir den Fall zweier Kolloide werden zunéchst die rein hydrodynamischen Wechsel-
wirkungen ohne Polymere diskutiert. Bei laminarer Stromung verschwinden diese Wech-
selwirkungen aufgrund von Symmetrien des Stokes-Strémungsfeldes. In diesem Szenario
haben mogliche polymerinduzierte Wechselwirkungen also keine hydrodynamische Kon-
kurrenz, was ihre Messung erleichtert. Was sieht man, wenn Polymere in der Fliissigkeit
gelost werden? Dieses Problem wird in bisphérischen Koordinaten studiert und die
Losungen mit denjenigen aus der Superpositionsnidherung aus [9] verglichen. Der Fall
eines Kolloids in der Néhe einer Wand ist eng verwandt mit demjenigen zweier neben-
einander bewegter Kolloide. So kénnen die Ergebnisse teilweise auf diesen Fall iibertragen
werden.
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2 Modell

In dieser Arbeit werde ich die Dichteverteilung von Polymeren in Losungen an um-
stromten Kolloidteilchen untersuchen. In dem verwendeten Modell kommen also drei
Teilnehmer vor:

1. Das Losungsmittel, dessen Teilchen (im allgemeinen Wassermolekiile) viel klei-
ner als das Kolloid oder die Polymere sind. Deshalb kann das Losungsmittel als
Kontinuum behandelt werden, das der Stokes-Gleichung gehorcht. Das Geschwin-
digkeitsfeld v wird vom Kolloid beeinflusst, der Einfluss der Polymere auf das
Stromungsfeld wird jedoch vernachléssigt. Die Stokes-Gleichung lautet [2]

nAv = Vp, (2.1)
Vv = 0.

Dabei ist i die Viskositéit des Losungsmittels und p der Druck. Gleichung (2.2) be-
schreibt die Inkompressibilitidt des Losungsmittels. Die Randbedingung an harten
Wiinden ist, dass die Geschwindigkeit des Losungsmittels an der Wand gleich der
Geschwindigkeit der Wand ist.

2. Das kugelférmige, ruhende Kolloid, das vom Losungsmittel mit den Polymeren
umstromt wird.

3. Die Polymere, die langkettig sind, dass heif}t ihre Linge ist viel gréfler als die Persi-
stenzldnge. Dann formen sie Knéuel. Diese Knéduel haben keinen scharfen Rand und
deshalb auch keinen wohldefinierten Radius. Man fithrt daher den Gyrationsradius
von Polymerkn&ueln ein, der der in Wechselwirkungen mit anderen Teilchen er-
kennbare Radius der Polymere ist. Wechselwirkungen der Polymere untereinander
werden spéter vernachléssigt (ideales Gas). Die Kolloid-Polymer Wechselwirkung
wird durch eine Hart-Kugel Wechselwirkung idealisiert. Die Polymere werden vom
Losungsmittel mitgefithrt, das Losungsmittel iibt dabei die Kraft F = v (v —vp)
auf sie aus. v ist der Reibungskoeffizient der Polymere, der mit der Diffusionskon-
stante verkniipft ist via v = %. vy ist die Geschwindigkeit des Losungsmittels
am Mittelpunkt des Polymers, vp ist die des Polymers. Der Reibungskoeffizient
v ist grof, so dass die Polymere einer iiberdimpften Brownschen Dynamik gehor-
chen und von Gebieten hoher Konzentration zu Gebieten niedriger Konzentration
diffundieren.

Solange die Polymere nicht durch das Kolloid gestért werden, schwimmen sie also
mit dem Losungsmittel mit. Der Abstand der Mittelpunkte von Polymer und Kolloid
muss dabei aufgrund der Hart-Kugel Wechselwirkung stets grofier als die Summe der
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2 Modell
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Abbildung 2.1: Die Polymerteilchen (kleiner Kreis) werden vom Loésungsmittel gegen
das Kolloid (graue Kreisfliche) getrieben. Der Mittelpunkt der Polyme-
re kann in die sogenannte verbotene Zone (innerhalb des gestrichelten
Kreises) nicht eindringen. Radius R der verbotenen Zone ist die Summe
der Radien von Kolloid und Polymer, R = Rx + Rp.

Radien sein. Die Polymere kénnen also in die Kugel um den Mittelpunkt des Kolloids
mit Radius R = Ri + Rp nicht eindringen (Abbildung 2.1). Diese Kugel werde ich
ab jetzt verbotene Zone nennen. Kommen die Polymere an den Rand der verbotenen
Zone, so konnen sie dem Losungsmittelfluss nicht mehr folgen, denn das Losungsmittel
kann im Gegensatz zu den Polymeren in die verbotene Zone eindringen. Es kommt zu
einem Polymerstau vor dem Kolloid. An einer Wand (Abschnitt 9.6) gibt es ebenfalls
eine verbotene Zone der Dicke Rp/2.

Fiir die Berechnung des Polymerstaus gehe ich vom Bild der einzelnen Polymere iiber
zur Ensemble-gemittelten Polymerdichte p(r,¢). Im ungestorten System ohne Kolloid
ist sie rdumlich und zeitlich konstant. Die Dichte des ungestorten Systems werde ich im
folgenden mit Ruhedichte po, bezeichnen.

Wenn der Losungsmittelfluss um das Kolloid konstant ist, so stellt sich (theoretisch
nach unendlich langer Zeit) im Ruhesystem des Kolloids ein stationédrer Zustand ein, das
heif}t, in diesem System ist die Funktion p(7) nicht mehr zeitabhingig. Mein Ziel ist es,
diese Funktion zu berechnen. Fiir den Fall sehr kleiner Kolloidgeschwindigkeiten werde
ich ebenfalls die Zeitabhiingigkeit der Dichteverteilung in der Néhe eines instantan aus
der Ruhe auf konstante Geschwindigkeit beschleunigten Kolloides berechnen.

Zeitgemittelte Dichte p:

Im stationéiren Zustand sind Zeitmittelung und Ensemble-Mittelung dquivalent. Deshalb
konnen die in dieser Arbeit berechneten Ensemble-gemittelten Grofien (zum Beispiel die
Reibungskraft auf ein Kolloid) mit experimenentell leichter zugénglichen zeitgemittelten
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2.1 Diskussion des Modells

Groflen verglichen werden.

2.1 Diskussion des Modells

Im oben beschriebenen Modell sind wie in allen Modellen Ndherungen enthalten. Hier
mochte ich diskutieren, in welchen Situationen die einzelnen N&herungen besonders gut
oder schlecht sind.

Die Polymere wechselwirken nicht untereinander: Diese Ndherung ist umso besser, je
kleiner die Polymerdichte ist. Die relevante Grofle ist die Packungsdichte pVp =
p %”R?;, mit dem Polymervolumen Vp. Bei kleinen Packungsdichten ,;sehen“ sich
die Polymere seltener, die Wechselwirkungen zwischen ihnen werden weniger rele-
vant.

Das Geschwindigkeitsfeld v wird nicht von den Polymeren beeinflusst: Diese Néher-
ung ist durch das Bild motiviert, dass das Feld lokal an den Segmenten der diinnen
Polymerkette gestort wird, es von weit weg betrachtet, also auf der Grofienskala
des Kolloids, jedoch weniger beeinflusst ist als bei einem kompakten Kolloid. Die
Giite dieser Naherung hingt ebenfalls von der Packungsdichte ab. Je grofier diese,
also je dichter die ,,Polymermasse” ist, desto schlechter ist diese Ndherung. Fiir den
Fall verdiinnter Losungen, bei denen die Polymere sehr viel kleiner als das Kolloid
sind (wie zum Beispiel in den Experimenten zur Diffusionskontante in Kapitel 5),
ist diese Ndherung wahrscheinlich sehr gut.

Das Polymer spiirt nur das Flussfeld an seinem Mittelpunkt: Diese Ndherung ist gut,
wenn das Geschwindigkeitsfeld des Losungsmittels sich nur wenig auf der Grofien-
skala des Polymers éndert, |Vv;| Rp < |v| (i = z,y, z). Dies ist umso besser erfiillt,
je kleiner das Verhéltnis Rp/Ry ist. Der Kolloidradius setzt die Lingenskala,
auf der sich das Geschwindigkeitsfeld des Losungsmittels dndert. Je kleiner das
Polymer im Vergleich zum Kolloid ist, desto geringer ist der Unterschied des Feldes
an den verschiedenen Rindern des Polymers.

Hart-Kugel Wechselwirkung: Je grofier die Kraft, die das Polymer gegen das Kolloid
driickt, desto mehr wird das Polymer zusammengedriickt, umso schlechter ist al-
so die Beschreibung durch eine Hart-Kugel Wechselwirkung. Je grofier also das
Geschwindigkeitfeld v in der Nidhe des Kolloids, desto schlechter diese Naherung.
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3 Kurze Herleitung der Gleichungen

3.1 Dynamische Dichtefunktionaltheorie

In diesem Kapitel werde ich die Differentialgleichung und die Randbedingungen fiir
die Dichte p(r,t) fiir den Fall eines einzelnen Kolloids einfithren. Diese lassen sich je-
doch trivial auf ein System mit zwei Kolloiden iibertragen, siehe Abschnitt 9.2. Fiir
ein iiberddmpftes System aus paarweise wechselwirkenden Brownschen Teilchen an den
Orten {7r;},—1. . n ist die Bewegungsgleichung fiir Teilchen ¢

N
or; 1
a_tz :v(m,t)—l—; ;F(m—rj)—l-G(m) +m;(t). (3.1)
Die Geschwindigkeit des Teilchens ist ohne andere Kriifte gleich dem Stromungsfeld des
Losungsmittels v(r;, t). Wenn jedoch Krafte vorhanden sind, (dulere Kraft G und paar-
weise Wechselwirkung F') so dndert sich die Geschwindigkeit proportional zur Mobilitét
% = kBLT' Dabei sind Beschleunigungszeiten vernachlissigt. n, ist ein stochastischer
Rauschterm, der die zufilligen Stofle mit den Losungsmittelteilchen reprisentiert. Er ist
im Mittel Null und hat folgenden Korrelator:
2
(™ (0 07 (¢)) = ko T 8(6 = 1) 85 das (3:2)

a,f = 1,2.3 sind die rdumlichen Komponenten. Die zufélligen Sté8e in verschiedenen
Richtungen, auf verschiedene Teilchen oder zu verschiedenen Zeiten sind also unkorre-
liert.

Mit der Annahme, dass lokal die Paarkorrelationsfunktion durch diejenige im Gleich-
gewicht gegeben ist, ergibt sich die Dynamische Dichtefunktionaltheorie fiir die Dichte

p(r,t), sieche zum Beispiel [6],
] . (3.3)
p(r.t)

0 t 1

T) L et Vprt) = 2V o)V
ot v

In unserem Modell wechselwirken die Polymere nicht miteinander (F = 0). Auflerdem

schalte ich zunéchst alle dufleren Krifte aus (G = 0). Dann kann ich das Funktional des

idealen Gases benutzen,

0F(p]
op

Fideales Caglo(r:t)] = /kBTp(r,t) {In [A% p(r,t)] — 1} d°r. (3.4)
A ist die thermische Wellenléinge. Ich erhalte folgende Differentialgleichung fiir p(r, t):
0
V - (vp— DVp) = _8_;) . (3.5)

14



3.2 Dimensionslose Gleichung

Diese Gleichung bedeutet, dass die Divergenz des Polymerstroms 3 = vp — DV p gleich
minus der zeitlichen Anderung der Dichte ist. An Orten positiver Divergenz des Stromes
nimmt die Dichte zeitlich ab.

Die Hart-Kugel Wechselwirkung mit dem Kolloid wird in eine Randbedingung fiir
diese Differentialgleichung geschrieben, die dafiir sorgt, dass die normale Komponente
des Polymerstroms auf der Oberfliche der verbotenen Zone, der Kugeloberfliche mit
r = Rp + Rx = R, verschwindet,

6+ (vp —~ DVp)ll,pp = 0. (3.6)

Da (3.5) eine Differentialgleichung zweiter Ordnung ist, brauche ich zur Bestimmung der
Lésung noch eine zweite Randbedingung. Diese ist, dass die Dichteverteilung unendlich
weit vom Kolloid entfernt gegen die Ruhedichte po, geht,

lim p(r,t) = poo - (3.7)

r—00

3.2 Dimensionslose Gleichung

Das Gleichungssystem (3.5) und (3.6) enthélt als Parameter den Radius R der verbotenen
Zone, die Diffusionskonstante D der Polymere und den Lésungsmittelfluss v. Diese lassen
sich zum dimensionslosen Stromungsfeld u = % zusammenfassen, von dem allein die
Losung abhéngt. Dies wird offensichtlich, wenn man das Gleichungssystem dimensionslos
macht.

Es werden folgende Reskalierungen durchgefiihrt:

P PP
1
R* _*
r - r, V—>RV,
R? o D 9
P2 ot G mEw (38)

p wird also in Einheiten der Ruhedichte und » in Einheiten des Radius R der verbotenen
2

Zone gemessen. Die Zeit ¢ wird in Einheiten von % gemessen. Damit wird (3.5) nach

Division durch ps zu

_D oy
R? Ot

1 1

= = (3.9)

Jetzt dividiere ich die ganze Gleichung noch durch die Diffusionskonstante D, multipli-
ziere mit R? und lasse die Sternchen wieder weg. Auflerdem nutze ich V - v = 0 aus,
siehe (2.2),

R dp
Die Grofle % ist das dimensionslose Stromungsfeld w:
R
u= 5. (3.11)

15



3 Kurze Herleitung der Gleichungen

Dabei ist u = % der Betrag der dimensionslosen Geschwindigkeit des Kolloids im
Ruhesystem des Losungsmittels. Wenn die Diffusionskonstante der Polymere viel gréfier
als v R ist (u < 1), dann relaxieren die Polymere viel schneller, als das Kolloid sie
anstauen kann, der Anstau ist klein.

Die reskalierte Gleichung ist damit gegeben durch

dp(r,t
u-Vp(r,t) — Ap(r,t) = — pg;, ) . (3.12)
Mit den beiden Randbedingungen (3.6) und (3.7) verfahre ich auf gleiche Weise,
{ér - [-up(r,t) + Vp(r, )]}, = 0, (3.13)
lim p(r.t) = 1. (3.14)
r—0o0

Die Randbedingung (3.13) gilt nur fiir ein einzelnes Kolloid. Sie kann wie schon oben
erwihnt trivial auf den Fall zweier Kolloide erweitert werden, siehe Abschnitt 9.2.
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4 Gleichformige Bewegung eines Kolloids

Hier werde ich den Fall eines geradlinig mit konstanter Geschwindigkeit durch eine Po-
lymerldsung bewegten Kolloids betrachten. In diesem Kapitel sind alle Gréfien dimensi-
onslos geméfl Abschnitt 3.2. Ich werde zunéchst die stationiire Losung der Dichtevertei-
lung bestimmen, also ist % = 0. Den Einfluss des Kolloids auf das Stromungsfeld des
Losungsmittel werde ich erst in Abschnitt 4.2 beriicksichtigen, zunéichst werde ich diesen
wie in [12] vernachlidssigen. Dies ist der Grenzfall eines unendlich kleinen Kolloids oder
eines siebartigen Kolloids, dessen Maschen viel gréfler als die Losungsmittelteilchen und
viel kleiner als die Polymere sind.

4.1 Grenzfall Ry — 0

Das Geschwindigkeitsfeld u ist homogen,
u(r)=-u-e,. (4.1)

Das Koordinatensystem ist wie in Abbildung 2.1 gewéhlt. Fiir das Stromungsfeld (4.1)
und % = 0 reduzieren sich die Gleichungen (3.12) und (3.13) zu

ua'[(;—(zr) + Ap(r) =0, (4.2)

(u ér e, plr) + 8’3(:)>

~0. (4.3)

r=1

Da das System Zylindersymmetrie aufweist, ist p unabhéngig von ¢ und diese Gleichun-
gen lauten in Kugelkoordinaten

: 2 9 1 2
U cosﬂ@—sme@ +@+—%+— @—i—cotﬂ@ = 0, (4.4)
or r 00

or2 " ror 12\ 062 00

<ucos€p+ %)

Dieses Gleichungssystem ist nicht einfach analytisch zu l6sen, da der Losungsmittelfluss
die Kugelsymmetrie des Kolloids bricht. Ich werde folgende Lésungsanséitze machen:

0. (4.5

r=1

1. Entwicklung um v = 0, mit der ich die Losung fiir © < 1 bestimmen kann.

2. Entwicklung der Dichte in Kugelflichenfunktionen und numerische Losung der
daraus entstehenden Gleichungen fiir die Koeffizienten der Kugelflichenfunktionen.

3. Lokale Losung der Gleichung fiir & = 0 und # = 7, mit der ich das Abklingverhalten
der Dichte vor und hinter dem Kolloid bestimmen kann.
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4  Gleichférmige Bewegung eines Kolloids

4.1.1 Entwicklung um v =0

Da u dimensionslos ist, werde ich die Dichte p(r,0) in eine Taylorreihe um v = 0 ent-
wickeln,

p(r,0;u) = po +upy +u’py + ..., (4.6)

und dabei die Koeffizienten einer Ordnung in u vergleichen.

Nullte Ordnung

In nullter Ordnung kommt nur py in den Gleichungen vor:

Apy =0, (4.7)
9o

&rﬂzo. (4.8)

Dieses System hat nur eine Konstante als Losung, also die Dichte der Polymere im
Ruhezustand. Da in Gleichung (3.12) die Dichte in Einheiten der Dichte im Ruhezustand
geschrieben ist, ist pg = 1.

Erste Ordnung

Nun werden die Koeffizienten der Ordnung u' betrachtet. Der Term iiber der geschweif-
ten Klammer ist Null, da pg weder von r noch von 6 abhéngt,

Jpo  sinf dpg _
( or T W) A =0, (4.9)

[\ J
—~

=0
0
<cos 0 po + %)

Ich muss also die Laplace-Gleichung fiir p; 16sen. Ein vollstdndiger Satz von Eigenfunk-
tionen sind die Legendre-Polynome Pj(cos 6). Die allgemeine Lisung lautet

=0. (4.10)
r=1

oo

ploye)::j{:(c$71+-c?r—k4) Py(cos ). (4.11)
=0

Da aber die p; (aufier pg) fiir r — oo gegen Null gehen miissen, sind alle C}' gleich Null.
Aus Gleichung (4.10) geht hervor, dass p; proportional zu cosf = Pj(cosf) sein muss,
und da die Pj(cos) orthogonal in cos@ € [—1,1] sind, ist nur C? ungleich Null. Mit
po = 1 ergibt sich

1
pi(r,0) = 2—7"26080' (4.12)

18



4.1 Grenzfall Rk — 0

Zweite Ordnung

Die Koeffizienten der Ordnung u? sind

dp1  sinf dp;
<cos GW - W) + Aps

1
=—T—3P2(cos6')+Ap2 = 0, (4.13)

<cos 0p1+ %>
or

Die homogene Losung der Gleichung (4.13) ist wieder von der Form (4.11). Die spezielle
Losung ist

= 0. (4.14)

r=1

1
3=——P . 4.1
py = —g Palcost) (4.15)

Mit der Rekursionsformel (4.22) fiir cos Py(cos#) ist aus der Randbedingung (4.14)
ersichtlich, dass ps nur P, und Py enthéilt, da p; nur P; enthilt. Es ergibt sich po zu

1 1 1
pa(r,0) = 6r + (W - a) Py(cos ). (4.16)

Dritte Ordnung, Abbruch der Entwicklung

In Ordnung »? sind die Gleichungen:

<cos % - s1n9%> + Aps

or r 00
3 1 3 A
=102 37 P;(cos0) — mPl(cos 0)+Aps = 0, (4.17)
3,
<cost9p2 + %) . = 0. (4.18)
Die spezielle Losung von Gleichung (4.17) ist

s (L2 L) picosd) — 2 Py(cosd) (4.19)

P5=\ 20~ 39,2 ) Palcos 5g L1 (cosd). .

pj erfiillt die Randbedingung bei  — oo nicht. Der konstante Term in (4.19) kann auch
nicht mit homogenen Lésungen annulliert werden, da diese fiir zum Beispiel P; von der
Form c173 + cor~* sind, also keinen konstanten Term enthalten. p§(r) enthélt Terme
oc vt pi(r) Terme oc r? usw. Deshalb werde ich die Entwicklung hier abbrechen.

Wie spéter noch ersichtlich wird, ist die Funktion p — 1 bei # = 0 proportional zu
e "". Bei Entwicklung dieses Faktors um u = 0 treten nur positive Potenzen von r auf,
die Reihe erfiillt auch nie die Randbedingung bei r — oo, obwohl die Funktion e™"" dies
tut. Die Funktion e “" hat eine wesentliche Singularitiit bei r — co. Die Funktion e~ %/¢
mit ( = % ist aufgrund dieser wesentlichen Singularitéit um ¢ = 0 nicht entwickelbar.

Man koénnte die Entwicklung also fortfithren mit dem Ziel, eine Lésung fiir kleine
Absténde r zu bekommen. Da aber jetzt positive Potenzen von r auftauchen, gibt es
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4  Gleichférmige Bewegung eines Kolloids

keinen Grund mehr, die positiven Potenzen der homogenen Losungen zu ignorieren. Es
gibt also immer zwei mogliche homogene Losungen, weshalb die eine Randbedingung bei
r = 1 nicht ausreicht, um die Lésung eindeutig zu bestimmen.

Fir u < 1 ist die erste Ordnung dieser Entwicklung jedoch zumindest in der Nihe
des Kolloids eine gute Approximation, wie ich in Abschnitt 4.1.4 durch Vergleich mit
numerischen Ergebnissen zeigen werde.

4.1.2 Entwicklung in Kugelflaichenfunktionen

Da das System Zylindersymmetrie aufweist, also p(r, 8, ¢) = p(r,0) gilt, reduzieren sich
die Kugelflichenfunktionen auf die Legendre-Polynome:

p(r,0) = Z Ay(r) Py(cos8) . (4.20)
1=0

Eine solche Entwicklung ist sinnvoll, da die Legendre-Polynome vollstindig und ortho-
gonal auf dem betrachteten Intervall cos @ € [—1, 1] sind.

Gleichung (4.20) setze ich nun in die Differentialgleichung (4.4) ein, wobei ich folgende
Rekursionsformeln benutze, die zum Beispiel in [5] nachgeschlagen werden kénnen:

<ind 0P (cos0)

50 = [ [cosfO P(cosf) — P,_1(cosb)] , (4.21)
cos 0 Py(cos) — (I+1)Piy1(cosO) + 1 P_1(cos ) ’ (4.29)
2041
8—2 + cot 93 Pi(cos®) = —I(I+1)P/cosh) (4.23)
06 09) ' - : ' ‘

(4.4) wird also zu

o0
1) P P_ 1) P P
ZUAE(Z+)Z+111_£AZ (l+)l+1+111_Pl_1
e 20+1 r 20+1

L(1+1)
’1”2

+A§’Pl+%A§Pl— AlPl}zo. (4.24)
Aufgrund der Orthogonalitit der Legendre-Polynome kann die Summe in einen Satz
von Gleichungen umgeschrieben werden, von denen jede nur das Polynom einer Ordnung
[ enthilt. Zum Beispiel wird der Term %Al P,_1 in die Gleichung der Ordnung [ — 1
eingeordnet, in der Gleichung der Ordnung /! kommt derselbe Term aus der Ordnung
I + 1 und lautet dort H'Tl Aj41 Py. Die I-te Gleichung ist gegeben durch

L(1+1)

2
+§’+;A§— = A =0. (4.25)

- I+1
“{21—1Al—1+2z+3 l+1

L[ 1(-1) (14 1)?
+F [_ 20— 1 Al‘1+<l+1_ q+3 ) A
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4.1 Grenzfall Rk — 0

Auf gleiche Weise lisst sich die Randbedingung bei r = 1 in einen Satz von Randbedin-
gungen umschreiben, die [-te Gleichung lautet

l [+1
[u < A+ r Al+1> + AE

—_— =0. 4.2
20 -1 20+3 0 (426)

r=1

Fiir 7 — oo miissen alle A)(r) auer Ag(r) gegen Null gehen. Da in den Gleichungen A,
mit A1 und A;_; gekoppelt ist, ist das System nur numerisch losbar, wenn die Reihe
bei einem bestimmten [ = N abgebrochen wird. Zu beachten ist hierbei, dass in den
beiden Gleichungen mit [ = N die Glieder A;;; weggelassen werden. Es ergeben sich auf
diese Weise N + 1 Gleichungen fiir N + 1 Koeffizienten.

4.1.3 Numerische L6sung des Gleichungssystems

Das Gleichungssystem (4.25), (4.26) habe ich mithilfe des Programmes AUTO 2000
numerisch gelést. Das Programm beginnt bei der Losung fiir u = 0 (p = ps) und
verfolgt die Losung als Funktion des Parameters u.

Da numerisch nur endliche Intervalle betrachtet werden kénnen, habe ich die Inter-
vallgroBe 100 R gewéhlt, das heifit, bei » = 101 wurde die Randbedingung bei r — oo
eingesetzt.

Bis zu welcher Ordnung N muss man in der Entwicklung der Dichte gehen, um
verléssliche Ergebnisse zu bekommen? Es zeigt sich, dass die Ordnung N grofler als u sein
muss. Dies ist in Abschnitt 4.1.5 anhand der Dichte direkt vor dem Kolloid diskutiert.
Fiir die folgenden Plots wurde N stets ausreichend grofl gewé&hlt.

4.1.4 Test der Entwicklung um v =0

Die erste Ordnung der Entwicklung um u = 0 werde ich in Kapitel 5 fiir die Berechnung
der Diffusionskonstante eines Kolloids in einer Polymerlésung benutzen. Deshalb teste ich
ihre Giiltigkeit fiir u < 1. Schreibt man die Entwicklung (4.6) als Summe von Legendre-
Polynomen, erhélt man als Koeffizienten:

1
Al(’r) = 6l,0 +u ﬁ (51’1 + O(UQ) . (4.27)

In Abbildung 4.1 ist ersichtlich, dass fiir u < 1 der Koeffizient A;(r) dominiert. Die nicht
geplotteten A;(r) mit I > 2 sind ebenfalls vernachlédssigbar klein. Auch der funktionale
Verlauf von Aq(r) ist gut durch (4.27) gegeben. Fiir groflere Geschwindigkeiten stimmt
dies natiirlich nicht. Die Entwicklung ist also gut fiir u < 1.

4.1.5 Diskussion der Ergebnisse
Konturplot

Abbildung 4.2 zeigt einen Konturplot der Dichteverteilung fiir u = 10. Die Dichte ist
maximal direkt vor und minimal direkt hinter dem Kolloid.
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Abbildung 4.1: Numerische Ergebnisse fiir die Entwicklungskoeffizienten von p fiir u =
0.1 verglichen mit (4.27).

Dichte am Staupunkt als Funktion von u

Abbildung 4.3 zeigt die Dichte am Staupunkt (r = 1, # = 0). Sie ist nahezu linear
in u. Ich habe die numerischen Loésungen mit verschiedenen N sowie die analytische
Néiherung aus Abschnitt 4.1.6 aufgetragen. Die Kurven weichen bei ungefihr u = N von
der analytischen Ndherung ab. Fiir v > N sind die Losungen also ungenau. Interessant
ist noch, dass die Kurven mit ungeradem N nach oben abweichen, die mit geradem N
nach unten.

Dichte vor dem Kolloid als Funktion von r

Abbildung 4.4 zeigt die Dichte vor dem Kolloid als Funktion von r. Mit steigendem u
steigt die Kontaktdichte, die Dichte fillt aber auch schneller mit r ab. In Abschnitt 4.1.6
wird gezeigt, dass die Dichte vor dem Kolloid mit e *"/r? abfillt.

Dichte direkt hinter dem Kolloid als Funktion von u

Die Dichte direkt hinter dem Kolloid (r = 1, § = ) ist in Abbildung 4.5 gezeigt. Die
analytische Ndherung aus Abschnitt 4.1.6 sowie die Entwicklung um » = 0 in Abschnitt
4.1.1 sind nur fiir kleine « gut. Die Dichte direkt hinter dem Kolloid geht fiir u — oo
gegen Null.

Dichte hinter dem Kolloid als Funktion von r

Abbildung 4.6 zeigt die Dichte hinter dem Kolloid. Die einzelnen Kurven schneiden sich
nicht und fallen algebraisch ab, siehe Abschnitt 4.1.6.
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4.1 Grenzfall Rk — 0

o P N W b~ OO N

Abbildung 4.2: Konturplot der Dichteverteilung p(r). Das Kolloid wird von links nach
rechts mit Geschwindigkeit v = 10 bewegt. Die Konturlinien gehen von
0.1 bis 1.5 mit Schrittweite 0.1. Die weifle Kreisfliche ist die verbotene
Zone.

Dichte an der Seite des Kolloids als Funktion von r

Abbildung 4.7 zeigt die Dichte an der Seite des Kolloids. Die Ableitung % bei r =1 ist
Null, wie von der Randbedingung gefordert. Alle Kurven haben deshalb Wendepunkte.
Der Abstand der Wendepunkte vom Mittelpunkt des Kolloids kann aus den Minima der
Ableitungen der A; bestimmt werden, die auch von AUTO 2000 ausgegeben werden.
Abbildung 4.8 zeigt einen Plot des Abstands des Wendepunkte als Funktion von u.
Fiir u — oo scheint der Wendepunkt gegen r = 1 zu gehen, also unendlich nahe an die
verbotene Zone heran. Fiir u — 0 konvergiert er gegen 7 = /2. Mit der zweiten Ordnung
der Entwicklung in u (die erste Ordnung verschwindet bei § = 7/2) ergibt sich fiir u — 0

1 1 1
=7/2) = 1442 |— — _ ___\P 2
p(r,0 =m/2) +u [6r+<6r3 6r> »(cos / )]
3 1
— 2 _
= l+4+u <12r 12T3> . (4.28)

Daraus ergibt sich die Position des Wendepunktes,

Por0=7/2) _ (1 1
Or? - 2r3 3 )7

rwo= V2. (4.29)

Dies stimmt gut mit Abbildung 4.8 iiberein.
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Abbildung 4.3: Polymerdichte am Staupunkt (r = 1, # = 0) als Funktion von u. Die
durchgezogene Linie ist die analytische Ndherung aus Abschnitt 4.1.6.

Kontaktdichte bei = 1 als Funktion von 6

Abbildung 4.9 zeigt die Kontaktdichte als Funktion von 6. Interessant ist der Winkel 65,
bei dem p(r = 1,0) die Gerade p = 1 schneidet. Wenn die Geschwindigkeit u gegen Null
geht, geht 65 gegen 7/2, siehe die erste Ordnung in u in (4.12). Fiir ansteigendes u wird
s zunichst grofler als m/2, erreicht diesen Wert aber wieder fir u — co. Im Extremfall
u = 0o, der D = 0 entspricht, sieht die Dichteverteilung wie in Abbildung 4.11 aus. Dort
ist 85 = 7/2. Die Polymere diffundieren gar nicht mehr. Die Dichte am Staupunkt ist
unendlich grofl. Alle Polymere, die sich in der Bahn des Kolloids befinden, werden zur
Seite gedriangt auf einen unendlich diinnen Bereich. Deshalb ist die Dichte dort ebenfalls
unendlich. Das Integral von p—1 iiber diesen Bereich sollte aber endlich sein. Die Anzahl
der Polymere, die vor dem Polymer angestaut werden, ist ebenfalls endlich. Dies ist in
Abschnitt 4.1.6 diskutiert.

Abbildung 4.10 zeigt den Winkel, bei dem die Polymerdichte gleich der Ruhedichte
ist. Man sieht die oben beschriebene Entwicklung, wobei der Limes fiir u — oo sehr
langsam erreicht wird.
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Abbildung 4.4: Polymerdichte vor dem Kolloid als Funktion des Abstands.
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Abbildung 4.5: Polymerdichte direkt hinter dem Kolloid als Funktion von «. Die u-Achse
ist logarithmisch. Die durchgezogene Linie kommt aus der analytischen
Néaherung in Abschnitt 4.1.6, die gestrichelte Linie kommt aus der Ent-
wicklung um v = 0 in Abschnitt 4.1.1.
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4  Gleichférmige Bewegung eines Kolloids

Abbildung 4.6: Polymerdichte hinter dem Kolloid als Funktion des Abstands.

2.2 : ‘
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Abbildung 4.7: Polymerdichte an der Seite des Kolloid als Funktion des Abstands.
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Abbildung 4.8: Position des Wendepunktes als Funktion von w.
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Abbildung 4.9: Kontaktdichte (r = 1) als Funktion von 6. In dem kleinen Ausschnitt
ist der Bereich der Schnittpunkte mit p = 1 vergréfert dargestellt. Der
Schnittwinkel fiir u = 30 ist kleiner als der fiir u = 20.
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Abbildung 4.10: Schnittwinkel der Kontaktdichte mit p = 1. Der Punkt bei u = 0 (Kreis)
stammt aus der Entwicklung um u = 0.
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p=1
. p= unendlich
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Abbildung 4.11: Skizze der Dichteverteilung im Fall v = oo, D = 0.
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4.1 Grenzfall Rk — 0

4.1.6 Lokale analytische L6sung

Die Gleichung (3.12) kann fiir u(r) = —ué, in Zylinderkoordinaten z, R, ¢ separiert
werden. In diesem Abschnitt steht R stets fiir die radiale Koordinate in Zylinderkoordi-
naten, nicht wie sonst fiir den Radius der verbotenen Zone,

op ?p 1 0 B
%Jr@“Lﬁﬁ(Rﬁ)_ . (4.30)

Mit dem Separationsansatz p(z,R) = ®(2) U(R) wird (4.30) zu

o0V (R
L (R

4.31
SO 17 .
= =—)
Der linke Term héngt nicht von R, der rechte nicht von z ab und man schreibt
0®(z)  0°®(2)
u— + 9.2 AD(2), (4.32)
10 0¥ (R)
—— | R = -AU(R). 4.33
ROR ( OR > (R) (4.33)

Gleichung (4.33) hat dabei nur fiir A > 0 Losungen, die weder fiir R — 0 noch fiir R — oo
divergieren. Die einzige Losung, die beide Bedingungen erfiillt, ist die Besselfunktion
erster Art,

U(R) = Jo(VAR). (4.34)

Sie geht gegen Null fir R — oo und gegen 1 fir R — 0. Gleichung (4.32) hat die
Losungen

u u u u2
B(2) = (V) e () e TR (4.35)
Fiir z — oo muss ¢3(A) = 0 und fiir z = —oo muss ¢; (A) = 0 sein. Die allgemeine Losung
ist eine Superposition aller moglichen Losungen. Da die Funktionen (4.34) und (4.35)
fiir grofle Abstéinde gegen Null gehen, muss ich die Ruhedichte noch addieren,

oo

S u2
p(z>0,R) =1 +/dxcl(x)672 22 L(VAR), (4.36)

—u w2
== (VAR)

o
p(z<0,R)=1+ /d)\ ca(A (4.37)
0

Ein dquivalentes Ergebnis wurde in [12] mithilfe einer Hankel-Transformation hergeleitet.

Die Wahl des Ubergangs zwischen den beiden Losungen (hier bei z = 0 gewiihlt) ist
beliebig. Ich sehe keine Bedingung fiir seine Position. Der Grund ist, dass die Randbe-
dingung bei r — oo nicht separierbar ist.

Die Aufgabe besteht nun darin, die Funktionen ¢; () und c2(\) mit Hilfe der Rand-
bedingung bei 22 + R? = 1 zu bestimmen. Diese Randbedingung ist jedoch in Zylinder-
koordinaten ebenfalls nicht separierbar. Deshalb ist dies nur fiir R = 0 mithilfe einer
Entwicklung in A gelungen.
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4  Gleichférmige Bewegung eines Kolloids

N&herungslésung fiir p(z > 1, R = 0)
Fiir R = 0 wird die Randbedingung (4.5) zu

dp
<up + &)

Mit der Losung (4.36) und Jo(0) = 1 wird diese Randbedingung zu

~0. (4.38)
z=1

o
cuevamin [ —u— VuZ + AN
u—l—/d)\cl()\)e > ( “ 2u + —I—u) =0. (4.39)
0

Da der Integrand mit A exponentiell abnimmt, nehme ich an, dass hauptséchlich kleine
Werte von A zum Integral beitragen und mache folgende Entwicklungen:

. 0
2
2 u
ci(A) = a % +0(3%). (4.42)

Dass c¢; keinen konstanten Term hat, kann ich nicht von vornherein begriinden. Das
Ergebnis mit einem konstanten Term stimmt aber mit meinen anderen Ergebnissen nicht
iiberein. Ein konstanter Term in c¢; wiirde eine %—Abhéngigkeit der Dichte fiir v <
1 ergeben. Dies ist aber im Widerspruch zu den numerischen Ergebnissen sowie der
Entwicklung um u = 0. Dies gilt ebenfalls fiir z < —1 weiter unten.

Wenn ich diese Entwicklungen einsetzte, kann ich a berechnen,

oC 9 '
/d)\e_u_zczA—2 = u,
0

u
2ue "a = wu,
1
a = 56“, (4.43)
1, A
a(\) = Ee“E+O(A2). (4.44)

Damit kann ich in dieser Nidherung die Dichte p(z > 1, R = 0) bestimmen:

>

o0
1
plz>1,R=0) = 1+§e“/d)\e(_“—%)z
0

1
= 1+ g e (4.45)

Die Dichte am Staupunkt (z = 1, R = 0) nimmt in dieser Néherung proportional zu
u zu. Dies ist in Abbildung 4.3 zusammen mit numerischen Ergebnissen aufgetragen.
p(z > 1, R = 0) nimmt wie e “?/2z? mit dem Abstand ab.
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4.1 Grenzfall Rk — 0

Da dieser Abfall nicht rein exponentiell ist, kann keine Abfalllinge im typischen Sinne
angegeben werden. Man kann jedoch trotzdem den Abstand &yorne von der Kugel, bei
dem der Dichteiiberschuss (p — 1) auf 1/e des Kontaktwertes abgefallen ist, berechnen,

p(1,0)
p [({vorne + 1), 0]

e~¥ — el-u(évorne+1)

= e’

1
(évorne + 1)
—u = 1—u(évorne +1) — 2In(&vorne +1).

Da &yorne — 0 fiir u — oo, schreibe ich In(1 4 &yorne) ~ &vorne und erhalte

—u = 1 —u(vorne + 1) — 2&vorne

1

= ) 4.46
fvorme = — (4.46)

N&herungslésung fiir p(z < —1, R = 0)

Fiir die Dichte hinter dem Kolloid kann in gleicher Weise eine Ndherungslosung erstellt
werden. Dabei benutze ich (4.37) mit R = 0, die Randbedingung lautet nun

dp
~up - 5

z=—1

:—u+/d)\02()\)e+ 7 (— vt 2u * A—u) = 0. (4.47)
0
Ich werde wie in Abschnitt 4.1.6 alle Funktionen in A\ entwickeln,
QP o) (4.48)
- Vu? + 4\ A
S A —u = —(u+—>+(’)()\2), (4.49)
2 U
A 2
ca(A) = b=+ 0(\). (4.50)
u

Mit demselben Argument wie vorher muss der konstante Term in ¢y verschwinden. b
ergibt sich aus

ji A
/d)\e_%(u-l-—)b— = —u,
u'u
0
bu(u+2) = —u,
1
b = — 4.51
24w’ ( )
o)) = - ! 5+0(A2) (4.52)
2 . 2+4uuw ' '
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4  Gleichférmige Bewegung eines Kolloids

Die Dichte hinter dem Kolloid ist damit gegeben durch

o0
1 A, A
—1,R= = 1- dhe u? =
p(z < —1,R=0) 2+u/ e »
0
u 1
= 1- —. 4.53
2+ u 22 ( )

Diese Funktion bei z = —1 ist in Abbildung 4.5 mit dem numerischen Ergebnis aufge-
tragen.
Giiltigkeitsbereiche der Ndherungen

Die Losungen (4.45) und (4.53) sind in erster Ordnung in u gleich der jeweiligen Losung
der Entwicklung um u = 0 aus (4.12),

u u
1.R = = 14— W UE 14 2 4.54
p(z>1,R=0) +2z26 +2z2+(’)(u), (4.54)
u 1 U
~-1,R=0) = 1- —=1-— 2). 4.
p(z < —1,R=0) a2 5,72 + O(u?) (4.55)

Fiir u — 0 sind diese Losungen also giiltig. Die Losung (4.45) fiir die Dichte vor dem
Kolloid ist ebenfalls im Grenzfall u — oo giiltig. Um dies zu priifen, setzte ich sie in die
Differentialgleichung (4.30) ein,

2 1 1 2
0 L 00 _ i [u3 <—— >+u—+3u]. (4.56)

U_ —_— —_— —_—
0z 022 222 222 PAE

Der Term in Ordnung u3 auf der rechten Seite verschwindet. Der Ausdruck (4.45) 16st
also die Differentialgleichung im Grenzfall u — co. Die Randbedingung (4.38) wird von
(4.45) fiir alle u erfiillt,

0
(up+a—'z>

Die Losung (4.45) ist also ebenfalls im Grenzfall u — oo giiltig.

Die Losung (4.53) gilt jedoch nur im Grenzfall u — 0. Fiir grofiere v werden Terme
hoherer Ordnung in cp()\) relevant. Ein Term A" in cp()) ergibt die Potenzen z="~! in
p, in erster Ordnung also z 2. Allerdings kann ich in héherer Ordnung die einzelnen
Koeffizienten nicht mehr bestimmen. Fiir groflere v kann ich eine Laurentreihe in r gut

an die Funktion p(z < —1, R = 0) anfitten, siche Abbildung 4.14.

1 1
1:u+§u2—§u2—u:0. (4.57)

2=

Anzahl angestauter Polymere fiir u — oo

Die Anzahl {iberschiissiger Polymere in der Néhe des Kolloids berechnet man mit fol-
gendem Integral:

21 01
/ d / sin 0 d6
0

0

r2dr(p—1). (4.58)
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4.1 Grenzfall Rk — 0

Der Winkel 6; gibt an, iiber welchen Bereich die Polymere gezdhlt werden. Mdchte
man die Anzahl der Polymere berechnen, die vor dem Kolloid angestaut werden, so ist
01 = 7/2. Fiir die Mittelung des Polymeriiberschusses iiber die gesamte Umgebung des
Kolloids wiirde man 6y = 7w wéhlen. Letzteres Integral ist in Abschnitt 4.2.4 iiber den
Polymer-Transport berechnet. Ob das Integral (4.58) fiir beliebiges 6; < /2 im Grenzfall
u — oo divergiert, kann mit der Losung (4.45) abgeschitzt werden. Die Polymerdichte
ist bei 8 = 0 am grofiten, deshalb ist das Integral iiber r bei & = 0 in (4.58) am
meisten gefihrdet beziiglich einer moglichen Divergenz fiir u — oo. Bei § = 0 sind die
Koordinaten z und r identisch, deshalb ersetzte ich z in (4.45) durch r. Damit ist dieses
Integral gegeben durch

o

T 1
/7"2 drp(r,0 =0) — 1] = /dr % e v = 7" (4.59)
1 1

Es ist stets endlich. Deshalb kann man davon ausgehen, dass die Anzahl angestauter
Polymere endlich ist fiir u — co. Dies ist schon bemerkenswert, da der stationére Zu-
stand erst nach unendlich langer Zeit eintritt. Man kénnte auf die Idee kommen, dass
ein Kolloid, das unendlich lang mit unendlicher Geschwindigkeit bewegt wurde auch un-
endlich viele Polymere vor sich angestaut hat. Dies ist aber nicht der Fall. Die obigen
Argumente gelten nicht fiir die Losung aus der Entwicklung um u = 0, da diese mit 1/r>
zu langsam abféllt. Das in Abschnitt 4.2.4 numerisch berechnete Integral mit 6y = « ist
stets von O(1).

4.1.7 Vergleich der analytischen und numerischen Losungen

Hier werde ich in den analytischen Losungen (4.45) und (4.53) z durch r ersetzen.

Dichte am Staupunkt als Funktion von «

Aus der analytischen Ndherung in Abschnitt 4.1.6 ergab sich die Dichte am Staupunkt
A

p(r:1,9:0):1+g. (4.60)
Dieses Ergebnis ergab sich auch aus der ersten Ordnung der Entwicklung um v = 0
in (4.12). In Abbildung 4.3 ist (4.60) mit den numerischen Losungen aufgetragen. Man
sieht, dass die Ndherung im gesamten Bereich von u gut mit den numerischen Werten
iibereinstimmt.

Dichte vor dem Kolloid als Funktion von r
Die analytische Niherung aus Abschnitt 4.1.6, p(r,0 = 0) = 1+ 575 exp(u—wur), stimmt
gut mit den numerischen Ergebnissen iiberein, siche Abbildung 4.12.

Dichte direkt hinter dem Kolloid als Funktion von «

Hier ergab sich aus der analytischen Ndherung in Abschnitt 4.1.6
u
24+u’

pr=10=m)=1- (4.61)
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4  Gleichférmige Bewegung eines Kolloids
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Abbildung 4.12: Vergleich der Dichte vor dem Kolloid als Funktion des Abstands in
der analytischen Niherung (Linien) und aus der numerischen Losung
(Symbole).

In Abbildung 4.5 ist (4.61) zusammen mit der Losung aus der Entwicklung um u = 0
aufgetragen. Man sieht, dass beide Ndherungen nur fiir u < 1 gut sind.

Dichte hinter dem Kolloid als Funktion von r

Die Losung p(r,m) = 1 — Gruyr® AuS Abschnitt 4.1.6 gilt nur fiir kleine Geschwindig-

2

keiten, siche Abbildung 4. 1(3 +Fur groflere Geschwindigkeiten und kleine r ldsst sich eine
Laurentreihe, die mit 1/72 beginnt, gut anfitten. Allerdings gibt die Reihe das Verhalten
fir 7 — oo nicht korrekt wieder. Bei einem Fit mit einer bei 1/r beginnenden Reihe
hitte der 1/r-Term einen sehr kleinen Koeffizienten 0.1. Ein 1/r Term wiirde aus einem
konstanten Term von cz(A) in Abschnitt 4.1.6 kommen. Dies stiitzt die Annahme, dass

c2(A) keinen konstanten Term hat. Siehe Abbildung 4.14.
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Abbildung 4.13: Vergleich zwischen der Dichte hinter dem Kolloid als Funktion des Ab-
stands in der analytischen Niherung (Linien) und aus der numerischen
Loésung (Symbole).
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Abbildung 4.14: Dichte hinter dem Kolloid als Funktion des Abstands. Der Fit der Lau-
rentreihe passt sehr gut.
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4  Gleichférmige Bewegung eines Kolloids

4.2 Endlicher Kolloidradius Ry

Das im vorigen Abschnitt verwendete Stromungsfeld
u=-—ué, =—ucosfhé, +usinfdéy (4.62)

entspricht einem unendlich kleinen Kolloid. Das Feld um ein Kolloid mit endlichem
Radius Ry ist gegeben durch [2]

- 3Rk R%
up(r,0) = —ucosf (1— o +F ;
. SRk RS
ug(r,d) = wusinf <1 ~ & " m) . (4.63)

Fiir » — oo gehen die beiden Stromungsfelder (4.62) und (4.63) ineinander iiber. Da
Léngen in Einheiten des Radius R = Rx + Rp der verbotenen Zone gemessen werden,
bewegt sich das dimensionslose Ry zwischen Null und Eins.

4.2.1 Entwicklung um v =0

Genau wie in Abschnitt 4.1.1 entwickle ich die Dichteverteilung um « = 0. In dieser
Entwicklung kann man den Trend der Abhéngigkeit der Lésung von Rk sehen,

p(r,0;u) = po + upi(r,0) + O(u?). (4.64)

Die nullte Ordnung ist genau wie vorher konstant gleich pg = 1. Die erste Ordnung
ergibt sich aus

—u-Vpo+ulAp =0. (4.65)
———
=0
p1 ist also wieder Losung der Laplace-Gleichung,

p1(r,0) = Z(Cll rl 4+ CEr ") Py(cos ). (4.66)
=0

Die Randbedingung bei r — oo ist nur erfiillt, wenn alle C’l1 = 0 sind. Die Randbedingung

bei r = 1 lautet
—u -I-u2
er 8’]“’01

3 1 0
[cos@ (1 — —Rg + ER%) po + gm]

=0, (4.67)
r=1

—0. (4.68)

2 r=1

Die Randbedingung wird also nur fiir p; « cosf = P;(cos @) erfiillt. Damit bleibt nur
der Koeffizient C? {ibrig, den ich mithilfe von (4.68) bestimmen kann,

2 _ _ = _Rp3
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4.2 Endlicher Kolloidradius Ry

Die Polymerdichte ist demnach gegeben durch

3

1 1
p(r,0) = 1+u— 5,2 <1 — ERK + ER%) cosf + O(u?). (4.70)

Damit ist fir v < 1 die angestaute Dichte proportional zu u,(r = 1,60 = 0), der
Stromungsgeschwindigkeit des Losungsmittels am Staupunkt.

4.2.2 Entwicklung in Kugelflaichenfunktionen

Wird (4.63) in Gleichung (3.12) eingesetzt und diese wie oben in N + 1 Gleichungen
umgeschrieben, so erhélt man fiir die Gleichung mit Index [:

SRk RAV[ I .,  I+1
“{[1 o +2r3] [21 Ao+ oA

o[-t B = (- G

r 4r 4r3 20— 1 20+ 3

2 1
+Ay+;Ay—ﬂ%;lAp:0. (4.71)

Fiir die Randbedingung (3.13) ergibt sich

3Rk RS l [+1 ,
[O_ 24"?>Qp4m1+%+A”O+&

Das Gleichungssystem (4.71), (4.72) habe ich wieder mit AUTO 2000 gelost.

=0. (4.72)

r=1

4.2.3 Diskussion der Abhdngigkeit der Dichte von Ry

Der Dichteanstau ist maximal fiir den Fall Rx = 0 (siehe voriger Abschnitt) und minimal
fiir Rxg = 1. Im letzteren Fall sind die Polymere unendlich klein, verhalten sich also
genauso wie die Wassermolekiile und werden deshalb nicht angestaut, p(r; Rp = 0) = 1.
Da in diesem Fall u(r = 1) = 0 ist, wird die Randbedingung (3.13) von p = 1 erfiillt. In
den Abbildungen 4.15 und 4.16 ist die Dichte am Staupunkt als Funktion von Ry fiir
u = 1 beziehungsweise v = 10 aufgetragen. Man sieht, dass bereits fiir ein System, in
dem die Polymere gleich grofi wie das Kolloid sind (Rx = %), der Anstau nur noch etwa
30 % des Wertes fiir das ungestorte Stromungsfeld betrdgt. Die Hydrodynamik ist fiir
reale Systeme also sehr wichtig.

4.2.4 Polymer-Transport des Kolloids

Eine interessante Frage ist, wie viele Polymere vom Kolloid im stationdren Zustand
mitgezogen werden. Dazu wird der Polymerfluss durch eine zur Bewegungsrichtung
des Kolloids senkrechte Wand betrachtet. Die Wand ruht dabei im Ruhesystem des
Losungsmittels bei 2/ = 0 in der z'y’-Ebene. Dabei bedeuten die /, dass es sich um
Koordinaten im Ruhesystem des Losungsmittels handelt.

Im Ruhesystem des Kolloids ist im stationdren Zustand die Polymerdichte p(r) zeit-
lich konstant. In diesem System ist der Polymerstrom j divergenzfrei. Daraus folgt, dass
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4  Gleichférmige Bewegung eines Kolloids

der Polymerfluss durch alle Ebenen senkrecht zu é, gleich ist. Der Betrag dieser Grofie

kann aus dem Polymerstrom li)m j(r) = —ué, fiir groe Abstinde bestimmt werden,
r—00
o o o o
/dx/dy](x Y,2) - €y =—/dm/dyu. (4.73)
—00 —0 —00 —00

Im Ruhesystem des Losungsmittels und der Wand ist der rechte Integrand in (4.73)
gerade Null. Ohne ein sich bewegendes Kolloid wire der Polymerfluss durch alle Ebenen
senkrecht zu é, Null. In diesem System gibt es aber noch eine weitere Komponente des
Flusses: Die sich bewegende Dichtefunktion p(r'). Der Fluss durch die Wand ist also
gegeben durch [p(Wand;¢) — 1] mal der Relativgeschwindigkeit u der beiden Systeme,

o o o o

/dm' / dy' 3(Wand; t) /dx'/dy' (Wand; t) — 1] u (4.74)

Die z-Koordinate der Wand im Ruhesystem des Kolloids ist dabei z = —ut. Die Anzahl
der Polymere, die durch die Wand flielen, ist also gegeben durch

o o o

o = /dt/dx/dy (@1, —ut) — 1] u. (4.75)

mit —ut = z, dt = —dz/u ergibt sich

o= _/Oodz /ocdx fdy (.. 2) —1] . (4.76)

® ist also die Anzahl der Polymere, die vom Kolloid mitgezogen werden. Da ich mit
AUTO 2000 nur Integrale auflerhalb der verbotenen Zone berechnen kann, schreibe ich
das Integral in (4.76) in ein Integral iiber die verbotene Zone und ein Integral iiber
den duferen Bereich um. Das Integral iiber die verbotene Zone ist gleich ——” da der
Integrand in diesem Bereich gleich —1 ist,

™

¢ 2m

4

o= —§+/r2 dr/sin@d@/d¢ lo(r,0) — 1] . (4.77)
1 0 0

In Abbildung 4.17 habe ich das Ergebnis (4.76) mit einem Gedankenexperiment veran-
schaulicht.
Zur Berechnung des Integrals in (4.77) benutze ich

™

/dHPl(cos 0) P, (cos @) sinf = 6, ——
0

2

2 +1° (4.78)
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4.2 Endlicher Kolloidradius Ry

die Integration iiber € stanzt also den Koeffizienten Ay aus der Entwicklung heraus, alle
anderen Beitrige sind Null,

o0

<I>:—4?7T+47r/r2dr(A0—1). (4.79)

1

Dieses Integral habe ich mit AUTO 2000 berechnet. Anhand eines logarithmischen Plots
habe ich iiberpriift, dass Ag(r)—1 fiir grofle u exponentiell mit r abfillt, das Integral also
endlich ist. Fiir die Lésung aus der Entwicklung um u» = 0 gilt das nicht. In Abbildung
4.18 ist ® fir zwei Werte von Rg in Abhéngigkeit von u aufgetragen. Fiir Rx = 0.5
ist ® negativ, fiir Rx — 1 geht ® gegen —%”. Wie kann das Kolloid eine negative
Anzahl von Polymeren transportieren? Dazu betrachte ich ein Kolloid, das durch reines
Wasser gezogen wird. Wenn das Kolloid sich von links nach rechts bewegt, bewegen
sich die Wassermolekiile effektiv von rechts nach links, da sie vom Kolloid verdréingt
werden. So ist das auch mit den Polymeren fiir den Fall ® < 0. Sie bewegen sich effektiv
entgegengesetzt zum Kolloid, weil sie von diesem verdringt werden.
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Abbildung 4.15: p(1,0) fiir v = 1 in Abhingigkeit von Ry . Der Fit zeigt, dass p(1,0)
nahezu proportional zur r-Komponente des Strémungsfeldes am Stau-
punkt ist. u,(1,0) = —u (1 — 2 Rg + £ RY), siehe (4.63).

7 \ \ \ \

numerisch ¢

6 - Fit: p(1,0) o< up(1,0) ——

Abbildung 4.16: p(1,0) fiir u = 10 in Abhéngigkeit von Rg. Die Punkte liegen nicht
mehr so gut auf dem Fit von u,(1,0).
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4.2 Endlicher Kolloidradius Ry

Abbildung 4.17: Gedankenexperiment: Die Regionen A und B seien viel grofler als der
Kolloidradius, so dass an den Rindern die Dichte gleich der Ruhedichte
ist. Das Kolloid bewegt sich von Region A nach Region B. Im linken
Fall ist das Integral [dV(p — 1) identisch Null, da p = 1 in B gilt. Im

B
rechten Fall ist das Integral gleich der Anzahl ® der Polymere, die das
Kolloid von A nach B transportiert hat.
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Abbildung 4.18: Anzahl der vom Kolloid mitgezogenen Polymere. Fiir v — 0 fallt Ag—1
langsam ab, das Integral in (4.77) hiingt deshalb von der Systemgrofie
ab. Je grofler das System, desto schirfer die Kante.
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4  Gleichférmige Bewegung eines Kolloids

4.3 Reibungskraft

Ein Kolloid, das mit Geschwindigkeit u durch eine Fliissigkeit der Viskositéit n bewegt
wird, erfahrt die Stokes-Reibung

Fs=6mRgnu. (4.80)

Sind in der Fliissigkeit Polymere gelost, so erhoht sich die Reibungskraft. Den Anteil
der Reibungskraft, der durch den inhomogenen Partialdruck der Polymere hinzukommt,
mochte ich in diesem Abschnitt berechnen. Ob die erhthte makroskopische Viskositét
der Polymerlosung in unserem Modell beriicksichtigt werden sollte, ist in Abschnitt 4.3.3
diskutiert.

4.3.1 Kraftanteil durch Polymere

In unserem Modell (Abschnitt 2) wechselwirken die Polymere durch eine Hartkugel-
Wechselwirkung mit dem Kolloid. Die einzige Kraft, die die Polymere auf das Kolloid
ausiiben kénnen, kommt also aus dem inhomogenen Partialdruck der Polymere auf der
Oberflidche der verbotenen Zone (r = 1). Grund fiir den inhomogenen Partialdruck ist
der Anstau von Polymeren vor dem Kolloid. In unserem Modell werden die Polymere
als ideales Gas betrachtet und ich kann den Partialdruck mithilfe der Zustandsgleichung
bestimmen,

PV = NkgT. (4.81)

Mit
= = p(r) (4.82)

folgt
P(r) = p(r)ksT. (4.83)

Dabei sind N und V auf ein infinitesimal kleines Volumen am Ort r bezogen. Die Kraft
auf ein Flidchenelement dA auf der Kugeloberfliche r = 1 ist damit

dF(1,0) = —P(1,0) dA(L,6). (4.84)

Das Minuszeichen kommt daher, dass dA nach auflen gerichtet ist. Der dimensionslose
Druck wird in Einheiten von po kT und die dimensionslose Kraft in Einheiten von
R? poo kT gemessen. Aufgrund der ¢-Symmetrie der Dichteverteilung p gibt es nur eine
Nettokraft in z-Richtung. Diese ist das Integral iiber die Kugeloberfliche von dF - é,,

27 7r
F, = /d¢/sin9d9p(1,9) cos 0 . (4.85)
0 0 ér-é,

Da ich p(r) als Reihe in Legendre-Polynomen geschrieben habe,

N
p(r,0) = Ay(r) P(cos ), (4.86)
=0
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Abbildung 4.19: Reibungskraft auf das Kolloid durch inhomogenen Partialdruck der Po-
lymere.

und fiir die Legendre-Polynome die Orthogonalititsrelation (4.78) gilt, sticht das Integral
(4.85) nur den Koeffizient von P; aus der Summe heraus, alle anderen Beitréige sind Null.
Die Kraft auf das Kolloid ist also gegeben durch

F, = 3 Aqi(1). (4.87)
Sie ist negativ. Ein Kolloid, das in é,-Richung bewegt wird, erfihrt erwartungsgemif
eine Kraft in —é,-Richtung. Die Kraft F, ist in Abbildung 4.19 fiir zwei Werte von Rg
in Abhingigkeit von u aufgetragen. Wie die Stokes-Kraft ist sie nahezu linear in der
Geschwindigkeit.

4.3.2 Abhdngigkeit der Reibungskraft von Ry

Die Reibungskraft des Kolloids nimmt ebenfalls mit wachsendem Ry ab. Die funktionale
Abhéngigkeit ist dabei dhnlich derjenigen des Anstaus. Mit Gleichung 4.70 ist A;(1) in
erster Ordnung in u

1 3 1

In erster Ordnung in u ist Ay (1) und damit F, also proportional zu u,(1,0), der Strom-
ungsgeschwindigkeit am Staupunkt. In Abbildung 4.20 ist zu sehen, dass diese Abhéngigkeit
von Ry auch fiir u = 10 noch gut gilt, wobei dort o A1(1) aus (4.88) angefittet wurde
(a = 0.64), da der Betrag der Kraft aus (4.88) fiir diese Geschwindigkeit nicht mehr
stimmt. Das Resultat (4.88) werde ich in Abschnitt 5 zur Berechnung der Diffusionskon-
stanten eines Kolloids in einer Polymerlésung benutzen.
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Abbildung 4.20: Reibungskraft in Abhéngigkeit von Rg fiir v = 10. Sie ist in guter
Niherung proportional zur Stromungsgeschwindigkeit am Staupunkt,
ur(1,0) = —u (1 — 3Rk + 1R%).

4.3.3 Gesamtkraft

Die Kraft auf ein Kolloid, das durch eine Polymerlésung bewegt wird, setzt sich in
unserem Modell zusammen aus der Stokes-Kraft des Losungsmittels und der oben be-
rechneten Kraft Fp durch inhomogenen Partialdruck der Polymere,

F=F¢+ Fp. (4.89)

Die makroskopische Viskositit der Polymerlosung ist grofler als diejenige des reinen
Losungsmittels. Die Frage ist, ob in (4.89) die Stokes-Kraft Fg mit der Viskositit des
reinen Losungsmittels oder mit der erhghten Viskositét (FZ') der Polymerlssung benutzt
werden soll. Ein mikroskopisches Modell, das Wechselwirkungen der Polymere und die
Riickkopplung der Polymere auf das Strémungsfeld des Losungsmittels beriicksichtigt,
sollte meiner Meinung nach die erhéhte Viskositédt der Polymerlosung schon enthalten.
In unserem Modell werden diese jedoch vernachléssigt. Fiir stark verdiinnte Losungen
sind die Wechselwirkungen der Polymere untereinander wahrscheinlich wenig relevant,
die Riickkopplung der Polymere auf das Stromungsfeld konnte in diesem Fall iiber die
Benutzung der makroskopischen Viskositit in Fg effektiv beriicksichtigt werden. Ob
dies sinnvoll ist oder nicht, kann meiner Meinung nach nur durch den Vergleich mit
Experimenten und einer systematischen Entwicklung eines besseren mikroskopischen
Modells beantwortet werden. Ich werde immer zuerst von einer Gesamtkraft mit Fg
des reinen Losungsmittels ausgehen. In den Kapiteln 5 und 6 ist die Gesamtkraft mit
experimentellen Ergebnissen verglichen.
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4.4 Zeitentwicklung in erster Ordnung in u

4.4 Zeitentwicklung in erster Ordnung in u

In diesem Abschnitt werde ich die Zeitentwicklung der Dichte in erster Ordnung in u
berechnen. Es geht um die Frage, wie die Polymerdichte sich entwickelt, wenn das Kolloid
zum Zeitpunkt ¢ = 0 aus der Ruhe auf die Geschwindigkeit u beschleunigt wird. Aus
der Zeitentwicklung der Dichte ldsst sich dann die Zeitentwicklung der Reibungskraft
auf das Kolloid bestimmen.

4.4.1 Zeitentwicklung der Dichte

In erster Ordnung in » hat die stationiire Losung folgende Form, sieche Abschnitt 4.1.1:
p(r,0) =1+ 2% cosf. (4.90)

Daher mache ich folgenden Ansatz fiir p(r,t):
p(r,t) =1+ wua(r,t) cosf. (4.91)

Ich setze diesen Ansatz in die bekannte Diffusionsgleichung (3.12) ein und nehme nur
Terme erster Ordnung in u mit. Dann ergibt sich

da  0%a 20a 2
a—w‘l‘;g—ﬁa. (4.92)

Nun fithre ich eine Laplacetransformation in ¢ durch,
Lia(r,t)} = A(r,s) = / dte St a(r,t). (4.93)
0

Dieses Integral konvergiert fiir Re(s) > 0 und (4.92) wird zu
_0%A 204 2

A=52 e 2 (4.94)
Diese Gleichung hat die Losung
—\/5 + -
A(r,s) = CyeV*" % + Cye VT Q . (4.95)

Die Wurzel von s hat stets zwei Losungen, da s komplex ist. Diese beiden Losungen
sind das negative voneinander. Da die beiden Losungen in (4.95) sich nur durch das
Vorzeichen von /s unterscheiden, sind sie fiir komplexes s dquivalent. Ich werde also
Cq = 0 setzen.

Die Randbedingung bei r = 1 ist in erster Ordnung in u gegeben durch

0A

oy, = ~Llul}/u. (4.96)

Ich muss also die Geschwindigkeit des Kolloids Laplace-transformieren. Die Frage ist, was
fiir eine Form wu(¢) haben soll. Um die von der Form der Beschleunigung des Kolloids
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4  Gleichférmige Bewegung eines Kolloids

unabhingige Zeitentwicklung zu bekommen benutze ich die Stufenfunktion wu(t)/u =
O(t). Da muss man allerdings aufpassen, da zum Zeitpunkt ¢ = 0 die Randbedingung
bei r = 1 nicht erfiillt ist. Dann ist die Dichte noch gleich 1 und % = 0. Es zeigt sich
jedoch, dass daraus keine Probleme entstehen. Ich habe gepriift, dass die Losung von
a(r,t) mit einer sanfteren Funktion u(t)/u = 1 — e~ fiir b — oo gegen die Losung mit
der Stufenfunktion geht. Ich werde die folgende Rechnung also mit der Stufenfunktion

durchfiihren,
c{owy = 1. (4.97)
S

Dies und (4.95) eingesetzt in (4.96) ergibt

eVs
$3/2(2424/s+s)’
eV 4 /sr)

A(r,s) = SCr2ir s (4.98)

Cy =

Die Riicktransformation ist aufgrund der Wurzel von s nicht trivial. Deshalb verwende
ich folgende Formel aus [3]:

LTHP(V5)} = / dr (7, 1) (7). (4.99)
0

Dabei ist F(s) die Laplace-Transformierte von f(t). Die Funktion 1) ist

(7, t) = Tt (4.100)

-
2/ t3/2 ‘

Ich muss also die Riicktransformierte von A(r, 5%) in (4.98) beziiglich 5 berechnen. Dies
kann mithilfe der Computeralgebra-Software Mathematica geschehen,

e U1 +35r) Lo i1t
E{§?(2+2§+§2)r2 =gate e

—e" (=1+r)cos(l+t—r)—€e rsin(l+t-7r)]O1+t-r)}. (4.101)

Dieser Ausdruck wird in das Integral (4.99) eingesetzt und dieses numerisch mit Ma-
thematica berechnet. In Abbildung 4.21 ist a(r,t) fiir verschiedene Zeiten ¢ aufgetragen.

4.4.2 Zeitentwicklung der Reibungskraft

Fiir die Diskussion der Diffusionskonstante eines Kolloids in einer Polymerlésung in
Kapitel 5 ist die zeitliche Entwicklung der Kraft auf das Kolloid von Bedeutung. Fiir
diese Kraft benotige ich nur die Kontaktdichte, also a(1,t). Dies ist in Abbildung 4.22
aufgetragen. Man sieht, dass die Kontaktdichte bei ¢ = 0 steil ansteigt. Im folgenden
werde ich die asymptotische Form von a(1,t) fiir ¢ — oo berechnen. Dazu setze ich in

46



4.4 Zeitentwicklung in erster Ordnung in u
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Abbildung 4.21: a als Funktion von r fiir verschiedene Zeiten ¢. Die Losung fiir ¢ = oo
ist diejenige des stationdren Zustandes.

Gleichung (4.98) die Koordinate r = 1 und bekomme so die Laplacetransformierte der
Kontaktdichte,

Ar=1,5) = - (2(-1;\/\/;1 5 (4.102)

Dieser Ausdruck in einer Reihe in s entwickelt ist

5
1 1 s s s s2 s st

9
Ar=18)= —— -+ ———-4+—— —+ —— — +0O(s2). 4.103
=t =52t 7 st % w6 a o) (4.103)
Nun fithre ich die Riicktransformation dieser Terme einzeln durch,
1 1
L — = =
{25} 27
L = s,
1
-1 2
L {s"/ } X (4.104)

Der oberste Term ist der einzig zeitlich konstante und entspricht der stationdren Losung.
Fiir grofe ¢ ist der niichste Term derjenige o /s,

1
-1 _
£ {Vs} = Nk (4.105)
Die asymptotische Form von a(r,t) ist also:
(ryt) =~ ! ! fiir t — (4.106)
a(r,t) = 3 Wl iir 00 . .
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0.5 ;

0.4 -

0.3 _

a(l,t)

0.2 _

0.1 |- -

Abbildung 4.22: a bei r = 1 als Funktion der Zeit.

In Abbildung 4.23 ist die Funktion a(1,00) — a(1,¢) doppelt logarithmisch aufgetragen,
um die Ubereinstimmung fiir ¢ — oo zu verdeutlichen.

Da fiir grofle Zeiten die Asymptotik (4.106) gilt und diese nicht exponentiell abfillt,
kann man keine charakteristische Zeitskala fiir das Anwachsen der Kraft angeben. Man
kann jedoch sagen, dass die Zeit, in der zum Beispiel 90 % des Maximalwertes erreicht
sind, in der Groflenordnung von 1 liegt. Da ¢ in der reskalierten Gleichung in Einheiten
von %2 gemessen wird, ist nach einer Zeit von %2 die Kraft bei 90 % des Maximalwertes.
Fiir kleine u ist diese Zeit unabhingig von der Endgeschwindigkeit des Kolloids.

48



4.4 Zeitentwicklung in erster Ordnung in u

0. 1 T T T T T
numerische Integration
Asymptotik ------

0.01

a(l,00) — a(l,t)

0.001

10
t

Abbildung 4.23: Vergleich der Differenz a(1, oo) —a(1,t) aus der numerischen Integration
mit derjenigen aus der Asymptotik.
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5 Diffusion eines Kolloids in einer
Polymerlosung

In diesem Kapitel werde ich die Diffusionskonstante Dy eines Kolloids in einer Poly-
merlosung mithilfe verschiedener Anséitze berechnen und die Ergebnisse mit Experi-
menten vergleichen. Die Diffusionskonstante eines Kolloids in einer Polymerlosung ist
kleiner als diejenige im reinen Losungsmittel. Die Polymere schrinken das Kolloid in
seiner Bewegung ein, die Mobilitat des Kolloids ist reduziert. In diesem Kapitel werden
dimensionsbehaftete Groflen verwendet.

5.1 Dynamisches Modell

Die Einstein-Gleichung fiir die Diffusionskonstante einer Kugel mit Radius Rx in einer
Fliissigkeit der Viskositiat n lautet [10]

kT

== 5.1
6mn R (5:1)

Dk

Wobei der Nenner der Reibungskoeffizient v ist. Die Viskositét np einer Polymerldsung
ist grofler als diejenige des reinen Losungsmittels, weshalb man erwartet, dass die Dif-
fusionskonstante in der Polymerlésung kleiner ist als diejenige im reinen Lésungsmittel.
Setzt man np in Gleichung 5.1 ein,

kpT

D = B
K™ 6nnp Ri’

(5.2)

so erhélt man laut [15] eine im Vergleich zu Experimenten zu kleine Diffusionskonstan-
te. In Gleichung (5.2) wird die Polymerlosung als homogenes Kontinuum mit Visko-
sitidt np behandelt. Die Viskositdt np wird mit Rheometern gemessen, die Abmessun-
gen des Rheometers sind viel grofler als die Polymere. Das Kolloid ist jedoch von der
Groflenordnung der Polymere, auf dieser Grofienskala sind die verschiedenen Eigenschaf-
ten von Polymeren und Loésungsmittel von Bedeutung. An der Oberfliche der verbote-
nen Zone verhalten sich diese beiden Bestandteile v6llig unterschiedlich. Deshalb gilt die
Einstein-Gleichung fiir eine Polymerlosung nicht in dieser Form.

Mit der in Abschnitt 4.3 berechneten Reibungskraft Fp eines Kolloids in einer Po-
lymerlosung und dem daraus folgenden Reibungskoeffizienten yp kann ich die Einstein-
Gleichung folgendermaflen aufschreiben:

kT

Dg=——-—.
K 6rnR+yp

(5.3)
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Dieser Ansatz ist konsistent mit den in Kapitel 2 gemachten Naherungen. In Gleichung
(5.3) tritt nur die Viskositdt des reinen Losungsmittels auf, da in unserem mikroskopi-
schen Modell das makroskopisch gemessene np nicht definiert ist. Dies ist in Abschnitt
4.3.3 diskutiert.

Fiir den Reibungskoeffizienten vp benutze ich die erste Ordnung der Entwicklung
um v = 0. In [4] wird die Diffusionskonstante eines Kolloids in einer Kolloidlosung
ebenfalls mithilfe der deformierten Dichteverteilung der restlichen Kolloide berechnet.
Die verwendete deformierte Dichtefunktion stammt dort aus der ersten Ordnung in der
Geschwindigkeit des Kolloids,

_ u 3RK 1 RK 3 2
p(r,0) = 1-I-27ﬂ2,0Oo [1 5 R +2<R> cosf + O(u”), (5.4)
2m 3Rk 1 (Rk\’
Fp = “SR2upskpT |1- 2K 4~ (2K .
P 3Rup B 2R+2<R> (5.5)
Mit
U:%a FPZIYPUa
ergibt sich
21 R? 3Rx 1 (Rg)’
T A L S S .
TP =5y Pk 5 T 2<R> (5.6)

Im folgenden werde ich diesen Ansatz als Dynamisches Modell bezeichnen. Im néchsten
Abschnitt werde ich die aus diesem Ansatz folgenden Abhéngigkeiten von Dg von der
Grofe des Kolloids, der Masse und der Konzentration der Polymere mit experimentellen
Ergebnissen vergleichen.

5.2 Skalierung

Laut [13] kann die Diffusionskonstante eines Kolloids in einer Polymerlsung an folgende
funktionale Form angepasst werden:

DK _ gmac M R (5.7)

Dy
Dabei ist ¢ die Massenkonzentration der Polymere, M ihre molare Masse und Ry der
Radius des Kolloids. a ist eine Konstante.
Ich werde diese Exponenten fiir DD—’O( ~ 1 aus Gleichung (5.3) berechnen, in diesem

Bereich gilt
D
D—f;m—ac“MVRﬁ(. (5.8)

Da wir Wechselwirkungen der Polymere vernachlissigen, also nur verdiinnte Polymerlo-
sungen betrachten, beschrinkt sich der Giiltigkeitsbereich des Ansatzes (5.3) auf diesen
Bereich.
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5 Diffusion eines Kolloids in einer Polymerlésung

Der Ansatz (5.3) ist in diesem Grenzfall, wenn ich fiir Dy den Ausdruck (5.1) einsetze,

D
et (PO RS (5.9)
Dy 6mn Ry
Durch Vergleich der beiden Gleichungen bekomme ich fiir yp
yp = ac” M7 R (671 Rg)
= 67rnac”M7R§;H. (5.10)

Nun kann ich die Exponenten bestimmen.

5.2.1 Exponent der Dichte, v

Bei konstanter molarer Masse und konstantem Kolloidradius ist yp linear in der Poly-
merdichte. Daraus folgt

v=1. (5.11)

In [13] werden fiir v Werte zwischen 0.5 und 1 angegeben.

5.2.2 Exponent der Polymermasse, v

Zunichst benotige ich ein Verhiltnis zwischen der molaren Masse und dem Gyrations-
radius der in [13] verwendeten PEO Polymere. Im allgemeinen ist

Rp & M®. (5.12)

Dabei ist « in der Nihe von % Im einfachsten Polymermodell ist M proportional zur
Anzahl der Schritte eines Zufallspfades und Rp der Betrag der zuriickgelegten Strecke.

In [8] ist
Rp = 0.215 M3 A (5.13)

angegeben. Auflerdem bendtige ich ein Verhéltnis zwischen der molaren Masse und der
Diffusionskonstante D der Polymere, hier gilt allgemein

D ox M. (5.14)

Des weiteren ist zu beachten, dass v als Exponent von M bei konstanter Massendichte ¢
definiert ist. In meiner Rechnung ist die Dichte p aber eine Teilchendichte. Bei konstanter
Massendichte hingt die Teilchendichte also von der Masse der Teilchen ab,

cx Mp,

c

—. 1
pxX 3 (5.15)

Es tritt also noch ein Faktor M ~! bei der Berechnung von v auf. Insgesamt tragen also
folgende Faktoren zu +y bei, siehe (5.6),

(5.16)

- - 3Rk 1 (Rgk ’
MY M P (R R-)3. [1-2 1
' (B P 2 R 2\ R

02



5.2 Skalierung

Die rechten beiden Faktoren sind zusammengenommen

3
2
Da in [13] der Kolloidradius stets viel grofier als der Polymerradius ist, werde ich den
Summanden R, fiir die Skalierung vernachléssigen. Der Ausdruck (5.17) gibt also einen

3 1
(Rx + Rp)® — “Ri (R + Rp)* + = R}, = ~ Rk R% + R}. (5.17)
2 2

Faktor R2,.
Insgesamt ergibt sich der Exponent von M mit Rp «x M zu
M—1-A+2a (5.18)
y=—-1-0+4+2a. (5.19)
Mit o = 0.583 und 8 = —0.55 [7] ist
v =0.72. (5.20)

In [13] ist v mit 0.8 £ 0.1 angegeben. Er stimmt also gut mit meinem berechneten Wert
iiberein. Der berechnete Wert -y ist jedoch von empirischen Werten von v und /5 abhéingig.
Wenn ich den Summanden R3, in (5.17) mitnehme, ist die Abhéingigkeit von M gegeben
durch

3 R 3 0.215A
S é MO = MO R M. (5.21)

Im letzten Schritt habe ich wieder die empirischen Werte fiir die Abhéngigkeiten einge-
setzt.

5.2.3 Exponent von Ry, ¢

Im vorigen Abschnitt habe ich alle radienabhéingigen Faktoren aufgezihlt. Fiir Rp < Ry
ist die Reibungskraft durch die Polymere linear in R, siehe (5.17),

R = Ri,
§ = 0. (5.22)

In [13] wird 0 mit 0 angegeben. Dieses Ergebnis wird dort als erstaunlich diskutiert. Als
theoretische Voraussage fiir 6 wird 1 angegeben.

Dieses theoretische Ergebnis fiir § = 0 ist besonders schon, da es unabhéingig von
empirischen Gréfen ist. Es zeigt, dass Hydrodynamik relevant ist fiir die Reibungskraft
eines Kolloids in einer Polymerlosung. Im Falle der Abhéngigkeit von Rx kann man sich
alle Faktoren gut veranschaulichen:

e Die Fliche (Wirkungsquerschnitt) des Kolloids steigt mit RZ%.

e Je grofler das Kolloid, desto grofier der Anstau, da die Polymere mehr Zeit benotigen,
um auflen um das Kolloid herum zu kommen. Dies gibt einen weiteren Faktor Rx.

o Je grofler das Kolloid im Vergleich zum Polymer, desto kleiner ist das Stromungsfeld
in der Ndhe des Kolloids, das ergibt einen Faktor RI_(Q.

Insgesamt ist die Reibungskraft also proportional zu R}(, also genauso wie die Stokes-
Kraft im reinen Losungsmittel. Der letzte Punkt der Aufzidhlung kommt aus der Hydro-
dynamik.
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5 Diffusion eines Kolloids in einer Polymerlésung

Na

Abbildung 5.1: Zweischalenmodell: grau ist das Kolloid, auflen herum die verbotene Zone
mit Viskositit des Losungsmittels n;. Auflierhalb der verbotenen Zone ist
die Viskositit die der Polymerlésung 7,.

5.3 Diskussion des Dynamischen Modells

Der Ansatz fiir die Diffusionskonstante eines Kolloids in einer Polymerlosung ist in die-
sem Modell durch (5.3) gegeben,

kgT

Dgx=——-—.
K 6mnR+yp

Der Reibungskoeffizient yp ist jedoch zeitabhéngig, siche Abschnitt 4.4. Dort habe ich
die Zeitentwicklung der Kraft berechnet, wenn das Kolloid instantan aus der Ruhe auf
eine konstante Geschwindigkeit beschleunigt wird.

Die Reibungskraft hinkt den Bewegungen des Kolloids also hinterher. In Abschnitt
4.4 ergab sich, dass nach einer Zeit von R— die Kraft bei etwa 90 % des Maximalwertes
ist. Fiir die in [13] und [15] verwendeten Kolloide und Polymere ist diese Zeitskala im
Bereich von 1072 bis 10~° Sekunden. Eine wichtige Frage wire jetzt diejenige nach den
Zeitskalen, auf denen sich die Richtung und Geschwindigkeit des Kolloids dndert. Diese
Zeitskalen miisste man dann mit den oben genannten vergleichen.

Im Anschluss an den nichsten Abschnitt werde ich den Betrag von Dy mit experi-
mentellen Ergebnissen vergleichen.

5.4 Zweischalenmodell

Eine weitere Idee fiir die Berechnung der Diffusionskonstanten eines Kolloids in einer
Polymerlésung ist das Zweischalenmodell. Es beruht auf der Tatsache, dass die Vis-
kositéit einer Polymerlosung mit der Polymerdichte zunimmt. Diese Zunahme kommt
aus den Wechselwirkungen der Polymere, die bisher vernachlissigt wurden. Das Mo-
dell ist in Abbildung 5.1 abgebildet. Innerhalb der verbotenen Zone sei die Viskositét
die des Losungsmittels 7;, auflerhalb der verbotenen Zone sei die Viskositdt die der
Polymerlésung. Fiir dieses einfache Modell kann ich die Stokes-Gleichung losen. Ich wer-
de dazu analog zu [2] vorgehen. Dort wird auf Seite 70 das Problem der geradlinigen
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5.4 Zweischalenmodell

gleichférmigen Bewegung einer Kugel in einer zdhen Fliissigkeit behandelt. Es wird eine
skalare Funktion f eingefithrt mit

v = VXV (fw)+w, (5.23)
A’f = 0. (5.24)

Dabei ist v das Stromungsfeld im Ruhesystem der Kugel und w das Stromungsfeld fiir
r — oc. Aus Gleichung (5.24) folgt mit der Kugelsymmetrie der Randbedingungen

2

Af==214. (5.25)

r
In [2] wird argumentiert, dass A verschwinden muss, damit die Geschwindigkeit im un-
endlichen gegen w geht. Im Zweischalenmodell rechne ich mit zwei Funktionen f; und f,,
die fiir die Berechnung der Geschwindigkeitsfelder innen beziehungsweise auflen benutzt
werden,

Afi o= 294
r
2
Af, = f (5.26)

Mit dem obigen Argument muss nur A, verschwinden, nicht aber A;. Fiir die Geschwin-
digkeitsfelder ergibt sich damit nach nochmaliger Integration,

w'l'ér(Wér) .—w+3é,ﬂ(w-ér)

v, = w-—a; + b; 3 — A 4w,
r r
. " - 35
v, — w_aaw—l—er(w er)-l—ba w + eg(w ér) (5.27)
r r

Fiir die fiinf unbekannten Parameter brauche ich also fiinf Randbedingungen. Zunéchst
soll die Geschwindigkeit auf der Kolloidoberfliche verschwinden,

’UZ(RK) = 0. (528)

Aus dieser Forderung ergeben sich zwei Gleichungen. Auflerdem muss das Feld kontinu-
ierlich bei r = R 4+ Rp sein,

'vi(RK + Rp) = ’Ua(RK + Rp) . (5.29)

Aus dieser Forderung ergeben sich ebenfalls zwei Gleichungen. Auf der Oberflache der
Kugel mit » = Rg + Rp sollen die Scherkrifte in tangentialer Richtung kontinuierlich
sein, die relevanten Eintrige des Spannungstensors sind

(09r)i (R + Rp) = (06r)a (Rk + Rp). (5.30)
Mit [2]
B 10v, Ovg vy
Ogr = 1] <’1" 90 + ar ’I“> (531)

ergibt sich die letzte Bestimmungsgleichung fiir die Parameter.
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5 Diffusion eines Kolloids in einer Polymerlésung

5.4.1 Reibungskraft

In [2] ist die Reibungskraft (Stokes-Kraft) angegeben mit
Fs=8rmanw. (5.32)

Im homogenen Stokes-Problem ist a = % Ryg und Fg wird zum bekannten Ausdruck fiir
die Stokes-Reibung. Die Formel (5.32) stimmt im Zweischalenmodell immer noch mit
a = a; und 1 = n;, da sich bei der Berechnung von Fg alle Terme mit A; herauskiirzen.
Ich muss also nur den Parameter a; berechnen, um die Reibungskraft zu bestimmen.
Dieser ist mit x = g—l’z gegeben durch

3ne R (1 + x)3

a; = . 5.33
" A i+ 30T+ 30022 + e 2°) (5.33)
Die Diffusionskonstante aus diesem Modell ist
kgT
Dg = —5= . (5.34)
8ma;mn;

5.4.2 Diskussion der Reibungskraft

Zuerst iiberpriife ich die bekannten Grenzwerte. Wenn die Viskositit der Polymerlésung
gegen die der reinen Losung geht, sollte das Problem zu dem mit homogener Viskositét
n; werden, was der Fall ist,

3
lim a; = 1 Rg . (5.35)

Na =7

Wenn der Polymerradius bei konstanter Viskositdt der Polymerldsung gegen Null geht,
sollte das System zu einem System mit homogener Viskositit 1, werden. Dies entspricht
dem Modell, worauf sich [13] und [15] als Einstein-Modell beziehen. Auch diese Bedin-
gung ist erfiillt,

3
lim a; =5 7 Ry, (5.36)

Ein weiterer interessanter Grenzwert, der aber nicht bekannt ist, ist der fiir n, — oo,

1 3
lim a; = 3Ry (1+2)

Tl —00 4 3z +32%2+23) (5:37)

Die Reibung geht also nicht gegen unendlich wenn die Viskositit der Polymerlésung
gegen unendlich geht. Eine mit dieser Reibung bestimmte Diffusionskonstante geht also
nicht gegen Null fiir n, — oo, was gleichbedeutend mit ¢ — oc ist. Das sollte sie jedoch
laut [15]. Allerdings divergiert der Ausdruck (5.37) wie zu erwarten fiir z = Rp/Rg — 0.
Der Grenzwert von (5.37) fiir z — oo ist gleich 3 Ry, also ebenfalls sinnvoll. Ich werde
das Zweischalenmodell fiir D /Dy ~ 1 mit experimentellen Ergebnissen vergleichen.
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5.4 Zweischalenmodell

Abbildung 5.2: Das Polymerknéuel befindet sich direkt vor dem Kolloid. Die Wasserteil-
chen stromen in die verbotene Zone hinein (v ). Das Polymer bewegt
sich entlang der verbotenen Zone (v p), die Geschwindigkeit der einzelnen
Segmente des Polymers unterscheidet sich also von der Geschwindigkeit
des sie umstromenden Wassers. Damit ist das Geschwindigkeitsfeld dis-
kontinuierlich.

5.4.3 Schwaichen des Zweischalenmodells

Das Zweischalenmodell hat meiner Meinung nach folgende Schwichen, die zu der Ab-
weichung bei 17 — oo fithren kénnen:

e Die Viskositét n(r) hat natiirlich einen viel komplizierteren Verlauf als die Stufen-
funktion im Zweischalenmodell.

e Der Anstau der Polymere vor dem Kolloid wird vernachléssigt.

e Im Zweischalenmodell wird die Polymerlosung als Kontinuum mit Viskositit 7,
angenommen. Das Geschwindigkeitsfeld v ist kontinuierlich. Mikroskopisch ist das
jedoch problematisch, da die Polymere in der Nidhe des Kolloids nicht dieselbe
Geschwindigkeit haben wie das Wasser, siehe Abbildung 5.2.
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5 Diffusion eines Kolloids in einer Polymerlésung

5.5 Vergleich der Modelle mit dem Experiment

Hier werde ich werde die experimentellen Ergebnisse aus [15] im Bereich Dg /Dy = 1
mit den besprochenen Modellen vergleichen. Die Diffusionskonstante der Polymere ent-
nehme ich [7]. Dort ist die Selbstdiffusionskonstante fiir Polyethylen Oxid Polymere als
Funktion der molaren Masse aufgetragen. Sie liegt fiir die verwendeten Massen im Be-
reich von 10! mTQ Ich bendtige die kollektive Diffusionskonstante, da in das Modell
eingeht, wie schnell sich der Polymerstau vor dem Kolloid relaxiert. Im Grenzfall kleiner
Dichten sind Selbstdiffusionskonstante und kollektive Diffusionskonstante aber identisch.
Deshalb kann ich die Angaben aus [7] verwenden. Abbildung 5.3 zeigt den Vergleich der
Modelle mit experimentellen Daten. Das Dynamische Modell passt in allen drei Féallen
gut. Fir grofle Polymermassen, also grofle Polymerradien, ist die Diffusionskonstante
aus dem Zweischalenmodell gréfier als diejenige aus dem Dynamischen Modell. Fiir klei-
ne Polymermassen ist die Diffusionskonstante aus dem Zweischalenmodell kleiner, sie
unterscheidet sich kaum von derjenigen aus dem Einstein-Modell. Im obersten Graph
betrigt der Polymerradius 7 nm, also in etwa 2 % des Kolloidradiusses. Der Einfluss der
verbotenen Zone ist deshalb gering. In diesem Grenzfall ist das Zweischalenmodell also

3
nicht gut. Der Faktor |1 — %R?K +3 (%) von 7p in Gleichung (5.6) stammt aus dem

Einfluss der Hydrodynamik auf das Dynamische Modell. Dieser Faktor betrigt fiir die
Radienverhiltnisse im obersten Graphen 6 - 10~*. Der Einfluss der Hydrodynamik re-
duziert den Reibungskoeffizienten in diesem Modell also erheblich. Der Achsenabschnitt
der theoretischen Kurven ist der in [15] angegebene Wert fiir Dy. Im obersten Graphen
ist dieser Wert jedoch zu klein. Dies kann an kleinen Schwankungen der Grofle der im
Experiment verwendeten Kolloide liegen.
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5.5  Vergleich der Modelle mit dem Experiment
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Abbildung 5.3: Diffusionskonstante einer Kugel mit Radius 320 nm in einer Lésung von
Polyethylen Oxid Polymeren der Massen 18500 amu (oben), 10° amu
(Mitte) und 3-10% amu (unten). In allen drei Féllen ist das Dynamische
Modell besser als das Einstein-Modell. Der Achsenabschnitt der theore-
tischen Kurven ist das der experimentellen Arbeit entnommene Dy.
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6 Aktuelle experimentelle Messung der
Reibungskraft

Die Reibungskraft eines Kolloids in einer Polymerlosung wird derzeit an der Universitét
Leipzig in der Gruppe von F. Kremer experimentell bestimmt. Die Ergebnisse werde ich
in diesem Kapitel mit den theoretischen Vorhersagen unseres Modells vergleichen. Dabei
werde ich wieder dimensionsbehaftete Grofien verwenden.

6.1 Experimentelle Anordnung

Im Experiment wird das Kolloid mithilfe einer optischen Pinzette durch die Polymerlo-
sung bewegt, der Kurs ist in Abbildung 6.1 zu sehen. Die verwendeten Kolloide haben
einen Radius zwischen 0.66 und 1.5 ym. Das Polymer ist A-DNA der Lénge 16 ym. Es hat
einen Gyrationsradius von 0.5 pm. Die im Experiment verwendeten Geschwindigkeiten
sind im Bereich von 50 bis 500 % Dies ist sehr hoch und entspricht ungefihr v = 100
bis u = 1000. Diese hohen Geschwindigkeiten sind bei der Kraftmessung notwendig, um
ein gutes Signal-Rausch Verhéltnis zu bekommen.

6.2 Bendotigte GroBen

Nach Kapitel 4.3 ist die Reibungskraft durch Polymere gegeben durch

4
Fp= ?” A1(R) R? kpT. (6.1)

Ich benotige also den Dipolkoeffizienten Aq(R). Dieser hingt von u = % ab. Ich bendtige
also noch die Diffusionskonstante der Polymere. Des weiteren ist A;(R) proportional zur
Ruhedichte poo, diese wird also auch noch benétigt.

6.2.1 Extrapolation von A;(R) fiir groBe Geschwindigkeiten

Fiir die im Experiment verwendeten groflen Geschwindigkeiten habe ich Berechnungen
mit Ordnung N = 100 durchgefiihrt, die also bis u = 100 verlésslich sind. Es zeigt sich,
dass der Dipolkoeffizient A1 (R) sich fiir grofie u der Form

A1(R)/psc =a+bu (6.2)

annéhert. Fiir die drei Kolloide treten folgende Radienverhéltnisse auf:
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6.2 Bendétigte Grofien

[<—— 90um —=

Abbildung 6.1: Der Weg des Kolloids durch die Polymerlésung. Dieser Weg wird gewéhlt,
da die verwendete Vorrichtung nur 90 pm Strecke zuriicklegen kann.

R [pm] | Rp [pm] | Rk /R
0.66 0.5 0.57
1.12 0.5 0.69
1.5 0.5 0.75

Die Konstanten a und b kann ich durch fitten bestimmen, sieche Abbildung 6.2. Aus
den Fits ergeben sich folgende extrapolierten Abhéingigkeiten von u:

Rig/R=057 :  Ai(R)/pos = 0.79 + 0.030u, (6.3)
Rig/R=069 : Ai(R)/pos =0.58 +0.015u, (6.4)
Rig/R=075 :  Ai(R)/ps = 0.42 + 0.0086 . (6.5)

6.2.2 Diffusionskonstante der \-DNA

Die Diffusionskonstante der A-DNA kann mithilfe des hydrodynamischen Radius Ry
abgeschitzt werden. Dieser ist in [11] fiir DNA mit

Ry = 0.662Rp ~ 0.33 um (6.6)

angegeben. Die Diffusionskonstante bei 25° Celsius ist also in etwa

=———x735-100 °—. 6.7
6T Rpn s (6.7)
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6 Aktuelle experimentelle Messung der Reibungskraft
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Abbildung 6.2: Die Dipolkoeffizienten und die zur Extrapolation fiir groie u genutzten
linearen Fits.

6.2.3 Ruhedichte
Die Masse eines der verwendeten Polymere ist
M =31.5-10% amu = 31.5 - 10° - 1.66 - 107> g. (6.8)

Die Dichte der Polymere wird von den Experimentatoren stets als Massendichte ¢ ange-
geben. Ich muss sie deshalb in die Teilchendichte p,, umrechnen. Mit der oben genannten
Masse ergibt sich

1
Poo = 1.91-10% —3 ~ cpg/ml]. (6.9)

6.3 Kraftmessung mit Ry = 1.12 ym

Fiir diesen Kolloidradius wurden die meisten Messungen durchgefiihrt.

6.3.1 Betrag der Kraft

In Abbildung 6.3 ist die Reibungskraft fiir ¢ = 40 pg/ml zusammen mit theoretischen
Ergebnissen aufgetragen. Man sieht folgendes:

e Die experimentell bestimmte Kraft ist linear in der Geschwindigkeit und grofier als
die theoretisch berechnete.

e Die experimentell bestimmte Kraft ist auch grofler als die Kraft Fg mit
FP =6nnp Rk . (6.10)

Dies ist anders als bei der Diffusionskonstanten eines Kolloids in einer Polymerlésung
in Kapitel 5. Dort war die gemessene effektive Reibung kleiner als Fg .
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6.4 Kraft in Abhédngigkeit von Ry

reines Wasser x

0 ‘ \ \ \ \ \ \ \ \

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
v [um/s]

Abbildung 6.3: Reibungskraft eines Kolloids in einer Polymerlésung. Fys ist die theoreti-
sche Stokes-Kraft fiir reines Wasser. Fp ist die von mir berechnete Rei-
bungskraft aufgrund inhomogenen osmotischen Drucks. Die zweite Linie
von unten ist also die Voraussage der Reibungskraft unseres Modells. F' éj
ist die Stokes-Kraft mit Viskositéit der Polymerlgsung.

Die Viskositit wurde ebenfalls von der Experimentatoren bestimmt, sie betréigt bei dieser
Dichte 1.18 £ 0.01 mPas.

6.3.2 Abhdngigkeit der Reibungskraft von der Ruhedichte

Abbildung 6.4 zeigt die Abhingigkeit der Kraft von der Dichte. Sie ist linear, liegt
allerdings nicht auf einer Ursprungsgeraden. Fiir kleine Dichten nihert sich der expe-
rimentelle Wert dem theoretischen an. Das gibt Hoffnung, bei kleineren Dichten gute
Ubereinstimmung zu finden. In diesem Bereich ist die Messgenauigkeit allerdings noch
nicht hoch genug.

6.4 Kraft in Abhangigkeit von Ry

In Abbildung 6.5 ist die Kraft in Abhéingigkeit von Rg aufgetragen. Man sieht, dass
die experimentellen Werte stark nichtlinear sind. Die theoretischen Punkte sind nahezu
linear im Kolloidradius.

Es sieht so aus, als wiirde sich das System fiir die beiden kleineren Radien eventuell
noch durch unser Modell beschreiben lassen. Fiir den groflen Sprung zu Rx = 1.5 pym
ist dies allerdings in keinem Fall mdéglich.
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6 Aktuelle experimentelle Messung der Reibungskraft
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Abbildung 6.4: Reibungskraft in Abhingigkeit der Polymerdichte bei v = 100 pm/s.
Gezeigt ist die reine Polymerkraft, die Kraft in reinem Wasser ist abge-
zogen. Die experimentellen Punkte wurden aus einem linearen Fit durch
die Messwerte als Funktion von v ermittelt. Fp und Féj sind definiert

wie oben.
4.5 - \ \ \
experimentell ¢ ©
4+ Fp o —
I R —
2 sf .
Z 25 i
g
3 9 I _|
=
= 1.5+ —
~
1+ _
0.5 o © _
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Abbildung 6.5: Kraft bei v = 100 pum/s fiir verschiedene Radien Rx und Polymerdichte
30 pg/ml. Gezeigt ist wieder die reine Polymerkraft. Die experimentellen
Punkte wurden wieder aus einem linearen Fit durch die Messwerte als
Funktion von v ermittelt.
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7 Kolloid im Scherfluss

Ein weiteres interessantes Stromungsfeld ist der Scherfluss. Ich werde wieder die stati-
ondre Dichteverteilung berechnen. Dabei werde ich wie im Fall des gleichférmig beweg-
ten Kolloids vorgehen und zunéchst den Einfluss des Kolloids auf das Stromungsfeld
vernachlissigen. Ich werde wieder zwei Losungsmethoden verwenden, die Entwicklung
um u = 0 sowie die numerische Losungsmethode mit AUTO 2000. In Abbildung 7.1 ist
das Kolloid im Scherfluss gezeigt mit dem verwendeten Koordinatensystem. Es werden
dimensionslose Groflen geméf Abschnitt 3.2 verwendet.

7.1 Grenzfall Ry — 0

Im Grenzfall R — 0 wird das Stromungsfeld gar nicht vom Kolloid beeinflusst, der
Scherfluss sieht folgendermafien aus:

Uy = 0
uy = 0 (7.1)
Uy = —UIT.
u = ;7,%2 ist die dimensionslose Scherrate, ¥ ist die dimensionsbehaftete Scherrate. In
Kugelkoordinaten ist das Stromungsfeld (7.1) gegeben durch
up(r,0,¢) = —ursinf cosf cos ¢,
ug(r,0,¢) = wur sin®@ cos . (7.2)

7.1.1 Entwicklung um v =0

Genau wie in Abschnitt 4.1.1 werde ich die Dichte p(r,#,¢) in eine Taylorreihe in
entwickeln,

p(r, 0, ¢iu) = po +upr +u’ps + ... . (7.3)
po muss dabei wieder die Ruhedichte sein. Die erste Ordnung ergibt sich aus

—u-Vpo+ulp =0, (7.4)
=0

0
<ur £0 -I-uEm) =0. (7.5)

r=1
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7 Kolloid im Scherfluss
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Abbildung 7.1: Kolloid im Scherfluss. Der Winkel ¢ ist wie in Kugelkoordinaten iiblich
von der zz-Ebene aus gemessen.

Der Term iiber der geschweiften Klammer ist Null, da py nicht von 7 abhéingt. Die
allgemeine Losung von (7.4) ist

l

p1 = f: Z (Clm rl + D" ril*l) P™(cos 6) €™ . (7.6)
=0 m=—1

Die Randbedingung bei 7 — oo ist nur erfiillt, wenn alle C/" gleich Null sind. Die Rand-
bedingung bei r = 1 in Gleichung (7.5) sagt, dass der Winkelanteil von p; proportional
zum Winkelanteil von u, = —ur sinf cosfcos¢ = % urP;(cosf) cos ¢ ist. Damit ist
nur DJ von Null verschieden, welches ich mit Hilfe von (7.5) bestimmen kann. p; ergibt
sich zu

p1(r,0,¢) = —# P) (cos ) cos . (7.7)

Wenn ich die Entwicklung weiter fiihre, treten ab der 3. Ordnung wie in Abschnitt 4.1.1
Terme auf, die die Randbedingung bei » — oo nicht erfiillen. Deshalb breche ich die
Entwicklung hier ab. In Abschnitt 7.1.7 ist zu sehen, dass die Funktion e_’“"/Q/r?’ gut an
die numerische Losung der Dichte bei = w/4, ¢ = 0 angefittet werden kann. Das erklirt
das Auftreten derselben Probleme bei der Entwicklung um u = 0 wie in Abschnitt 4.1.1.
In Abschnitt 7.1.6 werde ich durch Vergleich mit numerischen Ergebnissen zeigen, dass
diese Entwicklung fiir © < 1 in der Néhe des Kolloids eine gute Niherung ist.

7.1.2 Entwicklung in Kugelflichenfunktionen

Da das Stromungsfeld keine Azimutalsymmetrie mehr aufweist, wird auch p(r, 0, ¢) vom
Azimutalwinkel ¢ abhingen. Daher entwickele ich die Dichte nicht mehr wie in Kapitel
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7.1 Grenzfall Rx — 0

4 in Legendre-Polynomen, sondern in den vollen Kugelflichenfunktionen,

p(r.0,¢) = > AP (r)P"(cos)e™ . (7.8)

Die in Lehrbiichern angegebenen Kugelflichenfunktionen enthalten noch den Normie-

2041 (I—m)!
dr - (I+m)!

Kugelflichenfunktionen benutze. Gleichung (3.12) mit % = 0 fiir die stationéire Dichte
ist in Kugelkoordinaten mit dem Stromungsfeld (7.2)

rungsfaktor . Diesen werde ich weglassen, da ich nur die Orthogonalitit der

dp
W + cot 9%] +

1 0%p

dp ugdp *p 20p 1 [0?%p
—————= =0. 7.9
2 r2sin? 6 0¢? (7.9)

ror r2

" or T 706 " or

Nun setze ich fiir p die Entwicklung (7.8) ein. Die Kugelflichenfunktionen sind Eigen-
funktionen des Laplace-Operators,

< 247" Am
A (A7 (r) P (cos ) €] = [AI""(T) + = S 1)—lr§r)
-P™(cos ) ™9, (7.10)

Da in Gleichung (7.8) die Terme ur% und u(;%% vorkommen, habe ich folgende

67



7 Kolloid im Scherfluss

Rekursionsformeln mithilfe von [5] hergeleitet, mit x = cos 6:

sin 6 cos 0 cos ¢ P/ (cos ) e™? = \/1 — 22 P"(x) cos ¢ e™? =
1 l+m
220 +1)(20 - 1)
+l —2m =1 i itma1)e
241(1+1) -3 !
L e m Al L imer)e
2(20 +1)(21 +3) H2
1m+D)(l+m—2)(+m-1)

Pln:;rlei(mﬂ)(ﬁ

F)ln_12—16i(m71)¢

2 @2+ 1)2-1)
1 =m+1)(l +m)(2m - 1)Pm—1ei(mfl)¢
2 4(+1) -3 l
LA—=—m+D)(l=m~+2)I—=m~+3) et itme
- pm i(m—1)¢ 11
2 (20 + 1) (20 + 3) 2 € ’ (7.11)
Adpm ) m )
sin? 6 cos qﬁmelmd) =—(1- m2)3/2m cos pe'™? =
do T
1+ 1)+ m)

2 421 prytettm e

2 4(l+1)-3 !

L0 -m+1) S imt)e

2(20 +1)(21 +3) H2
LD+ m =24 m = 1)+ m)

F)ln_mg—l ei(mfl)q&

2 412 — 1

2 4(1+1) -3 !
L(l=-m+ 1)l -m+2)(-m~+3) Jm1 im1)s

2 (20 + 1)(20 + 3) Fryz e ' (7.12)

Diese beiden Darstellungen sind eindeutig, das heifit, es gibt nur diese eine Moglichkeit,
die beiden Terme in anderen Kugelflichenfunktionen auszudriicken, da die Kugelflichen-
funktionen orthogonal sind.

Wenn diese Rekursionsformeln in Gleichung (7.9) eingesetzt werden, kann wieder die
Orthogonalitit der Kugelflichenfunktionen ausgenutzt werden. Die Gleichung kann wie
in Abschnitt 4.1.2 zu (N + 1)? gewéhnlichen Differentialgleichungen fiir die A7 (r) um-
geschrieben werden, wenn die Entwicklung bei [ = N abgeschnitten wird. Die Gleichung
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7.1 Grenzfall Rx — 0

mit Label " lautet

lur m+1+1 m=1/ —2m+1 I —m g
2 (20 +5)(20 +3) 2 4l +1)-3""! (20 —3)(20 — 1) 12
_mAlH)m AL+ Dm+1+2) gy (=m)+m A 1)Em A1) iy
(20 + 5) (2 + 3) i+2 4 +1)-3 !
(=m=2)(—m=-1)(=m)
(20 = 3)(21 - 1) =2
1 I+3)I+m+1) .y 20+1)+3(m—1) .,
—Zul— AM Al
2" T a2 =1 CHer T guyn—3 M
_(1=2)-m) Am,l_l_(l—|—3)(l—|rm—i-1)(l—i-m—|r2)(l—|—77’L—i-3)AmJrl
(20 —3)(20 — 1) 1=2 4(1+2)2 -1 142
2+ 1) =3m+ DI —m)(+m+1)
4(+1) -3 !
(=2)l—m—-2)(—m-1)(I —m) 4y
(20 — 3)(21 — 1) =2
2 I(1+1
+MW+;MW—(;)AF:0 (7.13)

Genauso habe ich die Randbedingung bei » = 1 umgeschrieben, die Randbedingung mit
Label " lautet

lu m-+1+1 m-1 —2m+1 I —m 1
2 | (20+5)(20+3) 2 T4l +1) -3 (20 —3)(21 —1)" 12
_(m+l+3)(m+l+1)(m+l+2)Am+1_(l—m)(l+m+1)(2m+1)Am+1
(21 +5)(21 + 3) i+2 4(1+1) -3 !
[l—-m-=-2)l-m—-1)(l—m
| (21)—( 3)(21—1;( )Aﬁgl +A;m} - (719
r=1

Fiir 7 — oo miissen wieder alle A" (r) auer Ag(r) gegen Null gehen.

7.1.3 Symmetrien

Die Dichteverteilung p(r) geniigt beim Scherfluss folgenden Symmetrien:

e p(r) hat Paritit IT = 1, obwohl das Stromungsfeld keine solche Symmetrie besitzt.
Da fiir die Kugelflichenfunktionen

Y () = (=)' (-r)

gilt, kommen in der Entwicklung nur gerade [ vor. Das sieht man auch an den
Gleichungen (7.13) und (7.14). Dort koppelt A; nur mit A; o und A;_o. Wenn ich
die Rekursion mit [ = 0 beginne, gibt es also nur gerade .
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7 Kolloid im Scherfluss

e Das Stromungsfeld u, = —u z ist symmetrisch beziiglich der zz-Ebene. Die Dichte-
verteilung weist daher ebenfalls diese Symmetrie auf. Daher kommen fiir p(r, 6, ¢)
nur symmetrische Funktionen in ¢ in Frage, der Term €™ der Kugelfliichenfunk-
tionen wird also zu cosm¢. Aus diesem Grund muss auch nur iiber positive m
summiert werden, was die Anzahl der Gleichungen fast halbiert.

Aufgrund der Symmetrien sieht die Entwicklung der Dichte wie folgt aus:

N 1

p(r,0,¢) = ZZA;” " (cos 0) cos me 1=0,2,4,.... (7.15)

=0 m=0

Die Anzahl der Gleichungen wird von (N + 1)? auf N2/4 + N + 1 gesenkt.

7.1.4 Erstellung des Gleichungssystems

Beim Aufschreiben der Gleichungen muss folgendes beachtet werden:

e Wird A) P’ in Gleichung (7.9) eingesetzt, so entstehen Terme der Art A) P!
AP
aber nach der neuen Entwicklung (7.15) keine Gleichung mit Label l—+12 gibt, wird
dieser Term ebenfalls in die Gleichung mit Label l1-|-2 eingeordnet. Er tritt in dieser
Gleichung also doppelt auf. Alle A?, die auBerhalb des Laplace-Teils der Gleichung

stehen, werden daher mit einem Faktor 2 versehen.

+2
. AV wird also in Gleichungen mit Label } 1425 l+2 e elngeordnet. Da es

e In den Gleichungen mit [ = N miissen die Terme mit [ + 2 weggelassen werden.
Zum Beispiel lautet Gleichung i:

1 = i U’ _ 1 0/ ].20 2/ 2 2/
ur<263A() 2 AQ(’F) 23A0(r) 63A() 21A2(r)

g (25 A3 + 232 a3 + B A3 - 22 30 )

+AY (r) + ;A;’(r) —6AL(r) =0 (7.16)

Beim Aufschreiben der Randbedingungen miissen dieselben Punkte wie oben beachtet
werden, insbesondere der Faktor 2.

7.1.5 Numerische Losung des Gleichungssystems

Das Gleichungssystem (7.13), (7.14) habe ich wieder mit AUTO 2000 gelost. Dabei
steigt die erforderliche Ordnung N wieder in etwa proportional zu u. Die numerischen
Ergebnisse sind mit N = 14 erstellt. Alle folgenden Abbildungen sind daher fiir Ge-
schwindigkeiten u < 10.
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7.1 Grenzfall Rx — 0
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Abbildung 7.2: Numerische Ergebnisse fiir die Entwicklungskoeffizienten von p vergli-
chen mit (7.17) fir u = 0.1.

7.1.6 Test der Entwicklung um v =0

In erster Ordnung in u war A} als einziger Entwicklungskoeffizient von Null verschieden,
siehe (7.7),

u
A (r) = 01,0 — 9,3 01,2 0m,1 + O(u?). (7.17)

In Abbildung 7.2 sind die numerischen Ergebnisse fiir die A7 (r) zusammen mit A} (r)
aus (7.17) fiir u = 0.1 aufgetragen. Man sieht, dass fiir u < 1 A} der dominierende
Koeffizient ist. Seine funktionale Abhéngigkeit ist gut durch (7.17) gegeben.

7.1.7 Diskussion der Ergebnisse

Konturplot

Abbildung 7.3 zeigt einen Konturplot der Dichteverteilung in der zz-Ebene fiir u = 5.
In dieser Ebene sind die deutlichsten Effekte zu sehen. Der Punkt maximaler Dichte ist
fir u < 1 beir =1, 0 =7/4 und ¢ = 0, siehe die erste Ordnung der Entwicklung um
u =0 1in (7.7). Fiir groflere u steigt der Winkel # maximaler Dichte an. Vergleiche dazu
Abbildung 7.4.

Kontaktdichte bei ¢ =0

In erster Ordnung in u ist die Dichte gegeben durch, siehe (7.7),

p(r,0.¢) =1+ % cos  sin@ cos ¢ + O(u?). (7.18)
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7 Kolloid im Scherfluss
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Abbildung 7.3: Konturplot der Dichteverteilung fiir u = 5 in der zz-Ebene. Die Kontur-
linien gehen von 0.4 bis 1.5 mit Schrittweite 0.1.

In Abbildung 7.4 ist die Dichte bei r = 1, ¢ = 0 als Funktion von 6 aufgetragen. Man
sieht, dass die Funktion fiir wachsende v immer mehr von (7.18) abweicht. Sie verliert
die Symmetrie um p = 1. Die Dichte kann in positiver Richtung beliebig ansteigen, in
negativer Richtung ist sie aber durch p = 0 beschréinkt.

Dichte bei 0 = 7/4, ¢ =0

Aus Abbildung 7.4 ist ersichtlich, dass zumindest fiir v < 1 die Kontaktdichte bei
0 = /4, ¢ =0 am grofiten ist. Deshalb habe ich p als Funktion von r fiir diese Winkel
aufgetragen, siche Abbildung 7.5. Man sieht, dass die Funktion e™* 7"/2/7“3 gut angefittet
werden kann. Die Potenz r— habe ich gewiihlt, weil dies die Potenz in erster Ordnung in u
in Gleichung (7.7) ist. Der Abfall mit e~%"/? erklirt wie im Fall des gleichférmig bewegten
Kolloids, warum die Entwicklung um » = 0 in hoherer Ordnung nicht funktioniert. Eine
lokale analytische Losung wie in Abschnitt 4.1.6 ist in dieser Geometrie nicht méglich.

Dichte bei 6 = 37/4, $ =0

Bei 0 = 37w/4, ¢ = 0 ist die Kontaktdichte fiir v < 1 minimal. Die Dichte bei diesen
Winkeln in Abhéngigkeit von r ist in Abbildung 7.6 aufgetragen. Wahrend der Abfall der
Dichte bei den Winkeln 6 = 7/4, ¢ = 0 sehr &hnlich demjenigen vor einem gleichférmig
bewegten Kolloides ist, zeigt er hier qualitative Unterschiede zu demjenigen hinter dem
gleichférmig bewegten Kolloid, vergleiche Abbildung 4.6. Die Dichte wird fiir grofie u
nochmal grofier als Eins.

Tragheitsmoment

Wenn ich das Ausmafl der Stérung der Dichtefunktion in der Nihe des Kolloids beim
Scherfluss quantitativ darstellen mdéchte, finde ich folgendes Problem: Im Fall des Kol-
loids, das gleichférmig durch die Polymerlésung bewegt wird, ist die Dichte direkt vor
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7.1 Grenzfall Rx — 0

2 I
1.8 numerisch ———

aus (7.18) ------ B
1.6

1.4
1.2
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0.6
0.4 N S -
0.2 | R NTad —

plr =1,0,¢ = 0)

0/m

Abbildung 7.4: Dichte bei r = 1 in der zz-Ebene (¢ = 0) fiir u = 1 (kleine Amplitude)
und v = 5 (grofie Amplitude). In dieser Ebene ist der Effekt am grofiten.

dem Kolloid immer am grofiten. Dadurch war das Mafl der Storung gegeben durch die
Dichte an diesem Punkt. Im jetzigen Problem ist der Ort der gréfiten Dichte nicht
mehr konstant, er hingt von u ab, vergleiche Abbildung 7.4. Deshalb berechne ich den
Trégheitstensor der Dichteverteilung p — 1,

61']' == /V[p(’l") - 1] (7“251']' — I; fl?j) dV . (719)

Das dimensionslose Triigheitsmoment wird in Einheiten von R*p,, gemessen. Bedin-
gung fiir die Endlichkeit des Ausdruckes (7.19) ist das ausreichend schnelle Abfallen der
Koeffizienten der Kugelflichenfunktionen. Das Volumenelement dV enthélt zwei Poten-
zen in r, der Integrand noch einmal zwei. Also miissen die A(r) multipliziert mit r*
schnell genug abfallen. Das ist jedoch numerisch nicht der Fall. Deshalb habe ich das
Tréagheitsmoment auf der Kugeloberfliche mit r = 1 ausgerechnet. So bekomme ich also
eine Aussage iiber die Winkelverteilung der Kontaktdichte,

0l = [1p(1.0.6) = 113y 2, 45, (7.20)
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7 Kolloid im Scherfluss

1.9
1.8 -
1.7
1.6
1.5
1.4
1.3
1.2
1.1

1

p(r,m/4,0)

Abbildung 7.5: Dichte bei = 7/4, ¢ = 0. Die Punkte sind die numerischen Ergebnisse,

die Linien sind Fits der Form e " /r3. a ist etwa %.

Die einzelnen Eintrige des symmetrischen Tensors ©;; werden nun durch die A7"(1)
dargestellt,

/ _ _ —:C2
0, = /S p(1.6,4) — 1] (1 — 2?)dS

— /[p(1,9,¢) — 1] (1 — sin® @ cos? ¢)dS
; . y

~~

(*)
2 1, 1,
(x) = 3 Py(cos 0) + 3 Py (cos ) — G P35 (cos @) cos(2¢)

— d4r {; [Ao(1) — 1] + %Agu) _ %A%(l)} . (7.21)

Bei der Integration im letzten Schritt wurde wieder die Orthogonalitit der Kugel-
flachenfunktionen ausgenutzt. Analog habe ich alle Eintrige des Tensors ausgerechnet,
wobei alle Integrale, die y zur ersten Potenz enthalten, Null sind, da die Dichte symme-
trisch in y ist,

0, = ©,,=0,

1
®Ia:z = G)’zac =dn g A%(l) )
! 2 A 1 AO 2 A2
@yy = dm g[ 0(1)_1]+E 2(1)_'_5 2(1) )
@;Z = 0,=0,

2y
o, — dn {;[Ao(l) 1) - %Agu)} . (7.22)
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7.1 Grenzfall Rx — 0
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Abbildung 7.6: Dichte bei § = 37/4, ¢ = 0. Fiir grofie v wird p nochmal gréier als Eins.
An dieser Stelle wird der Fliigel mit héherer Dichte iiberquert, der vom
Anstau bei = 7/4 herriihrt. Fiir kleine u ist dieser Fliigel noch nicht
ausgepragt genug.

Der Tragheitstensor sieht also folgendermaflen aus:

% 0 O
o= 0o e, o |. (7.23)
9. 0 O

Die Eigenwerte dieses Tensors geben Auskunft iber das Ausmafl der Stérung der Dich-
teverteilung auf der Oberfliche der verbotenen Zone. Die Eigenvektoren sind die Haupt-
tragheitsachsen. Sie geben Auskunft iiber die Winkelverteilung der Dichte.

Die Eigenwerte sind

A= 0Oy, (7.24)

Ny = % [ 40l + (0, -0 + 4@;22] , (7.25)
1 ! i i 1 \2 ) 2

Az = 5 G)mc + ®zz - \/(Gmm - G)zz) + 4®xz : (7'26)
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7 Kolloid im Scherfluss

Die Eigenvektoren sind

v, = | 1|, (7.27)

_ Ois
% eiﬂzfelzzi\/(@lz:c*@;z)2+4 6;22J
Vo = 0 s (7.28)

1
_ 0.

3 [@h—0L+V/(0,-0L.)2 41047

vy = 0 . (7.29)

1

Der Eigenvektor v, zeigt, dass die Dichte symmetrisch in y ist. Die beiden anderen
Vektoren liegen in der xz-Ebene. Sie zeigen in die Richtung des Zentrums hoher Dichte
(v3) beziehungsweise der Verarmung (v2). Der Winkel 6y der Hauptachse v3 ist durch

(03)1]

('UB)Z

fy = arctan [ (7.30)

gegeben. Dies ist in Abbildung 7.7 aufgetragen. 8y nimmt wie besprochen mit steigendem
u zu. In Abbildung 7.8 sind die Eigenwerte A aufgetragen und diskutiert.
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Abbildung 7.7: Winkel 6, der Haupttrigheitsachse, die zum Zentrum der grofiten Dichte

zeigt. Der Punkt bei v = 0 kommt aus der Entwicklung um v = 0. Fiir
u = 0 ist zwar kein Trégheitsmoment vorhanden aber es ist der korrekte
Grenzwert fiir u — 0.
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7 Kolloid im Scherfluss

0.35 ‘ ‘ =
)\1 —— ///

03 — )\2 —-—0-—-- ////9 —
h P e

0.25 - e _

Eigenwerte/(4m)

Abbildung 7.8: Eigenwerte A des Tensors ©’. A\; beginnt mit Steigung Null, da in erster
Ordnung in u die Funktion p — 1 einen symmetrischen Quadrupol bildet.
In Abbildung 7.9 sieht man, dass bei Rotation um wv; im Falle eines
perfekten Quadrupols das Tragheitsmoment verschwindet, da gleich viel
positive wie negative ,Masse“ vorhanden ist. Fiir steigende u {iberwiegt
allerdings die positive Masse und das Trégheitsmoment steigt an.

Ao steigt nahezu linear mit v an. Diesen Eigenwert benutze ich als Maf}
fiir die Storung der Dichtefunktion.

Wie ebenfalls aus Abbildung 7.9 ersichtlich, ist Ag fiir das Quadrupol
zunéichst negativ. Mit steigenden u {iberwiegt allerdings schlielich die
positive Masse am +Pol, das Trigheitsmoment wird positiv.

Abbildung 7.9: Haupttrigheitsachsen der Funktion p — 1 fiir r = 1.
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7.2 Endlicher Kolloidradius Rg

7.2 Endlicher Kolloidradius Ry

In diesem Abschnitt werde ich den Einfluss des Kolloids auf das Strémungsfeld u beriick-
sichtigen. Befindet sich das Kolloid im Scherfluss (7.1), so spiirt es aufgrund der Reibung
des Losungsmittels ein Drehmoment, es beginnt, um die y-Achse zu rotieren. Im stati-
onédren Zustand rotiert das Kolloid mit konstanter Winkelgeschwindigkeit, auf seiner
Oberfliche ist die Geschwindigkeit des Losungsmittels gleich derjenigen der Oberfliche.
Das folgende Stromungsfeld ist so aufgebaut, dass es fiir grofie Abstédnde gegen das un-
gestorte Feld (7.1) geht und die Randbedingung auf dem Kolloid erfiillt ist [14]. Die
Geschwindigkeit ug der Oberfliiche des Kolloids ist dabei gleich dem Mittelwert von ug
des ungestorten Flusses bei r = Ry,

: 5R}. 3R}
Uy = _UCOSHSIHHCOS¢<T_§T—2+§T—4>’
R\ . o 1 R3,
ug = —u —7"+r—4 sin 6‘cos¢—§r—4cos¢ ,
5
Uy = —gﬂ;—f cosf sing. (7.31)

Da Léngen wieder in Einheiten von R = Rg + Rp gemessen werden, bewegt sich das
dimensionslose R zwischen Null und Eins.

7.2.1 Entwicklung um v =0

Den Trend des Einflusses von Rx kann man an der Entwicklung um «w = 0 sehen. Ich
werde wie immer folgende Entwicklung durchfiihren:

p(r, 0, ¢;u) = po +upy +u’ps + ... . (7.32)

Dabei geht die Rechnung analog zu Abschnitt 7.1.1, fiir die erste Ordnung dndert sich
nur u, (1,60, ¢) in

—u-Vpg+ulp; =0, (7.33)
=0

—U —i—u2

ur(1,0,¢) hat den neuen Vorfaktor ( — gR% + %R‘;’() Diesen Faktor bekommt also
auch pq,

=0. (7.34)
r=1

5

pi(r,0,¢) = _LPQI(COSH) cos ¢ (1 -5

3
5.3 R} + 3 R%) : (7.35)

Fiir v < 1 ist die Dichte also proportional zu (1 — gRﬁ( + %R%), der Eigenwert Ao ist
damit ebenfalls proportional zu diesem Faktor.
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7 Kolloid im Scherfluss

7.2.2 Entwicklung in Kugelflachenfunktionen

Die Differentialgleichung (7.9) muss um den u4-Term erweitert werden, da ug jetzt nicht
mehr Null ist,

o T T 90 rsingog
2 2 2
6p+28p ! [ap—FcotQ@}—i— L9

77“2 SinQGW = 0 (736)

oz " ror " r? 962 90

Der Winkelanteil von u, in (7.31) ist identisch mit demjenigen des ungestorten Scher-

flusses in Gleichung (7.2). Deshalb sind die Rekursionsformeln einfach zu modifizieren,
s Ry | 3R

indem man in (7.13) den Faktor ur durch u (r — 35+ 54 ) ersetzt. Hierfiir werden

also keine neuen Rekursionsformeln benétigt.
Bei ug kann ich den ersten Teil analog behandeln. Der zweite Teil taucht in den
Gleichungen auf als

1 dp 1 RS 0 [
—up — L = il — ¢ = 2K - m m
up = 1.Teil Uy s c0s¢89 [;;Az (r) P (cos 0) cosm¢] . (7.37)
Wegen
1
cos ¢ cosmep = 3 {cos[(m + 1)¢$] + cos [(m — 1)¢]} (7.38)
bendétige ich zwei Rekursionsformeln, die
9 pm(eos ) (7.39)
90 ! '

durch P™*!(cosf) beziehungsweise P !(cosf) ausdriicken. Diese zu finden war mir
nicht moglich, da es dafiir keine geschlossenen Rekursionen gibt. (7.39) besteht aus un-
endlich vielen P *1(cos @) beziehungsweise P !(cos ). Man kann (7.39) also nur als
Reihe angeben. Ich habe diese Reihe allerdings nicht gefunden.

Es gibt aber zum Gliick einen Ausweg. Die unendlich vielen Terme kiirzen sich mit
denen aus dem uy-Term heraus. Der ug-Term in (7.36) ist mit dem Feld (7.31) gegeben
durch

1 0 1 R° ' P N 1
—Ugp rsind £ = UE ’I“—? cot 0 Sln(ﬁ% lz_;mz::oA;n(,r) Bm(COSG) COSm¢ . (740)
Wegen
% cosm¢ = —m sinmao (7.41)
und
sin s = 5 {eos (m — 1)g]  cos[(m -+ 1)4]} 7.4
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7.2 Endlicher Kolloidradius Rg

benétige ich die Darstellung von
cot 0 P""(cos 0) (7.43)

in P™*!(cos §) beziehungsweise P™~!(cos #). Dies ist wiederum nur durch eine unendli-
che Reihe moglich, die mir ebenfalls nicht bekannt ist. Man kann jedoch die Koeffizienten
dieser Reihe mithilfe der Projektionsintegrale bestimmen. Es ergibt sich, dass sich die
unendlich vielen Terme aus (7.43) und (7.39) gerade herauskiirzen und nur die die Ko-
effizienten mit x = [ stehen bleiben.

Folgende Formeln habe ich durch Ausprobieren gefunden:

1 1 1
—§%Bm+l(cose)—m+ cotHleH(COSg) = §(l_m) [(l=m+1)+2m]-
P/ (cos6), (7.44)
1 a m—1 m — 1 m—1 1 m
) %Pl (cos @) + cot  P"" (cos ) = ~3 P/"(cos ). (7.45)

Damit kann ich Gleichung (7.36) wieder in einen Satz von gewd6hnlichen Differentialglei-
chungen fiir die A]"(r) umschreiben.

Bei der Randbedingung bei » = 1 kann dies ohne neue Rekursionsformeln geschehen,
da nur u, eingeht. Das entstehende Gleichungssystem habe ich wieder mit AUTO 2000
mit N = 10 gelost.

7.2.3 Einfluss von Ry auf )\,

Im Abschnitt 7.1.7 habe ich den zweiten Eigenwert des Trigheitstensors (7.23) als Maf
fiir die Storung der Dichtefunktion definiert. Die Abhéngigkeit dieser Grofle von Ry
kann quantitativ studiert werden. In Abbildung 7.10 sieht man, dass Ay bei Rg = 0 die
Steigung Null hat. Dies ist deutlich verschieden zum Fall des gleichférmig bewegten
Kolloids, wo die Kurve bei Rx = 0 die grofite Steigung hat. Dies ist in Kapitel 8
diskutiert.
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Abbildung 7.10: Ay des Trigheitstensors als Funktion von Rg fiir u = 5. Fiir den Fit
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habe ich nur die ersten drei Punkte verwendet. Der Fit gibt den Trend
an, passt aber nicht sehr gut. In erster Ordnung in u ist Ay proportional
zu u,(1,7/4,0), sieche Abschnitt 7.2.1.



8 Vergleich der Ergebnisse aus den
Abschnitten 4.2 und 7.2

Die Abhéngigkeit der Stérung der Dichtefunktion im Fall der geradlinigen Bewegung des
Kolloids (Abschnitt 4.2) und beim Scherfluss (Abschnitt 7.2) von Rx unterscheiden sich
deutlich voneinander. Dies mdchte ich anhand der Flussfelder erliutern. Beim Scherfluss
nehme ich als Maf} fiir diese Storung den Eigenwert Ao. Fiir den Fall des gleichférmig
bewegten Kolloids ist das Mafl der Dichteiiberschuss am Staupunkt.

In Abbildung 8.1 ist nochmal die Abhéngigkeit der Stérung von Ry in erster Ord-
nung in u aufgetragen. Fiir groflere Geschwindigkeiten stimmen diese Kurven nicht mehr
genau, geben aber immer noch den Trend gut an.

Beim Scherfluss hat die Stérung fiir Rx = 0 die Ableitung Null. A9 ist in diesem
Bereich proportional zu 1 — g R%, andert sich fiir Rg — 0 also nur schwach mit Rg. Das
kann durch Vergleich der beiden Strémungsfelder fiir Rx = 0 beziehungsweise R = 0.37
in Abbildung 8.3 verstanden werden. Die Vektoren auf der Oberfliche der verbotenen
Zone sind fast gleich grof.

Beim geradlinig bewegten Kolloid ist die Steigung bei Rx = 0 maximal. In Abbildung
8.2 sieht man, dass das Flussfeld fiir Rg = 0.37 auf der Oberfliche der verbotenen Zone
schon stark abgeschwiicht ist im Vergleich zu demjenigen fiir Rx = 0.

a0 1 T~
— g 08 — \\\\ —
£5 06 -
Em 0.4 - -
<) N
= 0.2 SO
0 \ \ \ N
0 02 04 06 0.8 1

Abbildung 8.1: Abhéingigkeit der Stérung von Ry fiir den Fall des gleichférmig bewegten
Kolloids (volle Linie) sowie den Scherfluss (gestrichelt). Das Maf} ist im
ersten Fall die Dichte am Staupunkt, im zweiten Fall der Eigenwert Ay
des Trigheitstensors. Beide sind bei Rx = 0 auf 1 normiert.
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Abbildung 8.2: Das Flussfeld fiir den Fall
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der geradlinigen Bewegung.

Unten: Das  ungestorte
Flussfeld.
Oben: Das Flussfeld fiir
Ry = 0.37.

Das Feld auf der Oberfliache
der verbotenen Zone ist
schon stark abgeschwicht.
Deshalb ist der Anstau auch
schon stark verringert.
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Abbildung 8.3: Links: Der ungestorte Scherfluss.
Rechts: Der Scherfluss fiir Rx = 0.37. Das Feld auf der Oberflache der
verbotenen Zone ist noch weitgehend unbeeinflusst, deshalb ist Ay dies
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9 Zwei gleiche Kolloide im Stromungsfeld

9.1 Einfiihrung

Weitere Effekte kann man erwarten, wenn zwei Kolloide nahe beieinander durch eine
Polymerlésung gezogen werden. Insbesondere erwartet man polymerinduzierte Kréfte
zwischen den Kolloiden.

Tch werde mich dabei auf die Behandlung von zwei gleichen Kolloiden beschréinken,
prinzipiell sind die Losungsmethoden auch fiir zwei Kolloide unterschiedlicher Gréfle an-
wendbar, dies ist in Abschnitt 9.5 kurz skizziert. Mit den unten vorgestellten bisphérischen
Koordinaten kann man das Problem beschreiben, wenn der Abstand d der Mittelpunkte
der Kolloide grofier als 2R ist. Der Fall, in dem sich die verbotenen Zonen iiberlappen
(d < 2R), ist mit diesem Koordinatensystem nicht berechenbar. Bis auf den Abschnitt
iiber die Hydrodynamik werden in diesem Kapitel dimensionslose Groflen verwendet.

9.1.1 Bispharische Koordinaten

Da die Oberflichen der verbotenen Zonen der beiden Kolloide Kugeln sind, sind die
geeigneten Koordinaten fiir dieses System die bisphérischen Koordinaten [1],

a sinm cos ¢
~ coshp —cosn’
_asinnsing
~ coshp —cosn’

a sinh p
z =

coshp —cosn (9:1)
In Abbildung 9.1 ist dieses Koordinatensystem veranschaulicht. Die Oberfliche p = g
ist eine Kugeloberfliche mit Radius a |csch o] und Mittelpunkt bei z = a coth pg, x =
y = 0. Fir pgp — 0 werden diese Kugeln unendlich grof§ und kommen der zy-Ebene
immer nédher. Die Fliache p = 0 ist die zy-Ebene.

Der dimensionslose Abstand d der Mittelpunkte zweier Kugeln bei £y ist grofler als
2 und wird durch puq festgelegt,

d =2 cosh pg . (9.2)

Der Faktor a ist eine Skalierung fiir die Grofie der Kugeln. Durch Wahl von a und pq ist
die Grofle und der Abstand der verbotenen Zonen festgelegt. Da die Kugeln den Radius
R =1 haben sollen, ergibt sich fiir a:

R =1 = alcsch ugl,
a = |sinh g . (9.3)
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L L L T
-1 05 0 05 1

Abbildung 9.1: Das bisphérische Koordinatensystem in der zz-Ebene. Auf den Kreisen
ist p konstant, auf den Linien senkrecht dazu ist n konstant. Dieses Bild
ist rotationssymmetrisch um die z-Achse.

Die Einheitsvektoren des Systems sind

1 —sinh p sinn cos ¢
e = —cosn —sinh p sinn sin ¢ ,
COSTL L = COsT) 1 —coshp cosn
1 (cosh p cosn — 1) cos ¢
e Ny — (coshpy cosn — 1) sing | ,
COSTLpL = CosT —sinh p sinn
—sin¢
cos ¢ . (9.4)
0

]
RSN
Il

Die sogenannten Skalierungsfaktoren sind [1]

a

h,=h, = — ¢

B coshp — cosn
a sinn

hy = ———. 9.5
¢ cosh 1 — cosn (9:5)

Damit ist das Volumenelement gegeben durch

AV = hy, dpi by dn hy dp. (9.6)
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9.1 Einfiihrung

r = +/z? + y? + 22 ist gegeben durch

r—a /cosh,u—i—cosn. (9.7)
cosh 1 — cosn
r geht also gegen unendlich fiir 4 — 0 und n — 0.

Laplace-Gleichung
Die Laplace-Gleichung separiert mit folgender Ersetzung:
p(r) =+/coshpu —cosnD(r)+1. (9.8)

Fiir r — oo geht der Term /cosh u — cosn gegen Null wie %, die Randbedingung im
unendlichen ist also erfiillt, so lange D nicht zu stark wichst. Die Laplace-Gleichung
sieht mit dieser Ersetzung folgendermaflen aus (mit & = cosh u — cosn):

B2 [°D 1 9 oD 1 D 1
Ap= — | sinp — ——— —-D| . 9.9
= [a;ﬂ + sinn On <smn on ) sin?n 0¢> 4 (9:9)
Der Winkelanteil des Laplace-Operators ist in dieser Darstellung wieder identisch zu
demjenigen in Kugelkoordinaten. Eigenfunktionen sind also wieder die Kugelflichen-

funktionen. Deshalb werde ich die Funktion D(r) in Kugelflichenfunktionen entwickeln,

o0 l

D(p.n,¢)=>_ > AP(u) P™(cosn)e™?. (9.10)

=0 m=—1

Man kann sich fragen, ob die Kugelflichenfunktionen auch beziiglich des Mafes (9.6) or-
thogonal sind. Das Gleichungssystem, das am Ende herauskommt, ist ein System in drei
Variablen, wobei die beiden Winkel die gleichen Bereiche wie in Kugelkoordinaten haben.
Deshalb geniigt die Orthogonalitdt der Kugelflichenfunktionen beziiglich des {iblichen
Skalarproduktes um die Gleichungen fiir die Koeffizienten A}" (1) durch Projektion auf
die jeweilige Kugelflichenfunktion herzuleiten.

Berechnung der Krifte

Die Kraft auf die Kolloide berechne ich analog zum Fall eines Kolloides. Die Kraft in
Richtung 7 ist also das Integral iiber die Oberfliche S der verbotenen Zone eines Kolloids
von €, - i multipliziert mit der Polymerdichte und £gT'. Die dimensionslose Kraft wird
wieder in Einheiten von R? po kT gemessen. é,, zeigt fiir positive p in die Kugel hinein,
dies ist fiir das Vorzeichen der Kraft wichtig,

Fa= [ S 6y ) pluo.n. ). (9.11)
S

Das Oberflichenelement ist dS = hy, dn hg dé.
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9 Zwei gleiche Kolloide im Strémungsfeld

Kraft in z-Richtung, der Richtung der Verbindungsachse der Kolloide: Mit ¢, ¢, =

1—cosh u cosn . .
~coshiecos . nd (9.8) ergibt sich

m 2
. 1 — cosh iy cosn
Fo=a [ sy [ 9 0D D 10,1, ). (9.12)
(cosh g — cosn)
0 0

Die Kraft skaliert mit a?, denn die Oberfliche der Kugel wichst auch mit a?. Da D eine
Reihe in Kugelflichenfunktionen ist und

2 )
/ dpe™? = 21 5o (9.13)
0

gilt, tragen zur Kraft nur die AJ(uo) bei. Von diesen aber alle, wobei der Betrag des
Integrals (9.12) mit wachsendem [ immer kleiner wird. Das Integral (9.12) kann mit
Mathematica numerisch berechnet werden.

Kraft in z-Richtung, der Bewegungsrichtung fiir den Fall zweier nebeneinander be-

wegter Kolloide: Mit ¢, - ¢, = — SIS orgib sich hier

m 2
b s
Py ==a? [singdy [ dp RS b g g). (9.14)
(cosh jug — cosn)5/2
0 0
Wegen

2
/d¢ cos ¢ ™ = 1,y (9.15)

0

tragen hier nur die A (uo) zur Kraft bei. Die einzelnen Koeffizienten kénnen wieder
numerisch mit Mathematica berechnet werden.

9.1.2 Superpositionsndaherung

Die Superpositionsnaherung wird in [9] benutzt, um die Polymerdichte in der Nihe zweier
Kolloide zu berechnen. Nach dieser ist die Polymerdichte in der Ndhe von zwei Kolloiden
das Produkt aus den Dichten in der Néhe einzelner Kolloide an den Orten R o,

PP (r) = pM(r = Ry) pV(r - Ry). (9.16)

Die Funktion p(?)(r) erfiillt jedoch weder die bekannte Differentialgleichung fiir die sta-
tionédre Dichte,

—u-Vp+Ap=0

noch die Randbedingungen auf den verbotenen Zonen.

88



9.2 Zwei gleiche Kolloide nebeneinander

9.1.3 Hydrodynamische Krifte zwischen den Kolloiden ohne Polymere
Zeitreversibilitat

Die Stokes-Gleichung [2]
nAv =Vp (9.17)

ist linear im Geschwindigkeitsfeld v. Daraus ergibt sich die Zeitreversibilitdt: Ein Korper
bewege sich in einer Fliissigkeit. Im Bezugssystem des Kérpers sei das Geschwindigkeits-
feld der ihn umgebenden Fliissigkeit gegeben durch v. Wenn man nun den Geschwin-
digkeitsvektor v an jedem Punkt umdreht (v’ = —v), so ist v’ ebenfalls eine Lésung der
Stokes-Gleichung fiir denselben Korper, der sich allerdings in entgegengesetzter Richtung
bewegt. Die Operation ,alle Geschwindigkeiten umdrehen® entspricht einer Zeitumkehr.
Es ist, als ob man den Film des Prozesses riickwirts anschaut. Die Eigenschaft, dass
wie oben beschrieben der zeitumgekehrte Prozess dem tatséichlichen fiir umgedrehte
Randbedingungen (Korper wird entgegengesetzt bewegt) entspricht, nennt man Zeitre-
versibilitat.

Die Zeitreversibilitidt der Stokes-Gleichung ist ein bekanntes Phinomen, das zum
Beispiel das Schwimmen von Bakterien bei kleinen Reynoldszahlen erschwert. Bei turbu-
lenten Stromungen, bei denen die Nichtlinearitdt der Navier-Stokes-Gleichung relevant
wird, gilt dieses Argument nicht. Wenn zum Beispiel eine Kugel turbulent umstréomt
wird, so bildet sich hinter ihr ein Wirbel. Nach Umdrehen der Randbedingungen ist die-
ser Wirbel natiirlich auf der anderen Seite, wenn man den Film riickwérts anschaut, ist
er noch auf derselben Seite. Der riickwérts betrachtete Film zeigt einen unphysikalischen
Vorgang.

Zwei gleiche Kugeln nahe beieinander

Wenn zwei gleiche Kugeln mit gleicher Kraft, zum Beispiel der Gewichtskraft bei Sedi-
mentation, durch eine Fliissigkeit bewegt werden, so gibt es aufgrund der Zeitreversibi-
litdt keine Kréfte zwischen ihnen. Die einzige Bewegung, bei der der riickwirts betrach-
tete Film die Bewegung mit umgedrehten Randbedingungen zeigt, ist die Bewegung mit
konstantem Abstand. Zwei gleiche Kugeln, die nebeneinander oder hintereinander mit
gleicher Kraft angetrieben werden, bewegen sich parallel zur antreibenden Kraft. Wenn
die beiden Kugeln nicht genau neben- oder hintereinander bewegt werden, so erlaubt
die Symmetrie noch eine Translation zur Seite. Die Bewegungsrichtung ist in diesem
Fall nicht parallel zur antreibenden Kraft. Uber den Betrag der Reibungskraft des Du-
os im Vergleich zu einer einzelnen Kugel kann mithilfe des Symmetrieargumentes keine
Aussage getroffen werden. Dafiir muss man die Stokes-Gleichung lésen.

9.2 Zwei gleiche Kolloide nebeneinander

Hier werde ich den Fall untersuchen, in dem zwei Kolloide nebeneinander mit konstanter
Geschwindigkeit durch eine Polymerlésung bewegt werden, siehe Abbildung 9.2. Die Kol-
loide sollen den Stromungsfluss nicht beeinflussen. Es ist prinzipiell kein Problem, den
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‘
X
YA
—>

Abbildung 9.2: Zwei Kolloide derselben Grofle werden nebeneinander durch eine Poly-
merlosung bewegt. Die Definition des Winkels 6 wird in Abschnitt 9.2.3
fiir die Abbildung der Kontaktdichte benétigt.

Stokes-Fluss um die zwei Kolloide analog zu den Abschnitten 4.2 und 7.2 in die Glei-
chungen aufzunehmen. Es gibt fiir diesen aber keinen analytischen Ausdruck. Im Fall
eines einzelnen Kolloids zeigte sich in Abschnitt 4.3.2, dass die Reibungskraft durch Po-
lymere fiir u < 1 proportional zu [ — %R K —I—% R}(] ist. Man konnte also niherungsweise
dieselbe Abhingigkeit der Krifte von Ry bei zwei Kolloiden annehmen, getestet ist dies
jedoch nicht.

Das Stromungsfeld im mitbewegten System ist gegeben durch

U=—uéy. (9.18)
Ich habe die z-Richtung und nicht etwa die y-Richtung fiir den Fluss gewéhlt, da dadurch
das System symmetrisch in ¢ ist. Ich benétige also wieder nur positive m.
9.2.1 Transformation der Gleichungen in bispharische Koordinaten

Die Gleichung fiir die stationéire Dichte ist

dp

Der Laplaceteil ist durch (9.9) gegeben. Der erste Term auf der linken Seite von (9.19)
muss noch in bisphérische Koordinaten transformiert werden,

dp . . 1 0p
ug =Ués: Z enaa—n . (9.20)
n=p,n,¢
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9.2 Zwei gleiche Kolloide nebeneinander

Der Ausdruck in den groflen Klammern auf der rechten Seite ist der Gradient von p,
siehe [1]. Mit (9.4), (9.5), (9.8) und k = cosh y — cosn erhalte ich

0 k2 D
uZl - U —sinh p sinn cos ¢ —
ox a o

oD
+(cosh py cosn — 1) cos ¢ T
n

k 0D
o7 99 | (9.21)

1
—3 cosh p sinn cos ¢ D — sin ¢

In (9.9) und (9.21) stehen Vorfaktoren k (zu unterschiedlichen Potenzen) und a. Wenn
man die ganze Gleichung mit @? multipliziert, hat man nur noch den Faktor awu vor
(9.21).

Den Faktor £* wiirde ich eigentlich gerne so wegkiirzen, dass er vor dem Laplace-Teil
Ap in Gleichung (9.19) wegfillt. In diesem Fall tritt aber k=2 vor (9.21) auf. Dies fiihrt
zu einer Singularitit bei p = 0,7 = 0, die innerhalb des betrachteten Gebiets liegt.
Deshalb kiirze ich nur mit k'/2, so habe ich iiberall ganzzahlige positive Potenzen von
k. (9.19) wird also zu

oD oD
au |—sinhy sinn cos g — + (cosh y cosn — 1) cos ¢ —
o an

1 k 0D
) cosh p sinn cos ¢ D — sin ¢ s g—¢]
D 1 0 oD 1 9D 1
K - | s . ——=5 — D =0. 9.22
+ op? + sinn dn <smn an> T sinn? 942 4 ] ( )

Der Faktor £? fithrt dazu, dass die zweite Ableitung eines A" (u) in verschiedenen Glei-
chungen auftaucht. Ich habe kein Programm fiir gekoppelte Differentialgleichungen ge-
funden, das mit mehreren Ableitungen der héchsten Ordnung in einer Gleichung um-
gehen kann. Deshalb muss ich die Gleichungen nach den zweiten Ableitungen auflésen.
Dies ist moglich, wenn die Entwicklung bei [ = N abgeschnitten wird. Es ist ein li-
neares Gleichungssystem, die Anzahl der Gleichungen ist gleich der Anzahl der zweiten
Ableitungen. Die Ausdriicke werden nur sehr unhandlich.

Die Randbedingung auf den Oberflichen der verbotenen Zonen ist wieder gegeben
durch die Bedingung, dass der Polymerstrom senkrecht zur Oberfliche verschwinden
muss. Da die drei Einheitsvektoren der bisphérischen Koordinaten orthogonal sind, und
p konstant ist auf der Oberfliche der verbotenen Zonen, ist é, orthogonal zu diesen
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9 Zwei gleiche Kolloide im Strémungsfeld

Oberflichen. Wieder mit k = cosh  — cosn und p = vk D + 1 finde ich

0 = (o @rp+ Vo)llmsyg
—J
- {au [(—sinhusinncos¢) <D+L>]

1 oD
+5k sinh,uD—HcQ—}

o (9.23)

u==po

Hier ist wieder zu sehen, dass die Faktoren » und @ nur im Produkt a u auftauchen, was
schon in der Diffusionsgleichung (9.22) beobachtet wurde. Es macht also fiir die Dich-
teverteilung keinen Unterschied, ob man alle Lingen des Systems verdoppelt oder die
beiden Kolloide mit doppelter Geschwindigkeit bewegt werden. Gleichung (9.23) kann
mit beliebigen Potenzen von k multipliziert werden. Am giinstigsten ist die in (9.23)

gezeigte Version. Sie enthélt bis auf den Term ﬁ nur ganzzahlige positive Potenzen von

k. Die Entwicklung von ﬁ in Kugelflichenfunktionen ist zudem in [1] angegeben, was
ein weiterer Vorteil dieser Wahl ist, siche Gleichung (9.31).

Fiir 7 — oo gilt VE %, siehe (9.7). Es zeigt sich, dass die Losungen fiir D keine
Divergenzen haben, weswegen die Randbedingung im unendlichen stets erfiillt ist.

Ich brauche aber zwei Randbedingungen fiir D, um eindeutige Lésungen zu bekom-
men, das sind die beiden auf den Oberflichen der verbotenen Zonen. Das Problem ist
symmetrisch beziiglich ;1 = 0. Ich kann also eine der beiden Randbedingungen ersetzen
durch die Forderung, dass die Ableitung der Losung nach p bei 4 = 0 verschwinden
muss. Dies ist dquivalent dazu, in (9.23) den linken Rand gleich Null zu setzen. Damit
ist diese Rechnung identisch mit derjenigen fiir ein Kolloid in der Nihe einer Wand, siehe
Kapitel 9.6.

9.2.2 Losungsansdtze

Ich habe das Problem wie die vorhergehenden auf zwei verschiedene Wege gelost:

Entwicklung um u = 0: In erster Ordnung in « kann ich die Gleichungen zu sehr hoher
Ordnung N lésen. Dies erlaubt eine hohe Genauigkeit auch bei kleinen Kolloid-
abstédnden, wo die Konvergenz der Entwicklung (9.10) schlecht ist. Die Kraft zwi-
schen den Kolloiden verschwindet jedoch in erster Ordnung in w.

Numerische Lésung mit AUTO 2000: Hier habe ich wie in den vorigen Problemen die
Differentialgleichung in einen Satz von gewohnlichen Differentialgleichungen fiir die
A" () umgeschrieben und diese dann mit AUTO 2000 gelost. Dies war allerdings
etwas komplexer als vorher, weshalb die hochste erreichte Ordnung N = 10 war,
siehe Abschnitt 9.2.4. Die Konvergenz der Entwicklung in Kugelflichenfunktionen
wird umso schlechter, je grofier v (wie bei einem einzelnen Kolloid) und je kleiner
der Abstand der Kolloide ist. Ich bekomme mit dieser Methode also keine genauen
Ergebnisse fiir kleine Absténde, was eigentlich der interessante Bereich ist.
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9.2 Zwei gleiche Kolloide nebeneinander

9.2.3 Entwicklung um v =0

Ich fithre wie in den vorhergehenden Problemen eine Entwicklung um u = 0 durch. Dabei
entwickle ich die Funktion D,

D(p,m, ¢;u) = Do +u Dy (p,m,¢) + ... . (9.24)

Da p = VkD + 1 ist, muss die Nullte Ordnung Dy = 0 sein, sonst stimmt die Entwick-
lung fiir den Fall u = 0 nicht. Fiir die erste Ordnung muss ich Dg in den wu-Teil der
Diffusionsgleichung (9.22) einsetzen und D; in den Laplaceteil. Da Dy = 0 ist, bleibt
nur der Laplaceteil iibrig,

AD; =0,. (9.25)
Diese Gleichung kann mit einem Separationsansatz gelost werden [1],
Dy = M(u)W(n, ). (9.26)

Der Winkelteil der Laplace-Gleichung wird von den Kugelflichenfunktionen gelost. Wer-
den diese eingesetzt, ergibt sich fiir M (u)

0> M 1)’
=(l+=-) M. 9.27
op? < * 2) (8:20)
Losungen sind die Funktionen eE(+3) 1 By ist hilfreich, sie in einen symmetrischen und

einen antisymmetrischen Teil aufzuspalten,

M () = a cosh [(z + %) u} + b sinh [(z + %) u} | (9.28)

Da das System symmetrisch beziiglich y = 0 ist, muss b = 0 sein. Zusammen mit den
Kugelflichenfunktionen ist D; also gegeben durch

oo |
D, = Z Z C/" cosh [(l + %) ,u] P/"(cosn) cosmg . (9.29)

=0 m=0

Es tritt kein Term sinm¢ auf, da das System wie bereits erwédhnt ebenfalls symmetrisch
in ¢ ist. Die Randbedingung auf der Kugeloberfldche bei = pg ist mit Dg = 0 gegeben

durch
< — sinh y sinn cos ¢>
=la
o vk

Aus Gleichung (9.30) erhélt man durch Projektion auf die Kugelflichenfunktionen ein
lineares Gleichungssystem fiir die C]" mit folgenden Eigenschaften:

1 oD
(5 k sinh Dy + k2—1> (9.30)

o

B=f1o0

e Der rechte Term von (9.30) ist proportional zu cos ¢. Er enthélt also nur die Ku-
gelflichenfunktionen mit m = 1. Der linke Term enthélt keinen Faktor cos ¢. Das
bedeutet, dass auf der linken Seite innerhalb einer Gleichung nur C;" mit gleichem
m stehen. Fiir alle Gleichungen mit m # 1 ist das Gleichungssystem also identisch
zu einem mit « = 0. Es sind also in erster Ordnung in » alle C}"* mit m # 1 gleich
Null.
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9 Zwei gleiche Kolloide im Strémungsfeld

e Der rechte Term ist eine Reihe in Kugelflichenfunktionen mit m = 1, die nicht
abbricht. Daher ist das Gleichungssystem nur lésbar, wenn die Entwicklung (9.29)
bei l = N abgeschnitten wird.

Nach [1] gilt

— = =2 Ze_(“'%)w Py(cosn) . (9.31)

Mit [5]

. 1
sinn Py(cosn) = TR [P (cosn) — Plyy(cosn)] (9.32)

kann ich diese Relation umformen zu

M oo
SlnnCOSQS *(l+l)‘ ‘ ]_ 1 1
= V2 2 P - P . (9.33

cosh pp — cosn V2 lz_;e ? 20 +1 [ 1—1(cosn) l+1(COS7})] cosp. ( )

Nun kann ich das Gleichungssystem fiir die C’l1 aufstellen. Dieses kann mit Mathematica
auch fiir groe N schnell numerisch gelost werden. Das fiihrt zu einer gréeren Genauig-
keit fiir u < 1 als mit der AUTO 2000-Methode, weshalb sich diese Entwicklung lohnt.

Die Entwicklung (9.29) reduziert sich also zu

N
D, = Z C} cosh [(l + %) ,u] P/ (cosn) cos¢. (9.34)
=1

Die Polymerdichte p — 1 ist in erster Ordnung in u proportional zu cos ¢, ist also anti-
symmetrisch beziiglich x = 0. Die Kolloide bewegen sich in z-Richtung, das heifit, dass
der Anstau vor den Kolloiden in erster Ordnung in u gleich grof} ist wie die Verarmung
hinter den Kolloiden. Diese Symmetrie ist auch bei einem einzelnen Kolloid in erster
Ordnung in u aufgetreten. Dort war die Dichte in erster Ordnung allerdings nur durch
Py (cos 6) gegeben, im Fall zweier Kolloide besteht die Losung auch in dieser Ordnung
schon aus einer Reihe in Kugelflichenfunktionen.

Test der Konvergenz der Entwicklung in Kugelflachenfunktionen fiir d — 0

Ich werde die Abhéingigkeit des ersten Koeffizienten C] von der Ordnung N untersuchen.
Wichtig ist, ab welcher Ordnung N sich dieser Koeffizient nur noch schwach mit N
dndert. In Abbildung 9.3 ist die Konvergenz von C] fiir verschiedene juq illustriert. Sie
wird fiir g — 0, das heifit d — 0, sehr schlecht. Fiir ug > 0.5 weicht C{ fiir N = 10
kaum mehr von dem Wert fiir ausreichendes N ab. Dies ist fiir die mit AUTO 2000
berechneten Losungen von Bedeutung, da ich dort nur bis zur Ordnung N = 10 gehen
kann. Dies ist also fiir gg > 0.5 zumindest fiir kleine u ausreichend.
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Abbildung 9.3: Der Koeffizient C] in Abhingigkeit der Ordnung N fiir verschiedene fig.
Der Abstand d wurde mit (??) berechnet.

Kontaktdichte bei ¢ =0

In Abbildung 9.4 ist die Kontaktdichte (p — 1)/u in der zz-Ebene auf einem der beiden
Kolloide als Funktion von 6 fiir verschiedene Absténde aufgetragen. Der Winkel 6 ist in
Abbildung 9.2 definiert. Es ist nur der vordere Halbkreis aufgetragen, da die Funktion
antisymmetrisch beziiglich § = 7/2 ist. Die gezeigten Funktionen koénnen als ,exakt®
angesehen werden, da stets eine eine ausreichend hohe Ordnung N gewéhlt wurde. Fiir
d = 2.01 ist dies N = 200. Die Dichte auf der dem anderen Kolloid zugewandten Seite
steigt mit sinkendem Abstand an.

Kraft auf die Kolloide

In erster Ordnung in u gibt es keine Kraft zwischen den Kolloiden. In Abschnitt 9.1.1
ist gezeigt, dass nur die Koeffizienten mit m = 0 zur Kraft in z-Richtung beitragen.
Diese sind aber in erster Ordnung in u alle Null. Die Losung ist wie bereits erwihnt
antisymmetrisch beziiglich z = 0. Fiir > 0 ist die Dichte zwischen den Kolloiden erhoht,
fiir < 0 aber um denselben Betrag erniedrigt. Die Beitrige zur Kraft in z-Richtung
heben sich also gegenseitig auf, siche Abbildung 9.5. Die Kraft in z-Richtung, also die
Reibungskraft auf eines der beiden Kolloide ist jedoch verschieden von derjenigen auf ein
einzelnes Kolloid. Diese habe ich gemafi Abschnitt 9.1.1 berechnet. In Abbildung 9.6 ist
diese zusammen mit der Superpositionsniherung als Funktion des Abstands aufgetragen.
Sie nimmt mit abnehmendem Abstand zu. Den Fall d < 2, bei dem sich die verbotenen
Zonen iiberlappen, kann man mit bisphérischen Koordinaten nicht berechnen. Die Kraft
ist aber in diesem Bereich definiert, wird bei einem bestimmten Abstand 0 < d < 2 ein
Maximum haben und fiir d — 0 gegen die Hélfte des Wertes eines einzelnen Kolloids
gehen, weil die Kolloide fiir d = 0 aufeinander liegen. d kann in einem realen System
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Abbildung 9.4: Kontaktdichte fiir verschiedene Abstéande d. Der Graph fiir d = oo wurde
der Rechnung fiir ein einzelnes Kolloid entnommen.

natiirlich nicht kleiner als der doppelte Kolloidradius werden.
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Abbildung 9.5: Dichteverteilung p — 1 in erster Ordnung in u. Sie ist antisymmetrisch in
z. Deshalb gibt es keine Kraft zwischen den Kolloiden.

o

I
bisphérisch ¢
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Abbildung 9.6: Reibungskraft auf eines der beiden Kolloide in erster Ordnung in u. Die
durchgezogene Linie unterhalb von |F,|/u = 2.1 ist der Grenzwert fiir
d — o0, der der Rechnung fiir ein einzelnes Kolloid entnommen wurde.
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9.2.4 Losung mit AUTO 2000

Erstellung des Gleichungssystems

Die Funktion D wird wie in (9.10) in Kugelflichenfunktionen entwickelt,

00 l

D(p,m,¢) = Y A" (1) P"(cosn) cos m . (9.35)

=0 m=0

Wie schon erwéhnt tritt aufgrund der Symmetrie in ¢ kein Term sin m¢ auf und die Sum-
mation liuft nur iiber positive m. Wenn ich diese Entwicklung in (9.22) einsetze, kann
ich wieder durch Projektion auf die Kugelflichenfunktionen ein System gewo6hnlicher
Differentialgleichungen fiir die A]"(j) herleiten. Dieses ist numerisch 16sbar, wenn die
Entwicklung bei [ = N abgeschnitten wird. Die Erstellung der Gleichungen habe ich
hier mithilfe eines Mathematica-Programmes durchgefiihrt, das mir die Gleichungen fer-
tig ausgibt. Das hat folgende Vorteile:

e Die Auflésung der Gleichungen nach den zweiten Ableitungen (A]")" (1) kostet von
Hand unnétig Zeit und ist auch gar nicht moglich, da die Terme sehr unhandlich
werden.

e Ich kann mit kleinen Modifikationen des Programms schnell die Gleichungen fiir
andere Fille, zum Beispiel fiir zwei Kolloide hintereinander bekommen.

Das Programm berechnet dabei die Gleichungen mithilfe der Projektionsintegrale. Im
folgenden ist die Gleichung mit Label [* aufgeschrieben. Dabei sind die Argumente von
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P/™(cosn) und A" (u) aus Platzgriinden weggelassen,

s
—(A?,H'l)' sinh /dn sin® n P" Pl’,""'1

0
7r

—(1+ 6ma) (A1) sinhp /dn sin®n P P
0

o

I'=0

™

ap?]nJrl
+ A /dn sinn(cosh p cosny — 1) P/ ——L
0 o
[ 8Pm_1
+ (1 4 Gm1) A /dn sinn(cosh u cosn — 1) P 8”
; n
™
1
~3 A?”l cosh /dn sin® n P™ P[,“H
0
™
1 _ . _
~3 (1 +0m,1) A L cosh p /dn sin® n P™ P !
0
™
+(m + 1) AjpH /dn(cosh,u — cosn) P Pt (9.36)

0
T

—(m+1) (14 8pma) A /dn(cosh,u —cosn) P P!

0
1 ™
+ [( R <l(l +1)+ Z) ?1] /dn sinn(cosh p — cosn)* P" Pﬁn} =0.
0
Die Normierung der Projektionsintegrale, % Eilzg:, ist fiir alle Terme identisch und

deshalb weggelassen worden. Der Faktor % vor au kommt von (7.38)

cos ¢ cosme = % {cos[(m + 1)¢] + cos[(m — 1)¢]},

er fillt jedoch weg fiir die Terme mit m — 1, falls m — 1 = 0 ist. Dies ist in Abschnitt
7.1.4 erlautert. Deshalb steht (140, 1) vor diesen Termen. Da in der Reihenentwicklung
(9.35) nur iiber positive m summiert wird, werden in (9.36) fiir m = 0 die Terme mit
m — 1 weggelassen.

Die Integrale in (9.36) konnen von Mathematica analytisch gelost werden. Die so
erstellten Gleichungen 16st Mathematica dann nach den (A]")" auf. Die aufgelosten Glei-
chungen sind sehr komplex. Fiir N > 10 enthalten sie zu viele Terme fiir Mathematica,
weshalb N = 10 die maximal erreichte Ordnung ist. Das entspricht 66 Gleichungen.
Analog wird mit den Randbedingungen bei 4 = pg und g = 0 verfahren.
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Abbildung 9.7: Die Entwicklungskoeffizienten Aj"(u) fiir u = 0.025 und d = 3.09. Die
Symbole sind die numerischen Lisungen, die beiden durchgezogenen Li-
nien sind die Losungen in erster Ordnung in u fiir A}l beziehungsweise
AL

Lésung der Gleichungen

Die mit Mathematica erstellten Gleichungen habe ich mit AUTO 2000 gelost. Ich habe
itberpriift, dass fiir grofien Abstand d die Losungen in der Néihe der Kolloide gegen die
in der Néihe eines einzelnes Kolloid konvergieren. In diesem Grenzfall beeinflussen sich
die beiden Kolloide nicht mehr gegenseitig. Nach der Konvergenzanalyse aus Abschnitt
9.2.3 sind die Ansatzfunktionen mit N = 10 fiir pug > 0.5, d > 2.26 zumindest fiir
kleine u ausreichend. Fiir kleinere Abstéinde werden die Ergebnisse ungenau und man
miisste in hoherer Ordnung N entwickeln. Dies ist bei der Betrachtung der im folgenden
beschriebenen Abbildungen zu beachten.

Test der Entwicklung um u =0

In Abbildung 9.7 sind die numerischen Ergebnisse mit denen aus der Entwicklung um
u = 0 verglichen. Man sieht, dass fiir u < 1 die A](n) dominieren. Thr funktionaler
Verlauf ist gut durch die Lésung in erster Ordnung in u gegeben.

Konturplot

Abbildung 9.8 zeigt einen Konturplot der Dichteverteilung zweier nebeneinander beweg-
ter Kolloide fiir u = 1 und d = 3.09. Die Dichte zwischen den Kolloiden ist erhoht.
Daraus ergibt sich eine abstoflende Kraft zwischen den Kolloiden.
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9.2 Zwei gleiche Kolloide nebeneinander

Abbildung 9.8: Dichteverteilung in der Niahe zweier Kolloide, die nebeneinander durch
eine Polymerlésung bewegt werden fiir . = 1 und d = 3.09. Die Kontur-
linien gehen von 0.7 bis 1.5 mit Schrittweite 0.1.

Dichte zwischen den Kolloiden

Wird der Abstand der beiden Kolloide verkleinert, so erhoht sich die Dichte auf der
Verbindungsachse der Kolloide. In erster Ordnung in u ist sie dort gleich der Ruhedichte.
In Abbildung 9.9 ist diese Dichte fiir d = 3.09 zusammen mit der Superpositionsnédherung
und der Losung fiir ein einzelnes Kolloid aufgetragen.

Die Kontaktdichten bei § = —7/2, ¢ = 0 (entspricht dem Punkt B in Abbildung 9.8)
und bei 0 = /2, $ = 0 (entspricht dem Punkt C') sind im Vergleich in Abbildung 9.10
fiir u = 1 als Funktion von d gezeigt. Man sieht, dass die Dichte auf der zugewandten
Seite stidrker anwichst. Dieser Unterschied ist Ursprung der Kraft zwischen den beiden
Kolloiden. Fiir kleine Absténde unterschitzt die Superpositionsniherung die Dichte auf
der Kolloid-Oberfliche systematisch.

Kraft zwischen den Kolloiden

In Abbildung 9.11 ist die Kraft zwischen den Kolloiden fiir d = 3.09 als Funktion von
u aufgetragen. Sie ist abstoflend. Den Verlauf kann man erkliren, wenn man sich das
Dichteprofil eines einzelnen Kolloids in Erinnerung ruft. Die Dichte an der Seite des
Kolloids steigt mit u an, aber die Breite des Bereichs erhohter Dichte neben dem Kolloid
nimmt mit v ab. Im Grenzwert u — oo ist der Bereich unendlich diinn, die Reichweite
der abstofienden Kraft geht gegen Null. Die abstofiende Kraft liegt fiir u = 1 bei |F,| =
0.09. Die Kraft senkrecht dazu, in Richtung des Flusses ist fiir u = 1 etwa |Fy| = 2.2,
siehe Abbildung 9.6. Die abstoflende Kraft zwischen den beiden Kolloiden ist fiir diesen
Abstand und diese Geschwindigkeit also im Bereich von 4 % der Reibungskraft.

Die Entwicklung um u = 0 hat gezeigt, dass in erster Ordnung in u die Kraft zwischen
den Kolloiden verschwindet. Sie beginnt also mit Ableitung Null bei u = 0. Dies ist in
Abbildung 9.12 zu sehen.
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1.15 ‘ ‘ ‘ |
1.14 b .
2 T Siutatetete |
= 112 - .

1.11 bisphérisch ——
Superposition ------
L1 einzelnes Kolloid ---------

I

Hr\

N

s 1.09 = |
1.08 b |
1.07 |

1.06 L | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

Z

Kolloid

Abbildung 9.9: Dichte zwischen den Kolloiden entlang des Schnitts AB in Abbildung
9.8 fiir u = 1 und d = 3.09. Aufgetragen ist nur die rechte Seite, die
Dichte ist symmetrisch beziiglich z = 0. Der Abstand der Oberflichen
der verbotenen Zonen betrigt 1.09.

In Abbildung 9.13 ist die Kraft zwischen den Kolloiden als Funktion des Abstands
d aufgetragen. Sie nimmt mit abnehmendem Abstand zu. Die Superpositionsnédherung
unterschétzt die Kraft insbesondere bei kleinen Abstéinden deutlich.
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1.4 > ‘ \ ‘
zugewandte Seite (B) bisphirisch o
1.35 b zugewandte Seite (B) Superposition --------- |
abgewandte Seite (C') bisphédrisch o
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Abbildung 9.10:

0.2

Die Kontaktdichten bei den Punkten entsprechend B und C' in Abbil-
dung 9.8 als Funktion von d fiir u = 1. Die durchgezogene Linie unter-
halb von p = 1.1 ist der Wert fiir d — oo, der wieder der Rechnung fiir
ein einzelnes Kolloid entnommen wurde.

0.18 |-
0.16 |-
0.14
0.12
0.1
0.08 |-
0.06
0.04
0.02

||

0 &

Abbildung 9.11:

Kraft zwischen den Kolloiden fiir d = 3.09 als Funktion von wu. Sie ist
abstoflend. Sie hat ein Maximum bei u ~ 3 und geht gegen Null fiir
U — 00.
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0.0016 |

I
numerisch ¢ p
0.0014 + Fit oc u? ———--- e

0.0012 7 _
0.001 e —
0.0008 - / -

||

0.0006 ~ e —
0.0004 + o —
0.0002 -7 —

Abbildung 9.12: Ausschnitt der Kraft fiir kleine Geschwindigkeiten. Sie hat in diesem
Bereich eine quadratische Abhingigkeit von u.
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Abbildung 9.13: Kraft zwischen den Kolloiden fiir u = 1 als Funktion des Abstands.
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9.3 Zwei gleiche Kolloide hintereinander

@¢

A4

¢

Abbildung 9.14: Zwei Kolloide bewegen sich hintereinander durch eine Polymerlésung.
Die Definition der Winkel 6; und 6, wird fiir die Abbildungen der Kon-
taktdichte in Abschnitt 9.3.2 benotigt.

9.3 Zwei gleiche Kolloide hintereinander

Hier werde ich den Fall untersuchen, in dem zwei gleiche Kolloide mit konstanter Ge-
schwindigkeit hintereinander durch eine Polymerlésung bewegt werden, siehe Abbildung
9.14. Ich werde wieder den Einfluss der Kolloide auf das Stromungsfeld vernachlissigen,
dies ist am Anfang von Abschnitt 9.2 diskutiert. Die Vorgehensweise ist analog zu Ab-
schnitt 9.2. Ich werde wieder eine Entwicklung um u = 0 durchfithren und das Problem
mit AUTO 2000 16sen. Die beiden Methoden haben dieselben Vor- und Nachteile wie in
Abschnitt 9.2.

Das Stromungsfeld ist parallel zur Verbindungsachse der Kolloide, ist also gegeben
durch

u=—ué,. (9.37)

9.3.1 Transformation der Gleichungen in bisphdrische Koordinaten
Die Gleichung fiir die stationére Dichte ist

p
0z

Dieses Problem ist rotationssymmetrisch in ¢, deshalb ist die Dichte p unabhéngig von
¢. Mit (9.4), (9.5), (9.8), (9.9), (9.20 mit z ersetzt durch z) und k = cosh 1 — cos n wird
(9.38) nach Multiplikation mit a?/k/? zu

u—+Ap=0. (9.38)

oD 1 oD
au | (1 —coshp cosn) =— — = sinhp cosn D — sinh y sinn —
o 2 on

0’D 1 0 oD 1
2 . : _ = —
+k [—8u2 + S 91 (smn o > 4D} 0. (9.39)
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9 Zwei gleiche Kolloide im Strémungsfeld

Die Randbedingung auf den beiden verbotenen Zonen ist

=0. (9.40)

1 1 oD
au |(1 — coshpu cos D+ — + — k sinh D+k2—}
{ou (0= costiscosm) (D 2 ) [+ Ssnbn D 1

w==%po
9.3.2 Entwicklung um v =0
Wieder entwickle ich die Funktion D um u = 0,
D(p,n;u) = Do+ uDi(p,m) + ... . (9.41)

Wie im Falle der nebeneinander bewegten Kolloide muss Dy = 0 sein. Die erste Ordnung
ist ebenfalls analog. Ich muss wieder

AD; =0 (9.42)

l6sen. Die allgemeine Losung ist analog zu Abschnitt 9.2.3, wobei hier aufgrund der
Zylindersymmetrie die Kugelflichenfunktionen zu den Legendre-Polynomen werden,

=5~ forem [ (12)] e (10 D)ol P, 039

=0
Die Randbedingung (9.40) lautet in dieser Ordnung

1
[(1—coshu cosn)%-l-gk sinhp Dy + k =0. (9.44)

H==%po

Fiir die Losung dieser Gleichung sind Symmetrieiiberlegungen hilfreich. Dy = f(u) +
fa(p) besteht aus einem symmetrischen und einem antisymmetrischen Teil. Fiir symme-
trische beziehungsweise antisymmetrische Funktionen fg(u) und f,(u) gilt

fs(u) = fs(=n),

afs(:u) — _afs(_u)

o on

fa(p) = —fal=p),

Ofalp) _ Ofa(=p)

G = o (9.45)

Wenn ich diese Regeln benutze, bekommt (9.44) die folgende Form, da k symmetrisch
ist:

p=rtpo: A+ B [fs(ko) + falmo)] + C [fi(po) + fa(po)] =0,

p=—po: A+ B[=fs(uo) + falko)] + C [=filko) + fo(po)] =0. (9.46)
Mit A = (1 — cosh g cosn) \/ﬁ, B = 1 k(po) sinh g und C = k*(pug). Wenn ich die

beiden Gleichungen substrahiere, bekomme ich

B fs(10) + C fy(1o) = 0. (9.47)

Diese Bedingung kénnen die Terme mit cosh [(l + %) u] nicht erfiillen, da B und C sowie
auch cosh [(l + %) ,uo] und die Ableitung nach pu stets positiv sind fiir pg > 0. Es miissen
also alle €} = 0 sein und nur die S; sind von Null verschieden. Fiir diese kann ich wieder
ein lineares Gleichungssystem aufstellen, das numerisch schnell 16sbar ist.
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0.6

0.4

0.2

(p—1)/u

-0.2

von unten nach oben:
04 | d=00;3.09;2.51;2.26;2.09; 2.01

-0.6 ‘ | |
0 1/4 1/2 3/4 1

91/7‘(’

Abbildung 9.15: Kontaktdichte auf dem vorderen Kolloid. Der Winkel 6; ist in Abbil-
dung 9.14 definiert. Die Losung fiir d = oc ist der Rechnung fiir ein
einzelnes Kolloid entnommen.

Kontaktdichte

In Abbildung 9.15 und 9.16 sind die Kontaktdichten auf den Kolloiden als Funktion von
01 beziehungsweise 0y aufgetragen. Die Funktionen gehen fiir grofie Abstéinde d gegen
die Losung fiir ein einzelnes Kolloid. Je kleiner d, desto grofier der Einfluss der Kolloide
aufeinander.

Kraft auf die Kolloide

In diesem Fall gibt es aufgrund der Zylindersymmetrie nur Krifte in z-Richtung, also in
Bewegungsrichtung der Kolloide. In erster Ordnung in u ist die Losung antisymmetrisch

n i,
p(p) =1 =—[p(—p) —1]. (9.48)

Dies ist in Abbildung 9.17 illustriert. Unterdruck hinter dem Kolloid hat die gleiche
Reibungskraft zur Folge wie Uberdruck vor dem Kolloid. Deshalb ist die Reibungskraft
beider Kolloide identisch. Sie ist jedoch kleiner als diejenige auf ein einzelnes Kolloid.
Der Grund ist, dass das vordere Kolloid vom Anstau vor dem hinteren geschoben wird.
Andererseits schirmt das vordere das hintere Kolloid ab. In Abbildung 9.18 ist die Rei-
bungskraft der Kolloide als Funktion des Abstands d aufgetragen. Sie nimmt mit d zu
und geht fiir d — oo gegen den Wert fiir ein einzelnes Kolloid. Die Kraft ist nicht wie
die vorangegangenen Graphen auf « normiert, da die Differenz der Krifte auf die bei-
den Kolloide in der Superpositionsndherung von « abhingt, obwohl als Losung fiir die
einzelnen Kolloide die erste Ordnung in u benutzt wurde.
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0.6
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von oben nach unten:
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Abbildung 9.16: Kontaktdichte auf dem hinteren Kolloid. Der Winkel 65 ist in Abbildung
9.14 definiert. Die Losung fiir d = oo ist der Rechnung fiir ein einzelnes
Kolloid entnommen.

Abbildung 9.17: Dichteverteilung in erster Ordnung in u. Die Funktion p — 1 ist anti-
symmetrisch beziiglich der Ebene zwischen den Kolloiden.

108



9.3 Zwei gleiche Kolloide hintereinander
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Abbildung 9.18: Kraft auf die beiden Kolloide fiir u = 0.025. Sie ist identisch fiir beide
Kolloide. Fiir die Superpositionsndherung habe ich die Entwicklung in
erster Ordnung in u aus Abschnitt 4.1.1 benutzt. Obwohl die Loésung fiir
ein einzelnes Kolloid antisymmetrisch beziiglich vorne und hinten ist,
ist die Superposition zweier Kolloide dies nicht mehr. Deshalb gibt es
auch in erster Ordnung in u verschiedene Kréfte auf die beiden Kolloide.
Die Linie oberhalb von |F,| = 0.052 ist der Grenzwert fiir d — oo, der
der Rechnung fiir ein einzelnes Kolloid entnommen wurde.
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Abbildung 9.19: Entwicklungskoeffizienten von D fiir u = 0.025. Die Symbole sind nume-
rische Ergebnisse, die durchgezogenen Linien sind aus der Entwicklung
um u = 0.

9.3.3 Losung mit AUTO 2000

Aufgrund der Zylindersymmetrie entwickle ich D in Legendre-Polynome,

oo

D(u.n) =Y Ai(n) Pi(cosn). (9.49)
=0

Diesen Ansatz setze ich in (9.39) ein und fithre die Projektionen auf die P;(cosn) ana-
log zum Falle der nebeneinander bewegten Kolloide durch. Das ergibt wieder N + 1
gewohnliche Differentialgleichungen fiir die A;(i), wenn ich die Entwicklung bei | = N
abschneide. Hier konnte ich die Gleichungen mit Mathematica bis zur Ordnung N = 12
erstellen. Die Berechnung des Dichtefeldes ist deshalb nur fiir pyg > 0.5, d > 2.26 moglich.

Test der Entwicklung um u =0

In Abbildung 9.19 sind die A;(p) fiir u = 0.025 aufgetragen. Man sieht gute Uberein-
stimmung zwischen den numerischen Ergebnissen und denen aus der Entwicklung um
u=0.

Konturplot

In Abbildung 9.20 ist die Dichteverteilung in der Nihe der Kolloide fiir v = 1 und
d = 3.09 gezeigt. Der Anstau vor dem zweiten Kolloid ist deutlich erniedrigt. Dagegen
ist die Dichte hinter dem zweiten deutlich geringer als hinter dem ersten. Der Anstau
vor dem zweiten Kolloid verringert die Verarmung hinter dem ersten.
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9.3 Zwei gleiche Kolloide hintereinander

Abbildung 9.20: Dichteverteilung zweier hintereinander bewegter Kolloide fiir u = 1 und
d = 3.1. Die Konturlinien gehen von 0.7 bis 1.5 mit Schrittweite 0.1.

Kraft auf die Kolloide

Die Reibungskraft auf die beiden Kolloide fiir u = 1 ist in Abbildung 9.21 in Abhéngigkeit
des Abstands d aufgetragen. Fiir diese Geschwindigkeit ist die Reibungskraft auf das
vordere Kolloid gréfler als diejenige auf das hintere. Die Kraft auf das vordere Kolloid
scheint fiir d < 2.5 nicht mehr abzunehmen. Fiir den letzten gezeigten Punkt (d = 2.26)
weicht in der ersten Ordnung in v in Abschnitt 9.3.2 die Kraft fir N = 12 um 0.8 %
von derjenigen mit ausreichender Ordnung N ab. Deshalb ist dieser Punkt noch recht
genau. Die Frage, ob die Kraft auf das vordere Kolloid ein Minimum hat und fiir d — 2
wieder ansteigt, kann in dieser Ordnung nicht beantwortet werden.

Die Reibungskraft fiir d = 3.09 in Abhéngigkeit der Geschwindigkeit ist in Abbildung
9.22 aufgetragen. Der Unterschied zwischen den Kriften auf die beiden Kolloide ist dabei
fiir kleine u quadratisch in u. Siehe Abbildung 9.23.

In Abbildung 9.24 ist die Dichte fiir u — oo skizziert. In diesem Grenzfall geht die
Kraft auf das zweite Kolloid gegen Null, die auf das erste geht gegen die auf ein einzelnes
Kolloid. Der Grund ist, dass der Bereich hinter dem ersten Kolloid frei von Polymeren
ist, das hintere Kolloid also in reinem Losungsmittel schwimmt. Da das hintere Kolloid
keinen Anstau verursacht und dieser unendlich diinn wére, schiebt es das vordere nicht
an.
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Abbildung 9.21: Kraft auf die beiden Kolloide als Funktion von d fiir v = 1. Die Linie
unterhalb von |F,| = 2 ist der Grenzwert fiir d — oo, der der Rechnung
fiir ein einzelnes Kolloid entnommen wurde.

14 | |
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Abbildung 9.22: Kraft auf die beiden Kolloide im Vergleich zu derjenigen auf ein einzel-
nes Kolloid fiir d = 3.09. Die Kraft auf das vordere Kolloid ist kleiner
als diejenige auf ein einzelnes. Wie im Text und in Abbildung 9.24 dis-
kutiert ist, geht die untere Kurve fiir u — oo gegen Null, die mittlere
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9.3 Zwei gleiche Kolloide hintereinander

[
Kraftdifferenz = o
Fit oc u?

Abbildung 9.23: Differenz der Krifte auf die beiden Kolloide fiir kleine v und d = 3.09.
Man sieht die quadratische Abhingigkeit von u.

) (]

_>

D verbotene Zon

D p=1
. p= unendlich
D p=0

Abbildung 9.24: Skizze der Dichteverteilung in der Niahe der Kolloide im Grenzfall u —
00. Die Kontaktdichte auf dem hinteren Kolloid ist Null bis auf den
Grofikreis mit #y = 7/2. Die Dichte dort tragt jedoch zur Kraft nicht

bei.
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Abbildung 9.25: Zwei Kolloide werden mit konstantem Abstand im Winkel a durch eine
Polymerlésung bewegt.

9.4 Zwei gleiche Kolloide in beliebigem Winkel

Hier mochte den Fall untersuchen, in dem die Verbindungsachse der Kolloide einen be-
liebigen Winkel o mit dem Stromungsfeld einnimmt, siehe Abbildung 9.25. Dabei werde
ich keine neuen Rechnungen durchfithren sondern werde nur zeigen, dass die Losung
dieses Problems nur in erster Ordnung in u durch eine Superposition der Losungen fiir
a = 0% und o = 90° gegeben ist.

Das Stromungsfeld ist gegeben durch

u=—u(é, cosa+é,sina). (9.50)
Die angepasste Superposition wire also
pPS = Py COSQ + py Sina. (9.51)

Wobei p; mit ¢ = z, 2 die Losung fiir das Stromungsfeld u = —u é; ist.
Der Ansatz (9.51) und der Ausdruck (9.50) fiir u eingesetzt in die bekannte Diffe-
rentialgleichung fiir die stationédre Dichte und die Randbedingung ergibt

—u-Vps+Aps = 0, (9.52)
€ (—ups + Vps)ll,_,, = 0. (9.53)

Man stellt fest, dass in (9.52)

_l’_

dp.  Op:
ox 0x

4 sin o cos « (
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iibrig bleibt. In (9.53) bleibt der Term

usina cosa [6y - (€ pz + €2 pa)l| 0

stehen. Damit erfiillt der Ansatz (9.51) die Gleichungen fiir beliebiges « nicht. Man muss
also fiir jeden Winkel « eine neue Rechnung durchfiithren. In erster Ordnung in « muss
man dies jedoch nicht. In diesem Fall ist der Ansatz

ps =1+upg; +O0W?) =1+u(py cosa+ pyy sina) + O(u?). (9.54)

Dabei erfiillt 1 + u p;; die Gleichungen in erster Ordnung in u fiir v = —ué;. In erster
Ordnung in u wird die Differentialgleichung wie schon oft gesehen zur Laplace-Gleichung.
Diese wird von den p;; per Definition erfiillt. Die Randbedingung bei p = pg wird zu

[éu (—ufu+ Vpsl)} ‘u=uo

= cos « [éu (e + Vp“)} ‘ +sina [éu - (ex + me)} ‘ =0. (9.55)

M=o HU=Ho

Die beiden Terme in (9.55) sind einzeln gleich Null, so sind die p;; definiert. In erster
Ordnung in v gilt also fiir zwei Kolloide unter dem Winkel o,

pa =1+u(ps cosa+ py sina). (9.56)

Dabei ist p,; die Dichte in erster Ordnung in u fiir zwei hintereinander bewegte Kolloide
und p,; diejenige fiir zwei nebeneinander bewegte Kolloide. Die Krifte auf die Kolloide
werden dabei entsprechend superpositioniert. Man erhélt also in erster Ordnung wieder
keine Krifte zwischen den Kolloiden.

Die Gesamtkraft auf die Kolloide ist allerdings nicht parallel zu u. Der Grund ist,
dass wie in den jeweiligen Kapiteln gezeigt, die Reibungskraft zweier nebeneinander be-
wegter Kolloide erhoht ist wihrend diejenige zweier hintereinander bewegter Kolloide
erniedrigt ist.

Der obige Beweis fiir die Giiltigkeit dieser Superpositionslésung in erster Ordnung in
u gilt natiirlich fiir die Superposition beliebiger Flussfelder. So kann man zum Beispiel die
Dichte fiir den Scherfluss aus Kapitel 7 mit derjenigen des geradlinig bewegten Kolloids
aus Kapitel 4 superpositionieren.

0.5 Zwei Kolloide unterschiedlicher GroBe

Wenn die beiden Kolloide unterschiedliche Gréfie haben, so sind die Randbedingungen
nicht mehr bei +ug, sondern bei yg > 0 und p; < 0. Die obigen Losungsmethoden
funktionieren analog.

0.6 Ein Kolloid in der Nahe einer Wand

Wenn eine der beiden Kugeln in bisphérischen Koordinaten unendlich grof} ist, entspricht
sie einer Ebene bei z = 0. Wenn diese Ebene die Oberfliche der verbotenen Zone einer
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Wand ist, sind die Randbedingungen dieselben wie fiir zwei Kolloide, die nebeneinander
bewegt werden, siehe Abschnitt 9.2. Die Stromungsfelder konnen jedoch verschieden sein,
hier muss man zwei Félle unterscheiden:

1. Das Kolloid wird an der Wand entlang gezogen. In der Ndherung, in der das Kolloid
das Stromungsfeld nicht beeinflusst, ruht das Losungsmittel im Bezug zur Wand.
In diesem Fall ist das Stromungsfeld und damit auch die Lésung und die absto-
Bende Kraft identisch zu den Losungen der nebeneinander gezogenen Kolloide in
Abschnitt 9.2.

2. Kolloid und Wand ruhen, das Losungsmittel stromt vorbei. In diesem Fall ist der
ungestorte Fluss ein Scherfluss. Diesen Fall muss man neu berechnen.

Im reinen Loésungsmittel verschwinden die Kréfte zwischen Kolloid und Wand aufgrund
der Zeitreversibilitit der Stokes-Gleichung.
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10 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde die Dichteverteilung von Polymeren in stark verdiinnter Losung in
der Néhe getriebener Kolloide untersucht und die aus inhomogenen Dichteverteilungen
folgenden Krifte berechnet.

Fiir ein einzelnes Kolloid ist die Reibungskraft durch Polymere nahezu linear in
der Geschwindigkeit des Kolloids. Thre Stirke hiingt vom Groéfenverhéltnis der betei-
ligten Teilchen ab, diese Abhingigkeit kommt aus dem Einfluss des Kolloids auf den
Stromungsfluss des Losungsmittels. Die makroskopische Viskositit einer Polymerldsung
ist grofer als diejenige des reinen Losungsmittels. Die im mikroskopischen Modell be-
rechnete Gesamtkraft auf das Kolloid, also die Summe aus der Stokes-Kraft des reinen
Loésungsmittels und der Polymerkraft, ist fiir die in Experimenten verwendeten Para-
meter kleiner als die Stokes-Kraft in einer homogenen Fliissigkeit derselben Viskositiit.
Die Mobilitét des Kolloids ist nach den Rechnungen in dieser Arbeit also groer als man
naiv erwarten wiirde. Experimentelle Messungen der Diffusionskonstante eines Kolloids
in einer Polymerlosung bestétigen dies: Die Diffusivitit des Kolloids ist gréfler als man
aufgrund der Viskositdt der Losung erwarten wiirde und stimmt im Bereich kleiner Po-
lymerdichten gut mit den Vorhersagen aus dieser Arbeit iiberein. In den momentan an
der Universitéit Leipzig durchgefiithrten Messungen der Reibungskraft auf ein Kolloid in
einer Polymerlosung ist diese Kraft grofler als die Stokes-Kraft mit Viskositét der Poly-
merlosung, also ebenfalls grofier als die Vorhersagen dieser Arbeit. Die Messungen geben
jedoch Hoffnung auf eine bessere Ubereinstimmung bei kleinen Polymerdichten, dort ist
die experimentelle Auflsung allerdings noch nicht hoch genug. In jedem Fall zeigt die
Polymerlésung auf der Grofienskala des Kolloids deutlich andere Eigenschaften als eine
homogene Fliissigkeit derselben Viskositéit. Ein mikroskopisches Modell wie das in dieser
Arbeit verwendete ist also fiir die Beschreibung notig.

Die Zeitentwicklung der Reibungskraft fiir ein instantan beschleunigtes Kolloid wurde
fiir kleine Geschwindigkeiten berechnet. Der Maximalwert der Kraft wird algebraisch
erreicht, weshalb keine charakteristische Zeitskala angegeben werden kann.

Fiir ein Kolloid im Scherfluss ist die Polymerdichteverteilung punktsymmetrisch
beziiglich des Kolloidmittelpunktes. Deshalb treten keine Kréfte auf das Kolloid auf.

Bei zwei Kolloiden, die mit konstantem Abstand durch die Losung bewegt werden,
treten in erster Ordnung in der Geschwindigkeit der Kolloide dhnliche Symmetrien in
der Dichteverteilung auf wie im Stokes-Stromungsfeld. Deshalb gibt es in dieser Ord-
nung auch mit Polymeren keine Wechselwirkungskréfte. Dies dndert sich bei héheren
Geschwindigkeiten, bei denen aber immer noch die Stokes-Gleichung gilt. Dort erfahren
nebeneinander bewegte Kolloide eine abstolende Polymerkraft. Ebenso gilt dies fiir ein
Kolloid, das an einer Wand entlang bewegt wird. Ein Kolloid, das hinter einem anderen
bewegt wird, erfihrt eine reduzierte Reibungskraft, fiir Kolloide in einer Polymerlésung
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10 Zusammentassung und Ausblick

lohnt sich also das Windschattenfahren. Im Gegensatz zu diesem erfihrt das vordere Kol-
loid ebenfalls eine reduzierte Reibungskraft, da es vom hinteren geschoben wird. Diese
ist fiir grofle Geschwindigkeiten jedoch grofler als die Reibungskraft des hinteren. Ei-
ne Gruppe sedimentierender Kolloide verkleinert im Laufe der Sedimentation also seine
Ausdehnung in Bewegungsrichtung, vergréfiert aber die Ausdehnung senkrecht zu dieser
Richtung. Des weiteren wird gezeigt, dass in erster Ordnung in der Geschwindigkeit das
Dichtefeld in der Nihe zweier in beliebigem Winkel angestromten Kolloide durch eine
Superposition der Dichtefelder fiir nebeneinander und hintereinander bewegte Kolloide
gegeben ist. Die mit der Superpositionsniherung berechneten Kréfte weichen bis zu 50
% von den in bisphirischen Koordinaten berechneten ab. Die Abweichung nimmt mit
sinkendem Kolloidabstand zu.

Um die Experimente auch bei grofieren Polymerdichten beschreiben zu kénnen, ist ei-
ne Verfeinerung des Modells notwendig. Fiir gréflere Dichten kénnen die Wechselwirkun-
gen der Polymere nicht mehr vernachléssigt werden. Ein Konzept fiir die Berticksichtigung
dieser Wechselwirkungen ist durch die Dynamische Dichtefunktionaltheorie gegeben [12].
Die Einbindung der Riickkopplungen der Polymere auf das Stromungsfeld des Losungs-
mittels ist mit dieser allerdings noch nicht moglich.

Im Rahmen des in dieser Arbeit verwendeten Modells gibt es im Bereich zweier Kol-
loide noch viele interessante Szenarien, zum Beispiel Kolloide unterschiedlicher Grofle.
Auflerdem verspricht das Studium zweier Kolloide mit iiberlappenden verbotenen Zonen
neue Ergebnisse beziiglich der Verarmungskréfte im Nichtgleichgewicht.
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