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1 EinleitungViele Fl�ussigkeiten, denen wir im Alltag begegnen, sind Suspensionen, f�ur uns sind sieaber kaum als solhe zu erkennen. Zum Beispiel enth�alt unser Blut mesoskopishe Teil-hen, die sehr viel gr�o�er als Wassermolek�ule, f�ur unser Auge aber immer noh viel zuklein sind. Wir k�onnen nur die makroskopishen Eigenshaften des Blutes erfahren, esist dik�ussig. Lassen wir uns in Gedanken auf die Gr�o�e eines roten Blutk�orperhensshrumpfen und treten mit unserem Mini-Unterseeboot durh das Gewimmel von Zellenund N�ahrsto�en eine Reise vom Herz zum kleinen Zehen an, so werden uns die mikro-skopishen Eigenshaften des Blutes sehr shnell bewusst. Es f�ahrt sih einfah niht sogut, wenn st�andig Zellen gegen die Frontsheibe sto�en und unsere Fahrt verlangsamen.Das kostet uns Nerven und vor allem Treibsto�.Dieses Beispiel soll verdeutlihen, dass sih eine Suspension aus der Perspektive zumBeispiel eines Kolloids ganz anders verh�alt, als aus makroskopisher Siht. Deshalb wirdin dieser Arbeit ein mikroskopishes Modell verwendet, um die Kr�afte auf getriebeneKolloide in Polymerl�osungen zu berehnen.Die e�ektive Reibungskraft, die ein Kolloid in einer Polymerl�osung erf�ahrt, ist f�ur vie-le Anwendungen von Bedeutung. Die Sedimentationsgeshwindigkeit oder die Di�usi-vit�at des Kolloids h�angen von dieser Reibung ab. Ob getriebene Kolloide untereinanderoder in der N�ahe einer Wand Wehselwirkungen erfahren, die durh Polymere vermitteltwerden, ist ebenfalls wihtig f�ur den Transport in Mikrokan�alen. Bilden die KolloideAnh�aufungen oder verteilen sie sih? Werden sie von der Wand abgesto�en oder ange-zogen? Diesen Fragen n�ahert sih diese Arbeit von theoretisher Seite. Berehnet wirddabei die Dihteverteilungsfunktion der Polymere. Diese ist in der N�ahe von getriebenenKolloiden im Nihtgleihgewiht. Die inhomogene Dihteverteilung hat einen inhomoge-nen osmotishen Druk der Polymere zur Folge. Dieser inhomogene Druk ist Grund f�urdie Kr�afte der Polymere auf das Kolloid.Das verwendete Modell wurde bereits in [12℄ eingef�uhrt. In dieser Arbeit werdenzus�atzlih die Ein�usse der Hydrodynamik des L�osungsmittels studiert. Au�erdem wer-den experimentell messbare Gr�o�en extrahiert: Die e�ektive Reibungskraft und die Dif-fusionskonstante eines Kolloids in einer Polymerl�osung. Bei der Di�usionskontante zeigtsih im Vergleih von Theorie und Experiment der Einuss der Hydrodynamik als vonessentieller Bedeutung: Sie verkleinert die polymerinduzierte Reibung bei den im Expe-riment verwendeten Gr�o�enverh�altnissen auf bis zu ein Promille des Wertes ohne Hy-drodynamik und bringt die Ergebnisse so auf die rihtige Gr�o�enordnung. Eine direkteMessung der e�ektiven Reibung wird momentan an der Universit�at Leipzig durhgef�uhrt.9



1 EinleitungDie Ergebnisse werden mit theoretishen Vorhersagen dieser Arbeit verglihen.Die Zeitentwiklung der Reibungskraft f�ur ein instantan beshleunigtes Kolloid wirdim Grenzfall kleiner Geshwindigkeiten berehnet. F�ur ein Kolloid im Sheruss wirdebenfalls die station�are Dihteverteilung der Polymere bestimmt.F�ur den Fall zweier Kolloide werden zun�ahst die rein hydrodynamishen Wehsel-wirkungen ohne Polymere diskutiert. Bei laminarer Str�omung vershwinden diese Weh-selwirkungen aufgrund von Symmetrien des Stokes-Str�omungsfeldes. In diesem Szenariohaben m�oglihe polymerinduzierte Wehselwirkungen also keine hydrodynamishe Kon-kurrenz, was ihre Messung erleihtert. Was sieht man, wenn Polymere in der Fl�ussigkeitgel�ost werden? Dieses Problem wird in bisph�arishen Koordinaten studiert und dieL�osungen mit denjenigen aus der Superpositionsn�aherung aus [9℄ verglihen. Der Falleines Kolloids in der N�ahe einer Wand ist eng verwandt mit demjenigen zweier neben-einander bewegter Kolloide. So k�onnen die Ergebnisse teilweise auf diesen Fall �ubertragenwerden.
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2 ModellIn dieser Arbeit werde ih die Dihteverteilung von Polymeren in L�osungen an um-str�omten Kolloidteilhen untersuhen. In dem verwendeten Modell kommen also dreiTeilnehmer vor:1. Das L�osungsmittel, dessen Teilhen (im allgemeinen Wassermolek�ule) viel klei-ner als das Kolloid oder die Polymere sind. Deshalb kann das L�osungsmittel alsKontinuum behandelt werden, das der Stokes-Gleihung gehorht. Das Geshwin-digkeitsfeld v wird vom Kolloid beeinusst, der Einuss der Polymere auf dasStr�omungsfeld wird jedoh vernahl�assigt. Die Stokes-Gleihung lautet [2℄��v = rp ; (2.1)r � v = 0 : (2.2)Dabei ist � die Viskosit�at des L�osungsmittels und p der Druk. Gleihung (2.2) be-shreibt die Inkompressibilit�at des L�osungsmittels. Die Randbedingung an hartenW�anden ist, dass die Geshwindigkeit des L�osungsmittels an der Wand gleih derGeshwindigkeit der Wand ist.2. Das kugelf�ormige, ruhende Kolloid, das vom L�osungsmittel mit den Polymerenumstr�omt wird.3. Die Polymere, die langkettig sind, dass hei�t ihre L�ange ist viel gr�o�er als die Persi-stenzl�ange. Dann formen sie Kn�auel. Diese Kn�auel haben keinen sharfen Rand unddeshalb auh keinen wohlde�nierten Radius. Man f�uhrt daher den Gyrationsradiusvon Polymerkn�aueln ein, der der in Wehselwirkungen mit anderen Teilhen er-kennbare Radius der Polymere ist. Wehselwirkungen der Polymere untereinanderwerden sp�ater vernahl�assigt (ideales Gas). Die Kolloid-Polymer Wehselwirkungwird durh eine Hart-Kugel Wehselwirkung idealisiert. Die Polymere werden vomL�osungsmittel mitgef�uhrt, das L�osungsmittel �ubt dabei die Kraft F =  (vM�vP )auf sie aus.  ist der ReibungskoeÆzient der Polymere, der mit der Di�usionskon-stante verkn�upft ist via  = kBTD . vM ist die Geshwindigkeit des L�osungsmittelsam Mittelpunkt des Polymers, vP ist die des Polymers. Der ReibungskoeÆzient ist gro�, so dass die Polymere einer �uberd�ampften Brownshen Dynamik gehor-hen und von Gebieten hoher Konzentration zu Gebieten niedriger Konzentrationdi�undieren.Solange die Polymere niht durh das Kolloid gest�ort werden, shwimmen sie alsomit dem L�osungsmittel mit. Der Abstand der Mittelpunkte von Polymer und Kolloidmuss dabei aufgrund der Hart-Kugel Wehselwirkung stets gr�o�er als die Summe der11
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Abbildung 2.1: Die Polymerteilhen (kleiner Kreis) werden vom L�osungsmittel gegendas Kolloid (graue Kreis�ahe) getrieben. Der Mittelpunkt der Polyme-re kann in die sogenannte verbotene Zone (innerhalb des gestriheltenKreises) niht eindringen. Radius R der verbotenen Zone ist die Summeder Radien von Kolloid und Polymer, R = RK +RP .Radien sein. Die Polymere k�onnen also in die Kugel um den Mittelpunkt des Kolloidsmit Radius R = RK + RP niht eindringen (Abbildung 2.1). Diese Kugel werde ihab jetzt verbotene Zone nennen. Kommen die Polymere an den Rand der verbotenenZone, so k�onnen sie dem L�osungsmitteluss niht mehr folgen, denn das L�osungsmittelkann im Gegensatz zu den Polymeren in die verbotene Zone eindringen. Es kommt zueinem Polymerstau vor dem Kolloid. An einer Wand (Abshnitt 9.6) gibt es ebenfallseine verbotene Zone der Dike RP=2.F�ur die Berehnung des Polymerstaus gehe ih vom Bild der einzelnen Polymere �uberzur Ensemble-gemittelten Polymerdihte �(r; t). Im ungest�orten System ohne Kolloidist sie r�aumlih und zeitlih konstant. Die Dihte des ungest�orten Systems werde ih imfolgenden mit Ruhedihte �1 bezeihnen.Wenn der L�osungsmitteluss um das Kolloid konstant ist, so stellt sih (theoretishnah unendlih langer Zeit) im Ruhesystem des Kolloids ein station�arer Zustand ein, dashei�t, in diesem System ist die Funktion �(r) niht mehr zeitabh�angig. Mein Ziel ist es,diese Funktion zu berehnen. F�ur den Fall sehr kleiner Kolloidgeshwindigkeiten werdeih ebenfalls die Zeitabh�angigkeit der Dihteverteilung in der N�ahe eines instantan ausder Ruhe auf konstante Geshwindigkeit beshleunigten Kolloides berehnen.Zeitgemittelte Dihte �:Im station�aren Zustand sind Zeitmittelung und Ensemble-Mittelung �aquivalent. Deshalbk�onnen die in dieser Arbeit berehneten Ensemble-gemittelten Gr�o�en (zum Beispiel dieReibungskraft auf ein Kolloid) mit experimenentell leihter zug�anglihen zeitgemittelten12



2.1 Diskussion des ModellsGr�o�en verglihen werden.2.1 Diskussion des ModellsIm oben beshriebenen Modell sind wie in allen Modellen N�aherungen enthalten. Hierm�ohte ih diskutieren, in welhen Situationen die einzelnen N�aherungen besonders gutoder shleht sind.Die Polymere wehselwirken niht untereinander: Diese N�aherung ist umso besser, jekleiner die Polymerdihte ist. Die relevante Gr�o�e ist die Pakungsdihte �VP =� 4�3 R3P , mit dem Polymervolumen VP . Bei kleinen Pakungsdihten "sehen\ sihdie Polymere seltener, die Wehselwirkungen zwishen ihnen werden weniger rele-vant.Das Geshwindigkeitsfeld v wird niht von den Polymeren beeinusst: Diese N�aher-ung ist durh das Bild motiviert, dass das Feld lokal an den Segmenten der d�unnenPolymerkette gest�ort wird, es von weit weg betrahtet, also auf der Gr�o�enskalades Kolloids, jedoh weniger beeinusst ist als bei einem kompakten Kolloid. DieG�ute dieser N�aherung h�angt ebenfalls von der Pakungsdihte ab. Je gr�o�er diese,also je dihter die "Polymermasse\ ist, desto shlehter ist diese N�aherung. F�ur denFall verd�unnter L�osungen, bei denen die Polymere sehr viel kleiner als das Kolloidsind (wie zum Beispiel in den Experimenten zur Di�usionskontante in Kapitel 5),ist diese N�aherung wahrsheinlih sehr gut.Das Polymer sp�urt nur das Flussfeld an seinem Mittelpunkt: Diese N�aherung ist gut,wenn das Geshwindigkeitsfeld des L�osungsmittels sih nur wenig auf der Gr�o�en-skala des Polymers �andert, jrvijRP � jvj (i = x; y; z). Dies ist umso besser erf�ullt,je kleiner das Verh�altnis RP =RK ist. Der Kolloidradius setzt die L�angenskala,auf der sih das Geshwindigkeitsfeld des L�osungsmittels �andert. Je kleiner dasPolymer im Vergleih zum Kolloid ist, desto geringer ist der Untershied des Feldesan den vershiedenen R�andern des Polymers.Hart-Kugel Wehselwirkung: Je gr�o�er die Kraft, die das Polymer gegen das Kolloiddr�ukt, desto mehr wird das Polymer zusammengedr�ukt, umso shlehter ist al-so die Beshreibung durh eine Hart-Kugel Wehselwirkung. Je gr�o�er also dasGeshwindigkeitfeld v in der N�ahe des Kolloids, desto shlehter diese N�aherung.
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3 Kurze Herleitung der Gleihungen
3.1 Dynamishe DihtefunktionaltheorieIn diesem Kapitel werde ih die Di�erentialgleihung und die Randbedingungen f�urdie Dihte �(r; t) f�ur den Fall eines einzelnen Kolloids einf�uhren. Diese lassen sih je-doh trivial auf ein System mit zwei Kolloiden �ubertragen, siehe Abshnitt 9.2. F�urein �uberd�ampftes System aus paarweise wehselwirkenden Brownshen Teilhen an denOrten fr`g`=1:::N ist die Bewegungsgleihung f�ur Teilhen i�ri�t = v(ri; t) + 1 24 NXj=1 F (ri � rj) +G(ri)35+ �i(t) : (3.1)Die Geshwindigkeit des Teilhens ist ohne andere Kr�afte gleih dem Str�omungsfeld desL�osungsmittels v(ri; t). Wenn jedoh Kr�afte vorhanden sind, (�au�ere Kraft G und paar-weise Wehselwirkung F ) so �andert sih die Geshwindigkeit proportional zur Mobilit�at1 = DkBT . Dabei sind Beshleunigungszeiten vernahl�assigt. �i ist ein stohastisherRaushterm, der die zuf�alligen St�o�e mit den L�osungsmittelteilhen repr�asentiert. Er istim Mittel Null und hat folgenden Korrelator:h�(�)i (t) �(�)j (t0)i = 2 kBT Æ(t� t0) Æij Æ�� : (3.2)�,� = 1; 2; 3 sind die r�aumlihen Komponenten. Die zuf�alligen St�o�e in vershiedenenRihtungen, auf vershiedene Teilhen oder zu vershiedenen Zeiten sind also unkorre-liert.Mit der Annahme, dass lokal die Paarkorrelationsfunktion durh diejenige im Gleih-gewiht gegeben ist, ergibt sih die Dynamishe Dihtefunktionaltheorie f�ur die Dihte�(r; t), siehe zum Beispiel [6℄,��(r; t)�t + v(r; t) �r�(r; t) = 1 r � "�(r; t)r ÆF [�℄Æ� �����(r;t)# : (3.3)In unserem Modell wehselwirken die Polymere niht miteinander (F = 0). Au�erdemshalte ih zun�ahst alle �au�eren Kr�afte aus (G = 0). Dann kann ih das Funktional desidealen Gases benutzen,Fideales Gas[�(r; t)℄ = Z kBT �(r; t) �ln ��3 �(r; t)�� 1	 d3r : (3.4)� ist die thermishe Wellenl�ange. Ih erhalte folgende Di�erentialgleihung f�ur �(r; t):r � (v��Dr�) = ����t : (3.5)14



3.2 Dimensionslose GleihungDiese Gleihung bedeutet, dass die Divergenz des Polymerstroms j = v��Dr� gleihminus der zeitlihen �Anderung der Dihte ist. An Orten positiver Divergenz des Stromesnimmt die Dihte zeitlih ab.Die Hart-Kugel Wehselwirkung mit dem Kolloid wird in eine Randbedingung f�urdiese Di�erentialgleihung geshrieben, die daf�ur sorgt, dass die normale Komponentedes Polymerstroms auf der Ober�ahe der verbotenen Zone, der Kugelober�ahe mitr = RP +RK = R, vershwindet,[êr � (v��Dr�)℄jr=R = 0 : (3.6)Da (3.5) eine Di�erentialgleihung zweiter Ordnung ist, brauhe ih zur Bestimmung derL�osung noh eine zweite Randbedingung. Diese ist, dass die Dihteverteilung unendlihweit vom Kolloid entfernt gegen die Ruhedihte �1 geht,limr!1�(r; t) = �1 : (3.7)3.2 Dimensionslose GleihungDas Gleihungssystem (3.5) und (3.6) enth�alt als Parameter den RadiusR der verbotenenZone, die Di�usionskonstanteD der Polymere und den L�osungsmitteluss v. Diese lassensih zum dimensionslosen Str�omungsfeld u = vRD zusammenfassen, von dem allein dieL�osung abh�angt. Dies wird o�ensihtlih, wenn man das Gleihungssystem dimensionslosmaht.Es werden folgende Reskalierungen durhgef�uhrt:� ! �1 �� ;r ! R r� ; r! 1Rr� ;t ! R2D t� ; ��t ! DR2 ��t� : (3.8)� wird also in Einheiten der Ruhedihte und r in Einheiten des Radius R der verbotenenZone gemessen. Die Zeit t wird in Einheiten von R2D gemessen. Damit wird (3.5) nahDivision durh �1 zu 1Rr� � (v�� � 1R Dr���) = � DR2 ����t� : (3.9)Jetzt dividiere ih die ganze Gleihung noh durh die Di�usionskonstante D, multipli-ziere mit R2 und lasse die Sternhen wieder weg. Au�erdem nutze ih r � v = 0 aus,siehe (2.2), RD v �r���� = ����t : (3.10)Die Gr�o�e vRD ist das dimensionslose Str�omungsfeld u:u = RDv : (3.11)15



3 Kurze Herleitung der GleihungenDabei ist u = v RD der Betrag der dimensionslosen Geshwindigkeit des Kolloids imRuhesystem des L�osungsmittels. Wenn die Di�usionskonstante der Polymere viel gr�o�erals v R ist (u � 1), dann relaxieren die Polymere viel shneller, als das Kolloid sieanstauen kann, der Anstau ist klein.Die reskalierte Gleihung ist damit gegeben durhu �r�(r; t)���(r; t) = ���(r; t)�t : (3.12)Mit den beiden Randbedingungen (3.6) und (3.7) verfahre ih auf gleihe Weise,fêr � [�u�(r; t) +r�(r; t)℄gjr=1 = 0 ; (3.13)limr!1�(r; t) = 1 : (3.14)Die Randbedingung (3.13) gilt nur f�ur ein einzelnes Kolloid. Sie kann wie shon obenerw�ahnt trivial auf den Fall zweier Kolloide erweitert werden, siehe Abshnitt 9.2.
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4 Gleihf�ormige Bewegung eines KolloidsHier werde ih den Fall eines geradlinig mit konstanter Geshwindigkeit durh eine Po-lymerl�osung bewegten Kolloids betrahten. In diesem Kapitel sind alle Gr�o�en dimensi-onslos gem�a� Abshnitt 3.2. Ih werde zun�ahst die station�are L�osung der Dihtevertei-lung bestimmen, also ist ���t = 0. Den Einuss des Kolloids auf das Str�omungsfeld desL�osungsmittel werde ih erst in Abshnitt 4.2 ber�uksihtigen, zun�ahst werde ih diesenwie in [12℄ vernahl�assigen. Dies ist der Grenzfall eines unendlih kleinen Kolloids odereines siebartigen Kolloids, dessen Mashen viel gr�o�er als die L�osungsmittelteilhen undviel kleiner als die Polymere sind.4.1 Grenzfall RK ! 0Das Geshwindigkeitsfeld u ist homogen,u(r) = �u � ez : (4.1)Das Koordinatensystem ist wie in Abbildung 2.1 gew�ahlt. F�ur das Str�omungsfeld (4.1)und ���t = 0 reduzieren sih die Gleihungen (3.12) und (3.13) zuu��(r)�z +��(r) = 0 ; (4.2)�u êr � êz �(r) + ��(r)�r �����r=1 = 0 : (4.3)Da das System Zylindersymmetrie aufweist, ist � unabh�angig von � und diese Gleihun-gen lauten in Kugelkoordinatenu�os ����r � sin �r �����+ �2��r2 + 2r ���r + 1r2 ��2���2 + ot ������ = 0 ; (4.4)�u os � �+ ���r�����r=1 = 0 : (4.5)Dieses Gleihungssystem ist niht einfah analytish zu l�osen, da der L�osungsmittelussdie Kugelsymmetrie des Kolloids briht. Ih werde folgende L�osungsans�atze mahen:1. Entwiklung um u = 0, mit der ih die L�osung f�ur u� 1 bestimmen kann.2. Entwiklung der Dihte in Kugel�ahenfunktionen und numerishe L�osung derdaraus entstehenden Gleihungen f�ur die KoeÆzienten der Kugel�ahenfunktionen.3. Lokale L�osung der Gleihung f�ur � = 0 und � = �, mit der ih das Abklingverhaltender Dihte vor und hinter dem Kolloid bestimmen kann. 17



4 Gleihf�ormige Bewegung eines Kolloids4.1.1 Entwiklung um u = 0Da u dimensionslos ist, werde ih die Dihte �(r; �) in eine Taylorreihe um u = 0 ent-wikeln, �(r; �;u) = �0 + u�1 + u2�2 + : : : ; (4.6)und dabei die KoeÆzienten einer Ordnung in u vergleihen.Nullte OrdnungIn nullter Ordnung kommt nur �0 in den Gleihungen vor:��0 = 0 ; (4.7)��0�r ����r=1 = 0 : (4.8)Dieses System hat nur eine Konstante als L�osung, also die Dihte der Polymere imRuhezustand. Da in Gleihung (3.12) die Dihte in Einheiten der Dihte im Ruhezustandgeshrieben ist, ist �0 = 1.Erste OrdnungNun werden die KoeÆzienten der Ordnung u1 betrahtet. Der Term �uber der geshweif-ten Klammer ist Null, da �0 weder von r noh von � abh�angt,�os ���0�r � sin �r ��0�� �| {z }=0 +��1 = 0 ; (4.9)�os � �0 + ��1�r �����r=1 = 0 : (4.10)Ih muss also die Laplae-Gleihung f�ur �1 l�osen. Ein vollst�andiger Satz von Eigenfunk-tionen sind die Legendre-Polynome Pl(os �). Die allgemeine L�osung lautet�1(r; �) = 1Xl=0 �C1l rl + C2l r�l�1� Pl(os �) : (4.11)Da aber die �i (au�er �0) f�ur r !1 gegen Null gehen m�ussen, sind alle C1l gleih Null.Aus Gleihung (4.10) geht hervor, dass �1 proportional zu os � = P1(os �) sein muss,und da die Pl(os �) orthogonal in os � 2 [�1; 1℄ sind, ist nur C21 ungleih Null. Mit�0 = 1 ergibt sih �1(r; �) = 12 r2 os � : (4.12)18



4.1 Grenzfall RK ! 0Zweite OrdnungDie KoeÆzienten der Ordnung u2 sind�os ���1�r � sin �r ��1�� �+��2= � 1r3P2(os �) + ��2 = 0 ; (4.13)�os � �1 + ��2�r �����r=1 = 0 : (4.14)Die homogene L�osung der Gleihung (4.13) ist wieder von der Form (4.11). Die spezielleL�osung ist �s2 = � 16 rP2(os �) : (4.15)Mit der Rekursionsformel (4.22) f�ur os � Pl(os �) ist aus der Randbedingung (4.14)ersihtlih, dass �2 nur P2 und P0 enth�alt, da �1 nur P1 enth�alt. Es ergibt sih �2 zu�2(r; �) = 16 r +� 16 r3 � 16 r�P2(os �) : (4.16)Dritte Ordnung, Abbruh der EntwiklungIn Ordnung u3 sind die Gleihungen:�os ���2�r � sin �r ��2�� �+��3= � 310 r2 � 12 r4�P3(os �)� 310 r2P1(os �) + ��3 = 0 ; (4.17)�os � �2 + ��3�r �����r=1 = 0 : (4.18)Die spezielle L�osung von Gleihung (4.17) ist�s3 = � 140 � 120 r2�P3(os �)� 320P1(os �) : (4.19)�s3 erf�ullt die Randbedingung bei r !1 niht. Der konstante Term in (4.19) kann auhniht mit homogenen L�osungen annulliert werden, da diese f�ur zum Beispiel P3 von derForm 1r3 + 2r�4 sind, also keinen konstanten Term enthalten. �s4(r) enth�alt Terme/ r1, �s5(r) Terme / r2 usw. Deshalb werde ih die Entwiklung hier abbrehen.Wie sp�ater noh ersihtlih wird, ist die Funktion � � 1 bei � = 0 proportional zue�ur. Bei Entwiklung dieses Faktors um u = 0 treten nur positive Potenzen von r auf,die Reihe erf�ullt auh nie die Randbedingung bei r !1, obwohl die Funktion e�ur diestut. Die Funktion e�u r hat eine wesentlihe Singularit�at bei r !1. Die Funktion e�u=�mit � = 1r ist aufgrund dieser wesentlihen Singularit�at um � = 0 niht entwikelbar.Man k�onnte die Entwiklung also fortf�uhren mit dem Ziel, eine L�osung f�ur kleineAbst�ande r zu bekommen. Da aber jetzt positive Potenzen von r auftauhen, gibt es19



4 Gleihf�ormige Bewegung eines Kolloidskeinen Grund mehr, die positiven Potenzen der homogenen L�osungen zu ignorieren. Esgibt also immer zwei m�oglihe homogene L�osungen, weshalb die eine Randbedingung beir = 1 niht ausreiht, um die L�osung eindeutig zu bestimmen.F�ur u � 1 ist die erste Ordnung dieser Entwiklung jedoh zumindest in der N�ahedes Kolloids eine gute Approximation, wie ih in Abshnitt 4.1.4 durh Vergleih mitnumerishen Ergebnissen zeigen werde.4.1.2 Entwiklung in Kugel�ahenfunktionenDa das System Zylindersymmetrie aufweist, also �(r; �; �) = �(r; �) gilt, reduzieren sihdie Kugel�ahenfunktionen auf die Legendre-Polynome:�(r; �) = 1Xl=0 Al(r)Pl(os �) : (4.20)Eine solhe Entwiklung ist sinnvoll, da die Legendre-Polynome vollst�andig und ortho-gonal auf dem betrahteten Intervall os � 2 [�1; 1℄ sind.Gleihung (4.20) setze ih nun in die Di�erentialgleihung (4.4) ein, wobei ih folgendeRekursionsformeln benutze, die zum Beispiel in [5℄ nahgeshlagen werden k�onnen:sin � �Pl(os �)�� = l [os � Pl(os �)� Pl�1(os �)℄ ; (4.21)os � Pl(os �) = (l + 1)Pl+1(os �) + l Pl�1(os �)2l + 1 ; (4.22)� �2��2 + ot � ���� Pl(os �) = �l(l + 1)Pl(os �) : (4.23)(4.4) wird also zu1Xl=0(u �A0l (l + 1)Pl + l Pl�12l + 1 � lr Al �(l + 1)Pl+1 + l Pl�12l + 1 � Pl�1��+A00l Pl + 2r A0l Pl � l (l + 1)r2 Al Pl) = 0 : (4.24)Aufgrund der Orthogonalit�at der Legendre-Polynome kann die Summe in einen Satzvon Gleihungen umgeshrieben werden, von denen jede nur das Polynom einer Ordnungl enth�alt. Zum Beispiel wird der Term lr Al Pl�1 in die Gleihung der Ordnung l � 1eingeordnet, in der Gleihung der Ordnung l kommt derselbe Term aus der Ordnungl + 1 und lautet dort l+1r Al+1 Pl. Die l-te Gleihung ist gegeben durhu( l2l � 1 A0l�1 + l + 12l + 3 A0l+1+1r �� l (l � 1)2l � 1 Al�1 +�l + 1� (l + 1)22l + 3 � Al+1�)+A00l + 2r A0l � l (l + 1)r2 Al = 0 : (4.25)20



4.1 Grenzfall RK ! 0Auf gleihe Weise l�asst sih die Randbedingung bei r = 1 in einen Satz von Randbedin-gungen umshreiben, die l-te Gleihung lautet"u � l2l � 1 Al�1 + l + 12l + 3 Al+1�+A0l#�����r=1 = 0 : (4.26)F�ur r !1 m�ussen alle Al(r) au�er A0(r) gegen Null gehen. Da in den Gleihungen Almit Al+1 und Al�1 gekoppelt ist, ist das System nur numerish l�osbar, wenn die Reihebei einem bestimmten l = N abgebrohen wird. Zu beahten ist hierbei, dass in denbeiden Gleihungen mit l = N die Glieder Al+1 weggelassen werden. Es ergeben sih aufdiese Weise N + 1 Gleihungen f�ur N + 1 KoeÆzienten.4.1.3 Numerishe L�osung des GleihungssystemsDas Gleihungssystem (4.25), (4.26) habe ih mithilfe des Programmes AUTO 2000numerish gel�ost. Das Programm beginnt bei der L�osung f�ur u = 0 (� = �1) undverfolgt die L�osung als Funktion des Parameters u.Da numerish nur endlihe Intervalle betrahtet werden k�onnen, habe ih die Inter-vallgr�o�e 100R gew�ahlt, das hei�t, bei r = 101 wurde die Randbedingung bei r ! 1eingesetzt.Bis zu welher Ordnung N muss man in der Entwiklung der Dihte gehen, umverl�asslihe Ergebnisse zu bekommen? Es zeigt sih, dass die OrdnungN gr�o�er als u seinmuss. Dies ist in Abshnitt 4.1.5 anhand der Dihte direkt vor dem Kolloid diskutiert.F�ur die folgenden Plots wurde N stets ausreihend gro� gew�ahlt.4.1.4 Test der Entwiklung um u = 0Die erste Ordnung der Entwiklung um u = 0 werde ih in Kapitel 5 f�ur die Berehnungder Di�usionskonstante eines Kolloids in einer Polymerl�osung benutzen. Deshalb teste ihihre G�ultigkeit f�ur u� 1. Shreibt man die Entwiklung (4.6) als Summe von Legendre-Polynomen, erh�alt man als KoeÆzienten:Al(r) = Æl;0 + u 12r2 Æl;1 +O(u2) : (4.27)In Abbildung 4.1 ist ersihtlih, dass f�ur u� 1 der KoeÆzient A1(r) dominiert. Die nihtgeplotteten Al(r) mit l > 2 sind ebenfalls vernahl�assigbar klein. Auh der funktionaleVerlauf von A1(r) ist gut durh (4.27) gegeben. F�ur gr�o�ere Geshwindigkeiten stimmtdies nat�urlih niht. Die Entwiklung ist also gut f�ur u� 1.4.1.5 Diskussion der ErgebnisseKonturplotAbbildung 4.2 zeigt einen Konturplot der Dihteverteilung f�ur u = 10. Die Dihte istmaximal direkt vor und minimal direkt hinter dem Kolloid. 21



4 Gleihf�ormige Bewegung eines Kolloids
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Abbildung 4.1: Numerishe Ergebnisse f�ur die EntwiklungskoeÆzienten von � f�ur u =0:1 verglihen mit (4.27).Dihte am Staupunkt als Funktion von uAbbildung 4.3 zeigt die Dihte am Staupunkt (r = 1, � = 0). Sie ist nahezu linearin u. Ih habe die numerishen L�osungen mit vershiedenen N sowie die analytisheN�aherung aus Abshnitt 4.1.6 aufgetragen. Die Kurven weihen bei ungef�ahr u = N vonder analytishen N�aherung ab. F�ur u > N sind die L�osungen also ungenau. Interessantist noh, dass die Kurven mit ungeradem N nah oben abweihen, die mit geradem Nnah unten.Dihte vor dem Kolloid als Funktion von rAbbildung 4.4 zeigt die Dihte vor dem Kolloid als Funktion von r. Mit steigendem usteigt die Kontaktdihte, die Dihte f�allt aber auh shneller mit r ab. In Abshnitt 4.1.6wird gezeigt, dass die Dihte vor dem Kolloid mit e�u r=r2 abf�allt.Dihte direkt hinter dem Kolloid als Funktion von uDie Dihte direkt hinter dem Kolloid (r = 1, � = �) ist in Abbildung 4.5 gezeigt. Dieanalytishe N�aherung aus Abshnitt 4.1.6 sowie die Entwiklung um u = 0 in Abshnitt4.1.1 sind nur f�ur kleine u gut. Die Dihte direkt hinter dem Kolloid geht f�ur u ! 1gegen Null.Dihte hinter dem Kolloid als Funktion von rAbbildung 4.6 zeigt die Dihte hinter dem Kolloid. Die einzelnen Kurven shneiden sihniht und fallen algebraish ab, siehe Abshnitt 4.1.6.22



4.1 Grenzfall RK ! 0
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 2Abbildung 4.2: Konturplot der Dihteverteilung �(r). Das Kolloid wird von links nahrehts mit Geshwindigkeit u = 10 bewegt. Die Konturlinien gehen von0:1 bis 1:5 mit Shrittweite 0:1. Die wei�e Kreis�ahe ist die verboteneZone.Dihte an der Seite des Kolloids als Funktion von rAbbildung 4.7 zeigt die Dihte an der Seite des Kolloids. Die Ableitung ���r bei r = 1 istNull, wie von der Randbedingung gefordert. Alle Kurven haben deshalb Wendepunkte.Der Abstand der Wendepunkte vom Mittelpunkt des Kolloids kann aus den Minima derAbleitungen der Al bestimmt werden, die auh von AUTO 2000 ausgegeben werden.Abbildung 4.8 zeigt einen Plot des Abstands des Wendepunkte als Funktion von u.F�ur u ! 1 sheint der Wendepunkt gegen r = 1 zu gehen, also unendlih nahe an dieverbotene Zone heran. F�ur u! 0 konvergiert er gegen r = p2. Mit der zweiten Ordnungder Entwiklung in u (die erste Ordnung vershwindet bei � = �=2) ergibt sih f�ur u! 0�(r; � = �=2) = 1 + u2 � 16 r +� 16 r3 � 16 r� P2(os �=2)�= 1 + u2 � 312 r � 112 r3� : (4.28)Daraus ergibt sih die Position des Wendepunktes,�2�(r; � = �=2)�r2 = u2� 12 r3 � 1r5� ;rW = p2 : (4.29)Dies stimmt gut mit Abbildung 4.8 �uberein. 23



4 Gleihf�ormige Bewegung eines Kolloids
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Abbildung 4.3: Polymerdihte am Staupunkt (r = 1, � = 0) als Funktion von u. Diedurhgezogene Linie ist die analytishe N�aherung aus Abshnitt 4.1.6.Kontaktdihte bei r = 1 als Funktion von �Abbildung 4.9 zeigt die Kontaktdihte als Funktion von �. Interessant ist der Winkel �s,bei dem �(r = 1; �) die Gerade � = 1 shneidet. Wenn die Geshwindigkeit u gegen Nullgeht, geht �s gegen �=2, siehe die erste Ordnung in u in (4.12). F�ur ansteigendes u wird�s zun�ahst gr�o�er als �=2, erreiht diesen Wert aber wieder f�ur u!1. Im Extremfallu =1, der D = 0 entspriht, sieht die Dihteverteilung wie in Abbildung 4.11 aus. Dortist �s = �=2. Die Polymere di�undieren gar niht mehr. Die Dihte am Staupunkt istunendlih gro�. Alle Polymere, die sih in der Bahn des Kolloids be�nden, werden zurSeite gedr�angt auf einen unendlih d�unnen Bereih. Deshalb ist die Dihte dort ebenfallsunendlih. Das Integral von ��1 �uber diesen Bereih sollte aber endlih sein. Die Anzahlder Polymere, die vor dem Polymer angestaut werden, ist ebenfalls endlih. Dies ist inAbshnitt 4.1.6 diskutiert.Abbildung 4.10 zeigt den Winkel, bei dem die Polymerdihte gleih der Ruhedihteist. Man sieht die oben beshriebene Entwiklung, wobei der Limes f�ur u ! 1 sehrlangsam erreiht wird.
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4.1 Grenzfall RK ! 0
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Abbildung 4.4: Polymerdihte vor dem Kolloid als Funktion des Abstands.
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Abbildung 4.5: Polymerdihte direkt hinter dem Kolloid als Funktion von u. Die u-Ahseist logarithmish. Die durhgezogene Linie kommt aus der analytishenN�aherung in Abshnitt 4.1.6, die gestrihelte Linie kommt aus der Ent-wiklung um u = 0 in Abshnitt 4.1.1.
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4 Gleihf�ormige Bewegung eines Kolloids
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Abbildung 4.6: Polymerdihte hinter dem Kolloid als Funktion des Abstands.
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Abbildung 4.7: Polymerdihte an der Seite des Kolloid als Funktion des Abstands.
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4.1 Grenzfall RK ! 0
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Abbildung 4.9: Kontaktdihte (r = 1) als Funktion von �. In dem kleinen Ausshnittist der Bereih der Shnittpunkte mit � = 1 vergr�o�ert dargestellt. DerShnittwinkel f�ur u = 30 ist kleiner als der f�ur u = 20.
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4 Gleihf�ormige Bewegung eines Kolloids
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uAbbildung 4.10: Shnittwinkel der Kontaktdihte mit � = 1. Der Punkt bei u = 0 (Kreis)stammt aus der Entwiklung um u = 0.
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Abbildung 4.11: Skizze der Dihteverteilung im Fall u =1, D = 0.
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4.1 Grenzfall RK ! 04.1.6 Lokale analytishe L�osungDie Gleihung (3.12) kann f�ur u(r) = �u êz in Zylinderkoordinaten z; R; � separiertwerden. In diesem Abshnitt steht R stets f�ur die radiale Koordinate in Zylinderkoordi-naten, niht wie sonst f�ur den Radius der verbotenen Zone,u���z + �2��z2 + 1R ��R �R ���R� = 0 : (4.30)Mit dem Separationsansatz �(z;R) = �(z)	(R) wird (4.30) zuu��(z)�z + �2�(z)�z2�(z)| {z }=� + 1R ��R �R �	(R)�R �	(R)| {z }=�� = 0 : (4.31)Der linke Term h�angt niht von R, der rehte niht von z ab und man shreibtu��(z)�z + �2�(z)�z2 = ��(z) ; (4.32)1R ��R �R �	(R)�R � = ��	(R) : (4.33)Gleihung (4.33) hat dabei nur f�ur � > 0 L�osungen, die weder f�ur R! 0 noh f�ur R!1divergieren. Die einzige L�osung, die beide Bedingungen erf�ullt, ist die Besselfunktionerster Art, 	(R) = J0(p�R) : (4.34)Sie geht gegen Null f�ur R ! 1 und gegen 1 f�ur R ! 0. Gleihung (4.32) hat dieL�osungen �(z) = 1(�) e�u�pu2+4�2 z + 2(�) e�u+pu2+4�2 z : (4.35)F�ur z !1 muss 2(�) = 0 und f�ur z ! �1 muss 1(�) = 0 sein. Die allgemeine L�osungist eine Superposition aller m�oglihen L�osungen. Da die Funktionen (4.34) und (4.35)f�ur gro�e Abst�ande gegen Null gehen, muss ih die Ruhedihte noh addieren,�(z > 0; R) = 1 + 1Z0 d� 1(�) e�u�pu2+4�2 z J0(p�R) ; (4.36)�(z < 0; R) = 1 + 1Z0 d� 2(�) e�u+pu2+4�2 z J0(p�R) : (4.37)Ein �aquivalentes Ergebnis wurde in [12℄ mithilfe einer Hankel-Transformation hergeleitet.Die Wahl des �Ubergangs zwishen den beiden L�osungen (hier bei z = 0 gew�ahlt) istbeliebig. Ih sehe keine Bedingung f�ur seine Position. Der Grund ist, dass die Randbe-dingung bei r!1 niht separierbar ist.Die Aufgabe besteht nun darin, die Funktionen 1(�) und 2(�) mit Hilfe der Rand-bedingung bei z2 +R2 = 1 zu bestimmen. Diese Randbedingung ist jedoh in Zylinder-koordinaten ebenfalls niht separierbar. Deshalb ist dies nur f�ur R = 0 mithilfe einerEntwiklung in � gelungen. 29



4 Gleihf�ormige Bewegung eines KolloidsN�aherungsl�osung f�ur �(z > 1; R = 0)F�ur R = 0 wird die Randbedingung (4.5) zu�u�+ ���z�����z=1 = 0 : (4.38)Mit der L�osung (4.36) und J0(0) = 1 wird diese Randbedingung zuu+ 1Z0 d� 1(�) e�u�pu2+4�2  �u�pu2 + 4�2 + u! = 0 : (4.39)Da der Integrand mit � exponentiell abnimmt, nehme ih an, dass haupts�ahlih kleineWerte von � zum Integral beitragen und mahe folgende Entwiklungen:e�u�pu2+4�2 = e�u��u+O(�2) ; (4.40)�u�pu2 + 4�2 + u = ��u +O(�2) ; (4.41)1(�) = a �u +O(�2) : (4.42)Dass 1 keinen konstanten Term hat, kann ih niht von vornherein begr�unden. DasErgebnis mit einem konstanten Term stimmt aber mit meinen anderen Ergebnissen niht�uberein. Ein konstanter Term in 1 w�urde eine 1z -Abh�angigkeit der Dihte f�ur u �1 ergeben. Dies ist aber im Widerspruh zu den numerishen Ergebnissen sowie derEntwiklung um u = 0. Dies gilt ebenfalls f�ur z < �1 weiter unten.Wenn ih diese Entwiklungen einsetzte, kann ih a berehnen,1Z0 d� e�u��u a �2u2 != u ;2u e�u a = u ;a = 12 eu ; (4.43)1(�) = 12 eu �u +O(�2) : (4.44)Damit kann ih in dieser N�aherung die Dihte �(z > 1; R = 0) bestimmen:�(z > 1; R = 0) = 1 + 12 eu 1Z0 d� e(�u��u )z �u= 1 + u2 eu�uz 1z2 : (4.45)Die Dihte am Staupunkt (z = 1, R = 0) nimmt in dieser N�aherung proportional zuu zu. Dies ist in Abbildung 4.3 zusammen mit numerishen Ergebnissen aufgetragen.�(z > 1; R = 0) nimmt wie e�uz=z2 mit dem Abstand ab.30



4.1 Grenzfall RK ! 0Da dieser Abfall niht rein exponentiell ist, kann keine Abfalll�ange im typishen Sinneangegeben werden. Man kann jedoh trotzdem den Abstand �vorne von der Kugel, beidem der Dihte�ubershuss (�� 1) auf 1=e des Kontaktwertes abgefallen ist, berehnen,�(1; 0)� [(�vorne + 1); 0℄ = e ;e�u = e1�u (�vorne+1) 1(�vorne + 1)2 ;�u = 1� u(�vorne + 1)� 2 ln(�vorne + 1) :Da �vorne ! 0 f�ur u!1, shreibe ih ln(1 + �vorne) � �vorne und erhalte�u = 1� u(�vorne + 1)� 2�vorne ;�vorne = 12 + u : (4.46)N�aherungsl�osung f�ur �(z < �1; R = 0)F�ur die Dihte hinter dem Kolloid kann in gleiher Weise eine N�aherungsl�osung erstelltwerden. Dabei benutze ih (4.37) mit R = 0 , die Randbedingung lautet nun��u�� ���z�����z=�1= �u+ 1Z0 d� 2(�) e+u�pu2+4�2  ��u+pu2 + 4�2 � u! = 0 : (4.47)Ih werde wie in Abshnitt 4.1.6 alle Funktionen in � entwikeln,e+u�pu2+4�2 = e��u+O(�2) ; (4.48)��u+pu2 + 4�2 � u = ��u+ �u�+O(�2) ; (4.49)2(�) = b �u +O(�2) : (4.50)Mit demselben Argument wie vorher muss der konstante Term in 2 vershwinden. bergibt sih aus 1Z0 d� e��u (u+ �u ) b �u != �u ;b u (u+ 2) = �u ;b = � 12 + u ; (4.51)2(�) = � 12 + u �u +O(�2) : (4.52)31



4 Gleihf�ormige Bewegung eines KolloidsDie Dihte hinter dem Kolloid ist damit gegeben durh�(z < �1; R = 0) = 1� 12 + u 1Z0 d� e��u z �u= 1� u2 + u 1z2 : (4.53)Diese Funktion bei z = �1 ist in Abbildung 4.5 mit dem numerishen Ergebnis aufge-tragen.G�ultigkeitsbereihe der N�aherungenDie L�osungen (4.45) und (4.53) sind in erster Ordnung in u gleih der jeweiligen L�osungder Entwiklung um u = 0 aus (4.12),�(z > 1; R = 0) = 1 + u2 z2 eu�uz = 1 + u2 z2 +O(u2) ; (4.54)�(z < �1; R = 0) = 1� u2 + u 1z2 = 1� u2 z2 +O(u2) : (4.55)F�ur u ! 0 sind diese L�osungen also g�ultig. Die L�osung (4.45) f�ur die Dihte vor demKolloid ist ebenfalls im Grenzfall u!1 g�ultig. Um dies zu pr�ufen, setzte ih sie in dieDi�erentialgleihung (4.30) ein,u���z + �2��z2 = eu�uz �u3� 12 z2 � 12 z2�+ u2z3 + 3uz4 � : (4.56)Der Term in Ordnung u3 auf der rehten Seite vershwindet. Der Ausdruk (4.45) l�ostalso die Di�erentialgleihung im Grenzfall u!1. Die Randbedingung (4.38) wird von(4.45) f�ur alle u erf�ullt,�u �+ ���z�����z=1 = u+ 12 u2 � 12 u2 � u = 0 : (4.57)Die L�osung (4.45) ist also ebenfalls im Grenzfall u!1 g�ultig.Die L�osung (4.53) gilt jedoh nur im Grenzfall u ! 0. F�ur gr�o�ere u werden Termeh�oherer Ordnung in 2(�) relevant. Ein Term �n in 2(�) ergibt die Potenzen z�n�1 in�, in erster Ordnung also z�2. Allerdings kann ih in h�oherer Ordnung die einzelnenKoeÆzienten niht mehr bestimmen. F�ur gr�o�ere u kann ih eine Laurentreihe in r gutan die Funktion �(z < �1; R = 0) an�tten, siehe Abbildung 4.14.Anzahl angestauter Polymere f�ur u!1Die Anzahl �ubersh�ussiger Polymere in der N�ahe des Kolloids berehnet man mit fol-gendem Integral: 2�Z0 d� �1Z0 sin � d� 1Z1 r2 dr (�� 1) : (4.58)32



4.1 Grenzfall RK ! 0Der Winkel �1 gibt an, �uber welhen Bereih die Polymere gez�ahlt werden. M�ohteman die Anzahl der Polymere berehnen, die vor dem Kolloid angestaut werden, so ist�1 = �=2. F�ur die Mittelung des Polymer�ubershusses �uber die gesamte Umgebung desKolloids w�urde man �1 = � w�ahlen. Letzteres Integral ist in Abshnitt 4.2.4 �uber denPolymer-Transport berehnet. Ob das Integral (4.58) f�ur beliebiges �1 < �=2 im Grenzfallu ! 1 divergiert, kann mit der L�osung (4.45) abgesh�atzt werden. Die Polymerdihteist bei � = 0 am gr�o�ten, deshalb ist das Integral �uber r bei � = 0 in (4.58) ammeisten gef�ahrdet bez�uglih einer m�oglihen Divergenz f�ur u ! 1. Bei � = 0 sind dieKoordinaten z und r identish, deshalb ersetzte ih z in (4.45) durh r. Damit ist diesesIntegral gegeben durh1Z1 r2 dr [�(r; � = 0)� 1℄ = 1Z1 dr u2 eu�u r = 12 : (4.59)Es ist stets endlih. Deshalb kann man davon ausgehen, dass die Anzahl angestauterPolymere endlih ist f�ur u ! 1. Dies ist shon bemerkenswert, da der station�are Zu-stand erst nah unendlih langer Zeit eintritt. Man k�onnte auf die Idee kommen, dassein Kolloid, das unendlih lang mit unendliher Geshwindigkeit bewegt wurde auh un-endlih viele Polymere vor sih angestaut hat. Dies ist aber niht der Fall. Die obigenArgumente gelten niht f�ur die L�osung aus der Entwiklung um u = 0, da diese mit 1=r2zu langsam abf�allt. Das in Abshnitt 4.2.4 numerish berehnete Integral mit �1 = � iststets von O(1).4.1.7 Vergleih der analytishen und numerishen L�osungenHier werde ih in den analytishen L�osungen (4.45) und (4.53) z durh r ersetzen.Dihte am Staupunkt als Funktion von uAus der analytishen N�aherung in Abshnitt 4.1.6 ergab sih die Dihte am Staupunktzu �(r = 1; � = 0) = 1 + u2 : (4.60)Dieses Ergebnis ergab sih auh aus der ersten Ordnung der Entwiklung um u = 0in (4.12). In Abbildung 4.3 ist (4.60) mit den numerishen L�osungen aufgetragen. Mansieht, dass die N�aherung im gesamten Bereih von u gut mit den numerishen Werten�ubereinstimmt.Dihte vor dem Kolloid als Funktion von rDie analytishe N�aherung aus Abshnitt 4.1.6, �(r; � = 0) = 1+ u2 r2 exp(u�u r), stimmtgut mit den numerishen Ergebnissen �uberein, siehe Abbildung 4.12.Dihte direkt hinter dem Kolloid als Funktion von uHier ergab sih aus der analytishen N�aherung in Abshnitt 4.1.6�(r = 1; � = �) = 1� u2 + u : (4.61)33



4 Gleihf�ormige Bewegung eines Kolloids
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Abbildung 4.12: Vergleih der Dihte vor dem Kolloid als Funktion des Abstands inder analytishen N�aherung (Linien) und aus der numerishen L�osung(Symbole).In Abbildung 4.5 ist (4.61) zusammen mit der L�osung aus der Entwiklung um u = 0aufgetragen. Man sieht, dass beide N�aherungen nur f�ur u� 1 gut sind.Dihte hinter dem Kolloid als Funktion von rDie L�osung �(r; �) = 1 � u(2+u) r2 aus Abshnitt 4.1.6 gilt nur f�ur kleine Geshwindig-keiten, siehe Abbildung 4.13. F�ur gr�o�ere Geshwindigkeiten und kleine r l�asst sih eineLaurentreihe, die mit 1=r2 beginnt, gut an�tten. Allerdings gibt die Reihe das Verhaltenf�ur r ! 1 niht korrekt wieder. Bei einem Fit mit einer bei 1=r beginnenden Reiheh�atte der 1=r-Term einen sehr kleinen KoeÆzienten 0:1. Ein 1=r Term w�urde aus einemkonstanten Term von 2(�) in Abshnitt 4.1.6 kommen. Dies st�utzt die Annahme, dass2(�) keinen konstanten Term hat. Siehe Abbildung 4.14.
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4.1 Grenzfall RK ! 0
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Abbildung 4.13: Vergleih zwishen der Dihte hinter dem Kolloid als Funktion des Ab-stands in der analytishen N�aherung (Linien) und aus der numerishenL�osung (Symbole).
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Abbildung 4.14: Dihte hinter dem Kolloid als Funktion des Abstands. Der Fit der Lau-rentreihe passt sehr gut.
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4 Gleihf�ormige Bewegung eines Kolloids4.2 Endliher Kolloidradius RKDas im vorigen Abshnitt verwendete Str�omungsfeldu = �u êz = �u os � êr + u sin � ê� (4.62)entspriht einem unendlih kleinen Kolloid. Das Feld um ein Kolloid mit endlihemRadius RK ist gegeben durh [2℄ur(r; �) = �u os � �1� 3RK2r + R3K2r3� ;u�(r; �) = u sin � �1� 3RK4r � R3K4r3� : (4.63)F�ur r ! 1 gehen die beiden Str�omungsfelder (4.62) und (4.63) ineinander �uber. DaL�angen in Einheiten des Radius R = RK + RP der verbotenen Zone gemessen werden,bewegt sih das dimensionslose RK zwishen Null und Eins.4.2.1 Entwiklung um u = 0Genau wie in Abshnitt 4.1.1 entwikle ih die Dihteverteilung um u = 0. In dieserEntwiklung kann man den Trend der Abh�angigkeit der L�osung von RK sehen,�(r; �;u) = �0 + u �1(r; �) +O(u2) : (4.64)Die nullte Ordnung ist genau wie vorher konstant gleih �0 = 1. Die erste Ordnungergibt sih aus �u �r�0| {z }=0 +u��1 = 0 : (4.65)�1 ist also wieder L�osung der Laplae-Gleihung,�1(r; �) = 1Xl=0(C1l rl + C2l r�l�1)Pl(os �) : (4.66)Die Randbedingung bei r !1 ist nur erf�ullt, wenn alle C1l = 0 sind. Die Randbedingungbei r = 1 lautet ��ur �0 + u ��r�1�����r=1 = 0 ; (4.67)�os ��1� 32RK + 12R3K� �0 + ��r�1�����r=1 = 0 : (4.68)Die Randbedingung wird also nur f�ur �1 / os � = P1(os �) erf�ullt. Damit bleibt nurder KoeÆzient C21 �ubrig, den ih mithilfe von (4.68) bestimmen kann,C21 = 12 �1� 32RK + 12R3K� : (4.69)36



4.2 Endliher Kolloidradius RKDie Polymerdihte ist demnah gegeben durh�(r; �) = 1 + u 12r2 �1� 32RK + 12R3K� os � +O(u2) : (4.70)Damit ist f�ur u � 1 die angestaute Dihte proportional zu ur(r = 1; � = 0), derStr�omungsgeshwindigkeit des L�osungsmittels am Staupunkt.4.2.2 Entwiklung in Kugel�ahenfunktionenWird (4.63) in Gleihung (3.12) eingesetzt und diese wie oben in N + 1 Gleihungenumgeshrieben, so erh�alt man f�ur die Gleihung mit Index l:u(�1� 3RK2r + R3K2r3 � � l2l � 1A0l�1 + l + 12l + 3A0l+1�+1r �1� 3RK4r � R3K4r3 � �� l(l � 1)2l � 1 Al�1 +�l + 1� (l + 1)22l + 3 �Al+1�)+A00l + 2rA0l � l(l + 1)r2 Al = 0 : (4.71)F�ur die Randbedingung (3.13) ergibt sih�u�1� 3RK2 + R3K2 �� l2l � 1Al�1 + l + 12l + 3Al+1�+A0l�����r=1 = 0 : (4.72)Das Gleihungssystem (4.71), (4.72) habe ih wieder mit AUTO 2000 gel�ost.4.2.3 Diskussion der Abh�angigkeit der Dihte von RKDer Dihteanstau ist maximal f�ur den Fall RK = 0 (siehe voriger Abshnitt) und minimalf�ur RK = 1. Im letzteren Fall sind die Polymere unendlih klein, verhalten sih alsogenauso wie die Wassermolek�ule und werden deshalb niht angestaut, �(r;RP = 0) = 1.Da in diesem Fall u(r = 1) = 0 ist, wird die Randbedingung (3.13) von � = 1 erf�ullt. Inden Abbildungen 4.15 und 4.16 ist die Dihte am Staupunkt als Funktion von RK f�uru = 1 beziehungsweise u = 10 aufgetragen. Man sieht, dass bereits f�ur ein System, indem die Polymere gleih gro� wie das Kolloid sind (RK = 12), der Anstau nur noh etwa30 % des Wertes f�ur das ungest�orte Str�omungsfeld betr�agt. Die Hydrodynamik ist f�urreale Systeme also sehr wihtig.4.2.4 Polymer-Transport des KolloidsEine interessante Frage ist, wie viele Polymere vom Kolloid im station�aren Zustandmitgezogen werden. Dazu wird der Polymeruss durh eine zur Bewegungsrihtungdes Kolloids senkrehte Wand betrahtet. Die Wand ruht dabei im Ruhesystem desL�osungsmittels bei z0 = 0 in der x0y0-Ebene. Dabei bedeuten die 0, dass es sih umKoordinaten im Ruhesystem des L�osungsmittels handelt.Im Ruhesystem des Kolloids ist im station�aren Zustand die Polymerdihte �(r) zeit-lih konstant. In diesem System ist der Polymerstrom j divergenzfrei. Daraus folgt, dass37



4 Gleihf�ormige Bewegung eines Kolloidsder Polymeruss durh alle Ebenen senkreht zu êz gleih ist. Der Betrag dieser Gr�o�ekann aus dem Polymerstrom limr!1 j(r) = �u êz f�ur gro�e Abst�ande bestimmt werden,1Z�1 dx 1Z�1 dy j(x; y; z) � êz = � 1Z�1 dx 1Z�1 dy u : (4.73)Im Ruhesystem des L�osungsmittels und der Wand ist der rehte Integrand in (4.73)gerade Null. Ohne ein sih bewegendes Kolloid w�are der Polymeruss durh alle Ebenensenkreht zu êz Null. In diesem System gibt es aber noh eine weitere Komponente desFlusses: Die sih bewegende Dihtefunktion �(r0). Der Fluss durh die Wand ist alsogegeben durh [�(Wand; t)� 1℄ mal der Relativgeshwindigkeit u der beiden Systeme,1Z�1 dx0 1Z�1 dy0 j(Wand; t) � êz = 1Z�1 dx0 1Z�1 dy0 [�(Wand; t)� 1℄ u : (4.74)Die z-Koordinate der Wand im Ruhesystem des Kolloids ist dabei z = �ut. Die Anzahlder Polymere, die durh die Wand ie�en, ist also gegeben durh� = 1Z�1 dt 1Z�1 dx 1Z�1 dy [�(x; y;�ut)� 1℄ u : (4.75)mit �ut = z, dt = �dz=u ergibt sih� = �1Z1 dz 1Z�1 dx 1Z�1 dy [�(x; y; z) � 1℄ : (4.76)� ist also die Anzahl der Polymere, die vom Kolloid mitgezogen werden. Da ih mitAUTO 2000 nur Integrale au�erhalb der verbotenen Zone berehnen kann, shreibe ihdas Integral in (4.76) in ein Integral �uber die verbotene Zone und ein Integral �uberden �au�eren Bereih um. Das Integral �uber die verbotene Zone ist gleih �4�3 , da derIntegrand in diesem Bereih gleih �1 ist,� = �4�3 + 1Z1 r2 dr �Z0 sin � d� 2�Z0 d� [�(r; �)� 1℄ : (4.77)In Abbildung 4.17 habe ih das Ergebnis (4.76) mit einem Gedankenexperiment veran-shauliht.Zur Berehnung des Integrals in (4.77) benutze ih�Z0 d� Pl(os �)Pm(os �) sin � = Ælm 22l + 1 ; (4.78)38



4.2 Endliher Kolloidradius RKdie Integration �uber � stanzt also den KoeÆzienten A0 aus der Entwiklung heraus, alleanderen Beitr�age sind Null,� = �4�3 + 4� 1Z1 r2 dr (A0 � 1) : (4.79)Dieses Integral habe ih mit AUTO 2000 berehnet. Anhand eines logarithmishen Plotshabe ih �uberpr�uft, dass A0(r)�1 f�ur gro�e u exponentiell mit r abf�allt, das Integral alsoendlih ist. F�ur die L�osung aus der Entwiklung um u = 0 gilt das niht. In Abbildung4.18 ist � f�ur zwei Werte von RK in Abh�angigkeit von u aufgetragen. F�ur RK = 0:5ist � negativ, f�ur RK ! 1 geht � gegen �4�3 . Wie kann das Kolloid eine negativeAnzahl von Polymeren transportieren? Dazu betrahte ih ein Kolloid, das durh reinesWasser gezogen wird. Wenn das Kolloid sih von links nah rehts bewegt, bewegensih die Wassermolek�ule e�ektiv von rehts nah links, da sie vom Kolloid verdr�angtwerden. So ist das auh mit den Polymeren f�ur den Fall � < 0. Sie bewegen sih e�ektiventgegengesetzt zum Kolloid, weil sie von diesem verdr�angt werden.
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4 Gleihf�ormige Bewegung eines Kolloids
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Abbildung 4.15: �(1; 0) f�ur u = 1 in Abh�angigkeit von RK . Der Fit zeigt, dass �(1; 0)nahezu proportional zur r-Komponente des Str�omungsfeldes am Stau-punkt ist. ur(1; 0) = �u (1� 32 RK + 12 R3K), siehe (4.63).
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Abbildung 4.16: �(1; 0) f�ur u = 10 in Abh�angigkeit von RK . Die Punkte liegen nihtmehr so gut auf dem Fit von ur(1; 0).
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4.2 Endliher Kolloidradius RK
A B A BAbbildung 4.17: Gedankenexperiment: Die Regionen A und B seien viel gr�o�er als derKolloidradius, so dass an den R�andern die Dihte gleih der Ruhedihteist. Das Kolloid bewegt sih von Region A nah Region B. Im linkenFall ist das Integral RB dV (� � 1) identish Null, da � = 1 in B gilt. Imrehten Fall ist das Integral gleih der Anzahl � der Polymere, die dasKolloid von A nah B transportiert hat.
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Abbildung 4.18: Anzahl der vom Kolloid mitgezogenen Polymere. F�ur u! 0 f�allt A0�1langsam ab, das Integral in (4.77) h�angt deshalb von der Systemgr�o�eab. Je gr�o�er das System, desto sh�arfer die Kante.
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4 Gleihf�ormige Bewegung eines Kolloids4.3 ReibungskraftEin Kolloid, das mit Geshwindigkeit u durh eine Fl�ussigkeit der Viskosit�at � bewegtwird, erf�ahrt die Stokes-Reibung FS = 6� RK � u : (4.80)Sind in der Fl�ussigkeit Polymere gel�ost, so erh�oht sih die Reibungskraft. Den Anteilder Reibungskraft, der durh den inhomogenen Partialdruk der Polymere hinzukommt,m�ohte ih in diesem Abshnitt berehnen. Ob die erh�ohte makroskopishe Viskosit�atder Polymerl�osung in unserem Modell ber�uksihtigt werden sollte, ist in Abshnitt 4.3.3diskutiert.4.3.1 Kraftanteil durh PolymereIn unserem Modell (Abshnitt 2) wehselwirken die Polymere durh eine Hartkugel-Wehselwirkung mit dem Kolloid. Die einzige Kraft, die die Polymere auf das Kolloidaus�uben k�onnen, kommt also aus dem inhomogenen Partialdruk der Polymere auf derOber�ahe der verbotenen Zone (r = 1). Grund f�ur den inhomogenen Partialdruk istder Anstau von Polymeren vor dem Kolloid. In unserem Modell werden die Polymereals ideales Gas betrahtet und ih kann den Partialdruk mithilfe der Zustandsgleihungbestimmen, P V = N kBT : (4.81)Mit NV = �(r) (4.82)folgt P (r) = �(r) kBT : (4.83)Dabei sind N und V auf ein in�nitesimal kleines Volumen am Ort r bezogen. Die Kraftauf ein Fl�ahenelement dA auf der Kugelober�ahe r = 1 ist damitdF (1; �) = �P (1; �)dA(1; �) : (4.84)Das Minuszeihen kommt daher, dass dA nah au�en gerihtet ist. Der dimensionsloseDruk wird in Einheiten von �1 kBT und die dimensionslose Kraft in Einheiten vonR2 �1 kBT gemessen. Aufgrund der �-Symmetrie der Dihteverteilung � gibt es nur eineNettokraft in z-Rihtung. Diese ist das Integral �uber die Kugelober�ahe von dF � êz,Fz = 2�Z0 d� �Z0 sin � d� �(1; �) os �|{z}êr�êz : (4.85)Da ih �(r) als Reihe in Legendre-Polynomen geshrieben habe,�(r; �) = NXl=0 Al(r)Pl(os �); (4.86)42



4.3 Reibungskraft
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Abbildung 4.19: Reibungskraft auf das Kolloid durh inhomogenen Partialdruk der Po-lymere.und f�ur die Legendre-Polynome die Orthogonalit�atsrelation (4.78) gilt, stiht das Integral(4.85) nur den KoeÆzient von P1 aus der Summe heraus, alle anderen Beitr�age sind Null.Die Kraft auf das Kolloid ist also gegeben durhFz = �4�3 A1(1) : (4.87)Sie ist negativ. Ein Kolloid, das in êz-Rihung bewegt wird, erf�ahrt erwartungsgem�a�eine Kraft in �êz-Rihtung. Die Kraft Fz ist in Abbildung 4.19 f�ur zwei Werte von RKin Abh�angigkeit von u aufgetragen. Wie die Stokes-Kraft ist sie nahezu linear in derGeshwindigkeit.4.3.2 Abh�angigkeit der Reibungskraft von RKDie Reibungskraft des Kolloids nimmt ebenfalls mit wahsendem RK ab. Die funktionaleAbh�angigkeit ist dabei �ahnlih derjenigen des Anstaus. Mit Gleihung 4.70 ist A1(1) inerster Ordnung in uA1(1) = 12 u �1� 32RK + 12R3K�+O(u2) : (4.88)In erster Ordnung in u ist A1(1) und damit Fz also proportional zu ur(1; 0), der Str�om-ungsgeshwindigkeit am Staupunkt. In Abbildung 4.20 ist zu sehen, dass diese Abh�angigkeitvon RK auh f�ur u = 10 noh gut gilt, wobei dort �A1(1) aus (4.88) ange�ttet wurde(� = 0:64), da der Betrag der Kraft aus (4.88) f�ur diese Geshwindigkeit niht mehrstimmt. Das Resultat (4.88) werde ih in Abshnitt 5 zur Berehnung der Di�usionskon-stanten eines Kolloids in einer Polymerl�osung benutzen. 43
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Abbildung 4.20: Reibungskraft in Abh�angigkeit von RK f�ur u = 10. Sie ist in guterN�aherung proportional zur Str�omungsgeshwindigkeit am Staupunkt,ur(1; 0) = �u �1� 32RK + 12R3K�.4.3.3 GesamtkraftDie Kraft auf ein Kolloid, das durh eine Polymerl�osung bewegt wird, setzt sih inunserem Modell zusammen aus der Stokes-Kraft des L�osungsmittels und der oben be-rehneten Kraft FP durh inhomogenen Partialdruk der Polymere,F = FS + FP : (4.89)Die makroskopishe Viskosit�at der Polymerl�osung ist gr�o�er als diejenige des reinenL�osungsmittels. Die Frage ist, ob in (4.89) die Stokes-Kraft FS mit der Viskosit�at desreinen L�osungsmittels oder mit der erh�ohten Viskosit�at (FPS ) der Polymerl�osung benutztwerden soll. Ein mikroskopishes Modell, das Wehselwirkungen der Polymere und dieR�ukkopplung der Polymere auf das Str�omungsfeld des L�osungsmittels ber�uksihtigt,sollte meiner Meinung nah die erh�ohte Viskosit�at der Polymerl�osung shon enthalten.In unserem Modell werden diese jedoh vernahl�assigt. F�ur stark verd�unnte L�osungensind die Wehselwirkungen der Polymere untereinander wahrsheinlih wenig relevant,die R�ukkopplung der Polymere auf das Str�omungsfeld k�onnte in diesem Fall �uber dieBenutzung der makroskopishen Viskosit�at in FPS e�ektiv ber�uksihtigt werden. Obdies sinnvoll ist oder niht, kann meiner Meinung nah nur durh den Vergleih mitExperimenten und einer systematishen Entwiklung eines besseren mikroskopishenModells beantwortet werden. Ih werde immer zuerst von einer Gesamtkraft mit FSdes reinen L�osungsmittels ausgehen. In den Kapiteln 5 und 6 ist die Gesamtkraft mitexperimentellen Ergebnissen verglihen.
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4.4 Zeitentwiklung in erster Ordnung in u4.4 Zeitentwiklung in erster Ordnung in uIn diesem Abshnitt werde ih die Zeitentwiklung der Dihte in erster Ordnung in uberehnen. Es geht um die Frage, wie die Polymerdihte sih entwikelt, wenn das Kolloidzum Zeitpunkt t = 0 aus der Ruhe auf die Geshwindigkeit u beshleunigt wird. Ausder Zeitentwiklung der Dihte l�asst sih dann die Zeitentwiklung der Reibungskraftauf das Kolloid bestimmen.4.4.1 Zeitentwiklung der DihteIn erster Ordnung in u hat die station�are L�osung folgende Form, siehe Abshnitt 4.1.1:�(r; �) = 1 + u2 r2 os � : (4.90)Daher mahe ih folgenden Ansatz f�ur �(r; t):�(r; t) = 1 + ua(r; t) os � : (4.91)Ih setze diesen Ansatz in die bekannte Di�usionsgleihung (3.12) ein und nehme nurTerme erster Ordnung in u mit. Dann ergibt sih�a�t = �2a�r2 + 2r �a�r � 2r2 a : (4.92)Nun f�uhre ih eine Laplaetransformation in t durh,Lfa(r; t)g = A(r; s) = 1Z0 dt e�st a(r; t) : (4.93)Dieses Integral konvergiert f�ur Re(s) > 0 und (4.92) wird zusA = �2A�r2 + 2r �A�r � 2r2 A : (4.94)Diese Gleihung hat die L�osungA(r; s) = C1 eps r �ps+ s rr2 + C2 e�ps r ps+ s rr2 : (4.95)Die Wurzel von s hat stets zwei L�osungen, da s komplex ist. Diese beiden L�osungensind das negative voneinander. Da die beiden L�osungen in (4.95) sih nur durh dasVorzeihen von ps untersheiden, sind sie f�ur komplexes s �aquivalent. Ih werde alsoC1 = 0 setzen.Die Randbedingung bei r = 1 ist in erster Ordnung in u gegeben durh�A�r ����r=1 = �Lfu(t)g=u : (4.96)Ih muss also die Geshwindigkeit des Kolloids Laplae-transformieren. Die Frage ist, wasf�ur eine Form u(t) haben soll. Um die von der Form der Beshleunigung des Kolloids45



4 Gleihf�ormige Bewegung eines Kolloidsunabh�angige Zeitentwiklung zu bekommen benutze ih die Stufenfunktion u(t)=u =�(t). Da muss man allerdings aufpassen, da zum Zeitpunkt t = 0 die Randbedingungbei r = 1 niht erf�ullt ist. Dann ist die Dihte noh gleih 1 und ���r = 0. Es zeigt sihjedoh, dass daraus keine Probleme entstehen. Ih habe gepr�uft, dass die L�osung vona(r; t) mit einer sanfteren Funktion u(t)=u = 1 � e�b t f�ur b!1 gegen die L�osung mitder Stufenfunktion geht. Ih werde die folgende Rehnung also mit der Stufenfunktiondurhf�uhren, Lf�(t)g = 1s : (4.97)Dies und (4.95) eingesetzt in (4.96) ergibtC2 = epss3=2 (2 + 2ps+ s) ;A(r; s) = e�ps (r�1)(1 +ps r)s (2 + 2ps+ s) r2 : (4.98)Die R�uktransformation ist aufgrund der Wurzel von s niht trivial. Deshalb verwendeih folgende Formel aus [3℄:L�1fF (ps)g = 1Z0 d�  (�; t) f(�) : (4.99)Dabei ist F (s) die Laplae-Transformierte von f(t). Die Funktion  ist (�; t) = �2p� t3=2 e��2=4 t : (4.100)Ih muss also die R�uktransformierte von A(r; ~s2) in (4.98) bez�uglih ~s berehnen. Dieskann mithilfe der Computeralgebra-Software Mathematia geshehen,L( e�~s (r�1)(1 + ~s r)~s2 (2 + 2 ~s+ ~s2) r2) = 12 r2 �e�1�t �e1+t t�er (�1 + r) os(1 + t� r)� er r sin(1 + t� r)��(1 + t� r)	 : (4.101)Dieser Ausdruk wird in das Integral (4.99) eingesetzt und dieses numerish mit Ma-thematia berehnet. In Abbildung 4.21 ist a(r; t) f�ur vershiedene Zeiten t aufgetragen.4.4.2 Zeitentwiklung der ReibungskraftF�ur die Diskussion der Di�usionskonstante eines Kolloids in einer Polymerl�osung inKapitel 5 ist die zeitlihe Entwiklung der Kraft auf das Kolloid von Bedeutung. F�urdiese Kraft ben�otige ih nur die Kontaktdihte, also a(1; t). Dies ist in Abbildung 4.22aufgetragen. Man sieht, dass die Kontaktdihte bei t = 0 steil ansteigt. Im folgendenwerde ih die asymptotishe Form von a(1; t) f�ur t ! 1 berehnen. Dazu setze ih in46
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Abbildung 4.21: a als Funktion von r f�ur vershiedene Zeiten t. Die L�osung f�ur t = 1ist diejenige des station�aren Zustandes.Gleihung (4.98) die Koordinate r = 1 und bekomme so die Laplaetransformierte derKontaktdihte, A(r = 1; s) = (1 +ps)s (2 + 2ps+ s) : (4.102)Dieser Ausdruk in einer Reihe in s entwikelt istA(r = 1; s) = 12 s � 14 + ps4 � s8 + s216 � s 5216 + s332 � s464 +O(s 92 ) : (4.103)Nun f�uhre ih die R�uktransformation dieser Terme einzeln durh,L�1� 12 s� = 12 ;L�1 fsng = Æ(n)(t) ;L�1 nsn=2o / 1tn=2+1 : (4.104)Der oberste Term ist der einzig zeitlih konstante und entspriht der station�aren L�osung.F�ur gro�e t ist der n�ahste Term derjenige / ps,L�1 �ps	 = � 12p� t3=2 : (4.105)Die asymptotishe Form von a(r; t) ist also:a(r; t) � 12 � 18p� t3=2 f�ur t!1 : (4.106)47
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tAbbildung 4.22: a bei r = 1 als Funktion der Zeit.In Abbildung 4.23 ist die Funktion a(1;1)� a(1; t) doppelt logarithmish aufgetragen,um die �Ubereinstimmung f�ur t!1 zu verdeutlihen.Da f�ur gro�e Zeiten die Asymptotik (4.106) gilt und diese niht exponentiell abf�allt,kann man keine harakteristishe Zeitskala f�ur das Anwahsen der Kraft angeben. Mankann jedoh sagen, dass die Zeit, in der zum Beispiel 90 % des Maximalwertes erreihtsind, in der Gr�o�enordnung von 1 liegt. Da t in der reskalierten Gleihung in Einheitenvon R2D gemessen wird, ist nah einer Zeit von R2D die Kraft bei 90 % des Maximalwertes.F�ur kleine u ist diese Zeit unabh�angig von der Endgeshwindigkeit des Kolloids.
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Abbildung 4.23: Vergleih der Di�erenz a(1;1)�a(1; t) aus der numerishen Integrationmit derjenigen aus der Asymptotik.
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5 Di�usion eines Kolloids in einerPolymerl�osungIn diesem Kapitel werde ih die Di�usionskonstante DK eines Kolloids in einer Poly-merl�osung mithilfe vershiedener Ans�atze berehnen und die Ergebnisse mit Experi-menten vergleihen. Die Di�usionskonstante eines Kolloids in einer Polymerl�osung istkleiner als diejenige im reinen L�osungsmittel. Die Polymere shr�anken das Kolloid inseiner Bewegung ein, die Mobilit�at des Kolloids ist reduziert. In diesem Kapitel werdendimensionsbehaftete Gr�o�en verwendet.5.1 Dynamishes ModellDie Einstein-Gleihung f�ur die Di�usionskonstante einer Kugel mit Radius RK in einerFl�ussigkeit der Viskosit�at � lautet [10℄DK = kBT6� � RK : (5.1)Wobei der Nenner der ReibungskoeÆzient  ist. Die Viskosit�at �P einer Polymerl�osungist gr�o�er als diejenige des reinen L�osungsmittels, weshalb man erwartet, dass die Dif-fusionskonstante in der Polymerl�osung kleiner ist als diejenige im reinen L�osungsmittel.Setzt man �P in Gleihung 5.1 ein,DK = kBT6� �P RK ; (5.2)so erh�alt man laut [15℄ eine im Vergleih zu Experimenten zu kleine Di�usionskonstan-te. In Gleihung (5.2) wird die Polymerl�osung als homogenes Kontinuum mit Visko-sit�at �P behandelt. Die Viskosit�at �P wird mit Rheometern gemessen, die Abmessun-gen des Rheometers sind viel gr�o�er als die Polymere. Das Kolloid ist jedoh von derGr�o�enordnung der Polymere, auf dieser Gr�o�enskala sind die vershiedenen Eigenshaf-ten von Polymeren und L�osungsmittel von Bedeutung. An der Ober�ahe der verbote-nen Zone verhalten sih diese beiden Bestandteile v�ollig untershiedlih. Deshalb gilt dieEinstein-Gleihung f�ur eine Polymerl�osung niht in dieser Form.Mit der in Abshnitt 4.3 berehneten Reibungskraft FP eines Kolloids in einer Po-lymerl�osung und dem daraus folgenden ReibungskoeÆzienten P kann ih die Einstein-Gleihung folgenderma�en aufshreiben:DK = kBT6� � R+ P : (5.3)50



5.2 SkalierungDieser Ansatz ist konsistent mit den in Kapitel 2 gemahten N�aherungen. In Gleihung(5.3) tritt nur die Viskosit�at des reinen L�osungsmittels auf, da in unserem mikroskopi-shen Modell das makroskopish gemessene �P niht de�niert ist. Dies ist in Abshnitt4.3.3 diskutiert.F�ur den ReibungskoeÆzienten P benutze ih die erste Ordnung der Entwiklungum u = 0. In [4℄ wird die Di�usionskonstante eines Kolloids in einer Kolloidl�osungebenfalls mithilfe der deformierten Dihteverteilung der restlihen Kolloide berehnet.Die verwendete deformierte Dihtefunktion stammt dort aus der ersten Ordnung in derGeshwindigkeit des Kolloids,�(r; �) = 1 + u2 r2 �1 "1� 32 RKR + 12 �RKR �3# os � +O(u2) ; (5.4)FP = 2�3 R2 u �1 kBT "1� 32 RKR + 12 �RKR �3# : (5.5)Mit u = v RD ; FP = P v ;ergibt sih P = 2�3 R3D �1 kBT "1� 32 RKR + 12 �RKR �3# : (5.6)Im folgenden werde ih diesen Ansatz als Dynamishes Modell bezeihnen. Im n�ahstenAbshnitt werde ih die aus diesem Ansatz folgenden Abh�angigkeiten von DK von derGr�o�e des Kolloids, der Masse und der Konzentration der Polymere mit experimentellenErgebnissen vergleihen.5.2 SkalierungLaut [13℄ kann die Di�usionskonstante eines Kolloids in einer Polymerl�osung an folgendefunktionale Form angepasst werden:DKD0 = e�a � M RÆK : (5.7)Dabei ist  die Massenkonzentration der Polymere, M ihre molare Masse und RK derRadius des Kolloids. a ist eine Konstante.Ih werde diese Exponenten f�ur DKD0 � 1 aus Gleihung (5.3) berehnen, in diesemBereih gilt DKD0 � 1� a �M RÆK : (5.8)Da wir Wehselwirkungen der Polymere vernahl�assigen, also nur verd�unnte Polymerl�o-sungen betrahten, beshr�ankt sih der G�ultigkeitsbereih des Ansatzes (5.3) auf diesenBereih. 51



5 Di�usion eines Kolloids in einer Polymerl�osungDer Ansatz (5.3) ist in diesem Grenzfall, wenn ih f�urD0 den Ausdruk (5.1) einsetze,DKD0 � 1� P6� � RK : (5.9)Durh Vergleih der beiden Gleihungen bekomme ih f�ur PP = a �M RÆK (6� � RK)= 6� � a �M RÆ+1K : (5.10)Nun kann ih die Exponenten bestimmen.5.2.1 Exponent der Dihte, �Bei konstanter molarer Masse und konstantem Kolloidradius ist P linear in der Poly-merdihte. Daraus folgt � = 1 : (5.11)In [13℄ werden f�ur � Werte zwishen 0.5 und 1 angegeben.5.2.2 Exponent der Polymermasse, Zun�ahst ben�otige ih ein Verh�altnis zwishen der molaren Masse und dem Gyrations-radius der in [13℄ verwendeten PEO Polymere. Im allgemeinen istRP /M� : (5.12)Dabei ist � in der N�ahe von 12 . Im einfahsten Polymermodell ist M proportional zurAnzahl der Shritte eines Zufallspfades und RP der Betrag der zur�ukgelegten Streke.In [8℄ ist RP = 0:215M0:583�A (5.13)angegeben. Au�erdem ben�otige ih ein Verh�altnis zwishen der molaren Masse und derDi�usionskonstante D der Polymere, hier gilt allgemeinD /M� : (5.14)Des weiteren ist zu beahten, dass  als Exponent von M bei konstanter Massendihte de�niert ist. In meiner Rehnung ist die Dihte � aber eine Teilhendihte. Bei konstanterMassendihte h�angt die Teilhendihte also von der Masse der Teilhen ab, /M � ;� / M : (5.15)Es tritt also noh ein Faktor M�1 bei der Berehnung von  auf. Insgesamt tragen alsofolgende Faktoren zu  bei, siehe (5.6),M�1; M��; (RK +RP )3; "1� 32RKR + 12 �RKR �3# : (5.16)52



5.2 SkalierungDie rehten beiden Faktoren sind zusammengenommen(RK +RP )3 � 32RK (RK +RP )2 + 12 R3K = 32 RK R2P +R3P : (5.17)Da in [13℄ der Kolloidradius stets viel gr�o�er als der Polymerradius ist, werde ih denSummanden R3P f�ur die Skalierung vernahl�assigen. Der Ausdruk (5.17) gibt also einenFaktor R2P .Insgesamt ergibt sih der Exponent von M mit RP /M� zuM�1��+2� ; (5.18) = �1� � + 2� : (5.19)Mit � = 0:583 und � = �0:55 [7℄ ist  = 0:72 : (5.20)In [13℄ ist  mit 0:8� 0:1 angegeben. Er stimmt also gut mit meinem berehneten Wert�uberein. Der berehnete Wert  ist jedoh von empirishenWerten von � und � abh�angig.Wenn ih den Summanden R3P in (5.17) mitnehme, ist die Abh�angigkeit von M gegebendurh 32M�1��+2� + RPRK M�1��+2� = 32M0:72 + 0:215�ARK M1:30 : (5.21)Im letzten Shritt habe ih wieder die empirishen Werte f�ur die Abh�angigkeiten einge-setzt.5.2.3 Exponent von RK , ÆIm vorigen Abshnitt habe ih alle radienabh�angigen Faktoren aufgez�ahlt. F�ur RP � RKist die Reibungskraft durh die Polymere linear in RK , siehe (5.17),RÆ+1K = R1K ;Æ = 0 : (5.22)In [13℄ wird Æ mit 0 angegeben. Dieses Ergebnis wird dort als erstaunlih diskutiert. Alstheoretishe Voraussage f�ur Æ wird 1 angegeben.Dieses theoretishe Ergebnis f�ur Æ = 0 ist besonders sh�on, da es unabh�angig vonempirishen Gr�o�en ist. Es zeigt, dass Hydrodynamik relevant ist f�ur die Reibungskrafteines Kolloids in einer Polymerl�osung. Im Falle der Abh�angigkeit von RK kann man sihalle Faktoren gut veranshaulihen:� Die Fl�ahe (Wirkungsquershnitt) des Kolloids steigt mit R2K .� Je gr�o�er das Kolloid, desto gr�o�er der Anstau, da die Polymere mehr Zeit ben�otigen,um au�en um das Kolloid herum zu kommen. Dies gibt einen weiteren Faktor RK .� Je gr�o�er das Kolloid im Vergleih zum Polymer, desto kleiner ist das Str�omungsfeldin der N�ahe des Kolloids, das ergibt einen Faktor R�2K .Insgesamt ist die Reibungskraft also proportional zu R1K , also genauso wie die Stokes-Kraft im reinen L�osungsmittel. Der letzte Punkt der Aufz�ahlung kommt aus der Hydro-dynamik. 53



5 Di�usion eines Kolloids in einer Polymerl�osung
RKp K+RR

η i

ηaAbbildung 5.1: Zweishalenmodell: grau ist das Kolloid, au�en herum die verbotene Zonemit Viskosit�at des L�osungsmittels �i. Au�erhalb der verbotenen Zone istdie Viskosit�at die der Polymerl�osung �a.5.3 Diskussion des Dynamishen ModellsDer Ansatz f�ur die Di�usionskonstante eines Kolloids in einer Polymerl�osung ist in die-sem Modell durh (5.3) gegeben,DK = kBT6� � R+ P :Der ReibungskoeÆzient P ist jedoh zeitabh�angig, siehe Abshnitt 4.4. Dort habe ihdie Zeitentwiklung der Kraft berehnet, wenn das Kolloid instantan aus der Ruhe aufeine konstante Geshwindigkeit beshleunigt wird.Die Reibungskraft hinkt den Bewegungen des Kolloids also hinterher. In Abshnitt4.4 ergab sih, dass nah einer Zeit von R2D die Kraft bei etwa 90 % des Maximalwertesist. F�ur die in [13℄ und [15℄ verwendeten Kolloide und Polymere ist diese Zeitskala imBereih von 10�3 bis 10�5 Sekunden. Eine wihtige Frage w�are jetzt diejenige nah denZeitskalen, auf denen sih die Rihtung und Geshwindigkeit des Kolloids �andert. DieseZeitskalen m�usste man dann mit den oben genannten vergleihen.Im Anshluss an den n�ahsten Abshnitt werde ih den Betrag von DK mit experi-mentellen Ergebnissen vergleihen.5.4 ZweishalenmodellEine weitere Idee f�ur die Berehnung der Di�usionskonstanten eines Kolloids in einerPolymerl�osung ist das Zweishalenmodell. Es beruht auf der Tatsahe, dass die Vis-kosit�at einer Polymerl�osung mit der Polymerdihte zunimmt. Diese Zunahme kommtaus den Wehselwirkungen der Polymere, die bisher vernahl�assigt wurden. Das Mo-dell ist in Abbildung 5.1 abgebildet. Innerhalb der verbotenen Zone sei die Viskosit�atdie des L�osungsmittels �i, au�erhalb der verbotenen Zone sei die Viskosit�at die derPolymerl�osung. F�ur dieses einfahe Modell kann ih die Stokes-Gleihung l�osen. Ih wer-de dazu analog zu [2℄ vorgehen. Dort wird auf Seite 70 das Problem der geradlinigen54



5.4 Zweishalenmodellgleihf�ormigen Bewegung einer Kugel in einer z�ahen Fl�ussigkeit behandelt. Es wird eineskalare Funktion f eingef�uhrt mitv = r�r� (f w) +w ; (5.23)�2f = 0 : (5.24)Dabei ist v das Str�omungsfeld im Ruhesystem der Kugel und w das Str�omungsfeld f�urr !1. Aus Gleihung (5.24) folgt mit der Kugelsymmetrie der Randbedingungen�f = 2 ar +A : (5.25)In [2℄ wird argumentiert, dass A vershwinden muss, damit die Geshwindigkeit im un-endlihen gegen w geht. Im Zweishalenmodell rehne ih mit zwei Funktionen fi und fa,die f�ur die Berehnung der Geshwindigkeitsfelder innen beziehungsweise au�en benutztwerden, �fi = 2 air +Ai ;�fa = 2 aar : (5.26)Mit dem obigen Argument muss nur Aa vershwinden, niht aber Ai. F�ur die Geshwin-digkeitsfelder ergibt sih damit nah nohmaliger Integration,vi = w � ai w + êr (w � êr)r + bi �w + 3 êr (w � êr)r3 �Ai 4w ;va = w � aa w + êr (w � êr)r + ba �w + 3 êr (w � êr)r3 : (5.27)F�ur die f�unf unbekannten Parameter brauhe ih also f�unf Randbedingungen. Zun�ahstsoll die Geshwindigkeit auf der Kolloidober�ahe vershwinden,vi(RK) = 0 : (5.28)Aus dieser Forderung ergeben sih zwei Gleihungen. Au�erdem muss das Feld kontinu-ierlih bei r = RK +RP sein,vi(RK +RP ) = va(RK +RP ) : (5.29)Aus dieser Forderung ergeben sih ebenfalls zwei Gleihungen. Auf der Ober�ahe derKugel mit r = RK + RP sollen die Sherkr�afte in tangentialer Rihtung kontinuierlihsein, die relevanten Eintr�age des Spannungstensors sind(��r)i (RK +RP ) = (��r)a (RK +RP ) : (5.30)Mit [2℄ ��r = � �1r �vr�� + �v��r � v�r � (5.31)ergibt sih die letzte Bestimmungsgleihung f�ur die Parameter. 55



5 Di�usion eines Kolloids in einer Polymerl�osung5.4.1 ReibungskraftIn [2℄ ist die Reibungskraft (Stokes-Kraft) angegeben mitFS = 8� a � w : (5.32)Im homogenen Stokes-Problem ist a = 34 RK und FS wird zum bekannten Ausdruk f�urdie Stokes-Reibung. Die Formel (5.32) stimmt im Zweishalenmodell immer noh mita = ai und � = �i, da sih bei der Berehnung von FS alle Terme mit Ai herausk�urzen.Ih muss also nur den Parameter ai berehnen, um die Reibungskraft zu bestimmen.Dieser ist mit x � RPRK gegeben durhai = 3 �aRK (1 + x)34 (�i + 3 �a x+ 3 �a x2 + �a x3) : (5.33)Die Di�usionskonstante aus diesem Modell istDK = kBT8� ai �i : (5.34)5.4.2 Diskussion der ReibungskraftZuerst �uberpr�ufe ih die bekannten Grenzwerte. Wenn die Viskosit�at der Polymerl�osunggegen die der reinen L�osung geht, sollte das Problem zu dem mit homogener Viskosit�at�i werden, was der Fall ist, lim�a!�i ai = 34 RK : (5.35)Wenn der Polymerradius bei konstanter Viskosit�at der Polymerl�osung gegen Null geht,sollte das System zu einem System mit homogener Viskosit�at �a werden. Dies entsprihtdem Modell, worauf sih [13℄ und [15℄ als Einstein-Modell beziehen. Auh diese Bedin-gung ist erf�ullt, limRP!0 ai = 34 �a�i RK : (5.36)Ein weiterer interessanter Grenzwert, der aber niht bekannt ist, ist der f�ur �a !1,lim�a!1ai = 3RK (1 + x)34 (3x+ 3x2 + x3) : (5.37)Die Reibung geht also niht gegen unendlih wenn die Viskosit�at der Polymerl�osunggegen unendlih geht. Eine mit dieser Reibung bestimmte Di�usionskonstante geht alsoniht gegen Null f�ur �a !1, was gleihbedeutend mit !1 ist. Das sollte sie jedohlaut [15℄. Allerdings divergiert der Ausdruk (5.37) wie zu erwarten f�ur x = RP =RK ! 0.Der Grenzwert von (5.37) f�ur x!1 ist gleih 34 RK , also ebenfalls sinnvoll. Ih werdedas Zweishalenmodell f�ur DK=D0 � 1 mit experimentellen Ergebnissen vergleihen.56



5.4 Zweishalenmodell

vw

vp

Abbildung 5.2: Das Polymerkn�auel be�ndet sih direkt vor dem Kolloid. Die Wasserteil-hen str�omen in die verbotene Zone hinein (vW ). Das Polymer bewegtsih entlang der verbotenen Zone (vP ), die Geshwindigkeit der einzelnenSegmente des Polymers untersheidet sih also von der Geshwindigkeitdes sie umstr�omenden Wassers. Damit ist das Geshwindigkeitsfeld dis-kontinuierlih.5.4.3 Shw�ahen des ZweishalenmodellsDas Zweishalenmodell hat meiner Meinung nah folgende Shw�ahen, die zu der Ab-weihung bei � !1 f�uhren k�onnen:� Die Viskosit�at �(r) hat nat�urlih einen viel komplizierteren Verlauf als die Stufen-funktion im Zweishalenmodell.� Der Anstau der Polymere vor dem Kolloid wird vernahl�assigt.� Im Zweishalenmodell wird die Polymerl�osung als Kontinuum mit Viskosit�at �aangenommen. Das Geshwindigkeitsfeld v ist kontinuierlih. Mikroskopish ist dasjedoh problematish, da die Polymere in der N�ahe des Kolloids niht dieselbeGeshwindigkeit haben wie das Wasser, siehe Abbildung 5.2.
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5 Di�usion eines Kolloids in einer Polymerl�osung5.5 Vergleih der Modelle mit dem ExperimentHier werde ih werde die experimentellen Ergebnisse aus [15℄ im Bereih DK=D0 � 1mit den besprohenen Modellen vergleihen. Die Di�usionskonstante der Polymere ent-nehme ih [7℄. Dort ist die Selbstdi�usionskonstante f�ur Polyethylen Oxid Polymere alsFunktion der molaren Masse aufgetragen. Sie liegt f�ur die verwendeten Massen im Be-reih von 10�11 m2s . Ih ben�otige die kollektive Di�usionskonstante, da in das Modelleingeht, wie shnell sih der Polymerstau vor dem Kolloid relaxiert. Im Grenzfall kleinerDihten sind Selbstdi�usionskonstante und kollektive Di�usionskonstante aber identish.Deshalb kann ih die Angaben aus [7℄ verwenden. Abbildung 5.3 zeigt den Vergleih derModelle mit experimentellen Daten. Das Dynamishe Modell passt in allen drei F�allengut. F�ur gro�e Polymermassen, also gro�e Polymerradien, ist die Di�usionskonstanteaus dem Zweishalenmodell gr�o�er als diejenige aus dem Dynamishen Modell. F�ur klei-ne Polymermassen ist die Di�usionskonstante aus dem Zweishalenmodell kleiner, sieuntersheidet sih kaum von derjenigen aus dem Einstein-Modell. Im obersten Graphbetr�agt der Polymerradius 7 nm, also in etwa 2 % des Kolloidradiusses. Der Einuss derverbotenen Zone ist deshalb gering. In diesem Grenzfall ist das Zweishalenmodell alsoniht gut. Der Faktor �1� 32 RKR + 12 �RKR �3� von P in Gleihung (5.6) stammt aus demEinuss der Hydrodynamik auf das Dynamishe Modell. Dieser Faktor betr�agt f�ur dieRadienverh�altnisse im obersten Graphen 6 � 10�4. Der Einuss der Hydrodynamik re-duziert den ReibungskoeÆzienten in diesem Modell also erheblih. Der Ahsenabshnittder theoretishen Kurven ist der in [15℄ angegebene Wert f�ur D0. Im obersten Graphenist dieser Wert jedoh zu klein. Dies kann an kleinen Shwankungen der Gr�o�e der imExperiment verwendeten Kolloide liegen.
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5.5 Vergleih der Modelle mit dem Experiment
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Abbildung 5.3: Di�usionskonstante einer Kugel mit Radius 320 nm in einer L�osung vonPolyethylen Oxid Polymeren der Massen 18500 amu (oben), 105 amu(Mitte) und 3 � 105 amu (unten). In allen drei F�allen ist das DynamisheModell besser als das Einstein-Modell. Der Ahsenabshnitt der theore-tishen Kurven ist das der experimentellen Arbeit entnommene D0. 59



6 Aktuelle experimentelle Messung derReibungskraftDie Reibungskraft eines Kolloids in einer Polymerl�osung wird derzeit an der Universit�atLeipzig in der Gruppe von F. Kremer experimentell bestimmt. Die Ergebnisse werde ihin diesem Kapitel mit den theoretishen Vorhersagen unseres Modells vergleihen. Dabeiwerde ih wieder dimensionsbehaftete Gr�o�en verwenden.6.1 Experimentelle AnordnungIm Experiment wird das Kolloid mithilfe einer optishen Pinzette durh die Polymerl�o-sung bewegt, der Kurs ist in Abbildung 6.1 zu sehen. Die verwendeten Kolloide habeneinen Radius zwishen 0:66 und 1:5 �m. Das Polymer ist �-DNA der L�ange 16 �m. Es hateinen Gyrationsradius von 0:5 �m. Die im Experiment verwendeten Geshwindigkeitensind im Bereih von 50 bis 500 �ms . Dies ist sehr hoh und entspriht ungef�ahr u = 100bis u = 1000. Diese hohen Geshwindigkeiten sind bei der Kraftmessung notwendig, umein gutes Signal-Raush Verh�altnis zu bekommen.6.2 Ben�otigte Gr�o�enNah Kapitel 4.3 ist die Reibungskraft durh Polymere gegeben durhFP = 4�3 A1(R)R2 kBT : (6.1)Ih ben�otige also den DipolkoeÆzientenA1(R). Dieser h�angt von u = v RD ab. Ih ben�otigealso noh die Di�usionskonstante der Polymere. Des weiteren ist A1(R) proportional zurRuhedihte �1, diese wird also auh noh ben�otigt.6.2.1 Extrapolation von A1(R) f�ur gro�e GeshwindigkeitenF�ur die im Experiment verwendeten gro�en Geshwindigkeiten habe ih Berehnungenmit Ordnung N = 100 durhgef�uhrt, die also bis u = 100 verl�asslih sind. Es zeigt sih,dass der DipolkoeÆzient A1(R) sih f�ur gro�e u der FormA1(R)=�1 = a+ b u (6.2)ann�ahert. F�ur die drei Kolloide treten folgende Radienverh�altnisse auf:
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6.2 Ben�otigte Gr�o�en

90 µmAbbildung 6.1: Der Weg des Kolloids durh die Polymerl�osung. Dieser Weg wird gew�ahlt,da die verwendete Vorrihtung nur 90 �m Streke zur�uklegen kann.RK [�m℄ RP [�m℄ RK=R0.66 0.5 0.571.12 0.5 0.691.5 0.5 0.75Die Konstanten a und b kann ih durh �tten bestimmen, siehe Abbildung 6.2. Ausden Fits ergeben sih folgende extrapolierten Abh�angigkeiten von u:RK=R = 0:57 : A1(R)=�1 = 0:79 + 0:030u ; (6.3)RK=R = 0:69 : A1(R)=�1 = 0:58 + 0:015u ; (6.4)RK=R = 0:75 : A1(R)=�1 = 0:42 + 0:0086u : (6.5)6.2.2 Di�usionskonstante der �-DNADie Di�usionskonstante der �-DNA kann mithilfe des hydrodynamishen Radius RHabgesh�atzt werden. Dieser ist in [11℄ f�ur DNA mitRH = 0:662RP � 0:33 �m (6.6)angegeben. Die Di�usionskonstante bei 25Æ Celsius ist also in etwaD = kBT6� RH � � 7:35 � 10�13m2s : (6.7)61



6 Aktuelle experimentelle Messung der Reibungskraft
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Abbildung 6.2: Die DipolkoeÆzienten und die zur Extrapolation f�ur gro�e u genutztenlinearen Fits.6.2.3 RuhedihteDie Masse eines der verwendeten Polymere istM = 31:5 � 106 amu = 31:5 � 106 � 1:66 � 10�24 g : (6.8)Die Dihte der Polymere wird von den Experimentatoren stets als Massendihte  ange-geben. Ih muss sie deshalb in die Teilhendihte �1 umrehnen. Mit der oben genanntenMasse ergibt sih �1 � 1:91 � 1016 1m3 � [�g=ml℄ : (6.9)6.3 Kraftmessung mit RK = 1:12 �mF�ur diesen Kolloidradius wurden die meisten Messungen durhgef�uhrt.6.3.1 Betrag der KraftIn Abbildung 6.3 ist die Reibungskraft f�ur  = 40 �g/ml zusammen mit theoretishenErgebnissen aufgetragen. Man sieht folgendes:� Die experimentell bestimmte Kraft ist linear in der Geshwindigkeit und gr�o�er alsdie theoretish berehnete.� Die experimentell bestimmte Kraft ist auh gr�o�er als die Kraft FPS mitFPS = 6� �P RK : (6.10)Dies ist anders als bei der Di�usionskonstanten eines Kolloids in einer Polymerl�osungin Kapitel 5. Dort war die gemessene e�ektive Reibung kleiner als FPS .62



6.4 Kraft in Abh�angigkeit von RK
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Abbildung 6.3: Reibungskraft eines Kolloids in einer Polymerl�osung. FS ist die theoreti-she Stokes-Kraft f�ur reines Wasser. FP ist die von mir berehnete Rei-bungskraft aufgrund inhomogenen osmotishen Druks. Die zweite Linievon unten ist also die Voraussage der Reibungskraft unseres Modells. FPSist die Stokes-Kraft mit Viskosit�at der Polymerl�osung.Die Viskosit�at wurde ebenfalls von der Experimentatoren bestimmt, sie betr�agt bei dieserDihte 1:18 � 0:01 mPas.6.3.2 Abh�angigkeit der Reibungskraft von der RuhedihteAbbildung 6.4 zeigt die Abh�angigkeit der Kraft von der Dihte. Sie ist linear, liegtallerdings niht auf einer Ursprungsgeraden. F�ur kleine Dihten n�ahert sih der expe-rimentelle Wert dem theoretishen an. Das gibt Ho�nung, bei kleineren Dihten gute�Ubereinstimmung zu �nden. In diesem Bereih ist die Messgenauigkeit allerdings nohniht hoh genug.6.4 Kraft in Abh�angigkeit von RKIn Abbildung 6.5 ist die Kraft in Abh�angigkeit von RK aufgetragen. Man sieht, dassdie experimentellen Werte stark nihtlinear sind. Die theoretishen Punkte sind nahezulinear im Kolloidradius.Es sieht so aus, als w�urde sih das System f�ur die beiden kleineren Radien eventuellnoh durh unser Modell beshreiben lassen. F�ur den gro�en Sprung zu RK = 1:5 �mist dies allerdings in keinem Fall m�oglih.
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6 Aktuelle experimentelle Messung der Reibungskraft
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Abbildung 6.4: Reibungskraft in Abh�angigkeit der Polymerdihte bei v = 100 �m/s.Gezeigt ist die reine Polymerkraft, die Kraft in reinem Wasser ist abge-zogen. Die experimentellen Punkte wurden aus einem linearen Fit durhdie Messwerte als Funktion von v ermittelt. FP und FPS sind de�niertwie oben.
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Abbildung 6.5: Kraft bei v = 100 �m/s f�ur vershiedene Radien RK und Polymerdihte30 �g/ml. Gezeigt ist wieder die reine Polymerkraft. Die experimentellenPunkte wurden wieder aus einem linearen Fit durh die Messwerte alsFunktion von v ermittelt.64



7 Kolloid im SherussEin weiteres interessantes Str�omungsfeld ist der Sheruss. Ih werde wieder die stati-on�are Dihteverteilung berehnen. Dabei werde ih wie im Fall des gleihf�ormig beweg-ten Kolloids vorgehen und zun�ahst den Einuss des Kolloids auf das Str�omungsfeldvernahl�assigen. Ih werde wieder zwei L�osungsmethoden verwenden, die Entwiklungum u = 0 sowie die numerishe L�osungsmethode mit AUTO 2000. In Abbildung 7.1 istdas Kolloid im Sheruss gezeigt mit dem verwendeten Koordinatensystem. Es werdendimensionslose Gr�o�en gem�a� Abshnitt 3.2 verwendet.7.1 Grenzfall RK ! 0Im Grenzfall RK ! 0 wird das Str�omungsfeld gar niht vom Kolloid beeinusst, derSheruss sieht folgenderma�en aus:ux = 0uy = 0uz = �ux : (7.1)u = _ R2D ist die dimensionslose Sherrate, _ ist die dimensionsbehaftete Sherrate. InKugelkoordinaten ist das Str�omungsfeld (7.1) gegeben durhur(r; �; �) = �u r sin � os � os� ;u�(r; �; �) = u r sin2 � os� : (7.2)7.1.1 Entwiklung um u = 0Genau wie in Abshnitt 4.1.1 werde ih die Dihte �(r; �; �) in eine Taylorreihe in uentwikeln, �(r; �; �;u) = �0 + u�1 + u2�2 + : : : : (7.3)�0 muss dabei wieder die Ruhedihte sein. Die erste Ordnung ergibt sih aus�u �r�0| {z }=0 +u��1 = 0 ; (7.4)�ur �0 + u ��r�1�����r=1 = 0 : (7.5)65



7 Kolloid im Sheruss
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Abbildung 7.1: Kolloid im Sheruss. Der Winkel � ist wie in Kugelkoordinaten �ublihvon der xz-Ebene aus gemessen.Der Term �uber der geshweiften Klammer ist Null, da �0 niht von r abh�angt. Dieallgemeine L�osung von (7.4) ist�1 = 1Xl=0 lXm=�l �Cml rl +Dml r�l�1�Pml (os �) eim� : (7.6)Die Randbedingung bei r !1 ist nur erf�ullt, wenn alle Cml gleih Null sind. Die Rand-bedingung bei r = 1 in Gleihung (7.5) sagt, dass der Winkelanteil von �1 proportionalzum Winkelanteil von ur = �u r sin � os � os� = 13 u r P 12 (os �) os� ist. Damit istnur D12 von Null vershieden, welhes ih mit Hilfe von (7.5) bestimmen kann. �1 ergibtsih zu �1(r; �; �) = � 19 r3 P 12 (os �) os� : (7.7)Wenn ih die Entwiklung weiter f�uhre, treten ab der 3. Ordnung wie in Abshnitt 4.1.1Terme auf, die die Randbedingung bei r ! 1 niht erf�ullen. Deshalb brehe ih dieEntwiklung hier ab. In Abshnitt 7.1.7 ist zu sehen, dass die Funktion e�u r=2=r3 gut andie numerishe L�osung der Dihte bei � = �=4, � = 0 ange�ttet werden kann. Das erkl�artdas Auftreten derselben Probleme bei der Entwiklung um u = 0 wie in Abshnitt 4.1.1.In Abshnitt 7.1.6 werde ih durh Vergleih mit numerishen Ergebnissen zeigen, dassdiese Entwiklung f�ur u� 1 in der N�ahe des Kolloids eine gute N�aherung ist.7.1.2 Entwiklung in Kugel�ahenfunktionenDa das Str�omungsfeld keine Azimutalsymmetrie mehr aufweist, wird auh �(r; �; �) vomAzimutalwinkel � abh�angen. Daher entwikele ih die Dihte niht mehr wie in Kapitel66



7.1 Grenzfall RK ! 04 in Legendre-Polynomen, sondern in den vollen Kugel�ahenfunktionen,
�(r; �; �) = 1Xl=0 lXm=�lAml (r)Pml (os �)eim� : (7.8)

Die in Lehrb�uhern angegebenen Kugel�ahenfunktionen enthalten noh den Normie-rungsfaktorq2l+14� (l�m)!(l+m)! . Diesen werde ih weglassen, da ih nur die Orthogonalit�at derKugel�ahenfunktionen benutze. Gleihung (3.12) mit ���t = 0 f�ur die station�are Dihteist in Kugelkoordinaten mit dem Str�omungsfeld (7.2)
�ur ���r � u�r ���� + �2��r2 + 2r ���r + 1r2 ��2���2 + ot ������+ 1r2 sin2 � �2���2 = 0 : (7.9)

Nun setze ih f�ur � die Entwiklung (7.8) ein. Die Kugel�ahenfunktionen sind Eigen-funktionen des Laplae-Operators,
� hAml (r)Pml (os �) eim�i = �Aml 00(r) + 2Aml 0(r)r � l(l + 1)Aml (r)r2 � ��Pml (os �) eim� : (7.10)

Da in Gleihung (7.8) die Terme ur ���r und u� 1r ���� vorkommen, habe ih folgende67



7 Kolloid im SherussRekursionsformeln mithilfe von [5℄ hergeleitet, mit x = os �:sin � os � os�Pml (os �) eim� =p1� x2 xPml (x) os� eim� =12 l +m(2l + 1)(2l � 1)Pm+1l�2 ei(m+1)�+12 �2m� 14l(l + 1)� 3Pm+1l ei(m+1)��12 l �m+ 1(2l + 1)(2l + 3)Pm+1l+2 ei(m+1)��12 (m+ l)(l +m� 2)(l +m� 1)(2l + 1)(2l � 1) Pm�1l�2 ei(m�1)��12 (l �m+ 1)(l +m)(2m� 1)4l(l + 1)� 3 Pm�1l ei(m�1)�+12 (l �m+ 1)(l �m+ 2)(l �m+ 3)(2l + 1)(2l + 3) Pm�1l+2 ei(m�1)� ; (7.11)sin2 � os�dPml (os �)d� eim� = �(1� x2)3=2 dPml (x)dx os�eim� =�12 (l + 1)(l +m)4l2 � 1 Pm+1l�2 ei(m+1)�+12 2l(l + 1) + 3m4l(l + 1)� 3 Pm+1l ei(m+1)��12 l(l �m+ 1)(2l + 1)(2l + 3)Pm+1l+2 ei(m+1)�+12 (l + 1)(l +m� 2)(l +m� 1)(l +m)4l2 � 1 Pm�1l�2 ei(m�1)��12 [2l(l + 1)� 3m℄(l �m+ 1)(l +m)4l(l + 1)� 3 Pm�1l ei(m�1)�+12 l(l �m+ 1)(l �m+ 2)(l �m+ 3)(2l + 1)(2l + 3) Pm�1l+2 ei(m�1)� : (7.12)
Diese beiden Darstellungen sind eindeutig, das hei�t, es gibt nur diese eine M�oglihkeit,die beiden Terme in anderen Kugel�ahenfunktionen auszudr�uken, da die Kugel�ahen-funktionen orthogonal sind.Wenn diese Rekursionsformeln in Gleihung (7.9) eingesetzt werden, kann wieder dieOrthogonalit�at der Kugel�ahenfunktionen ausgenutzt werden. Die Gleihung kann wiein Abshnitt 4.1.2 zu (N + 1)2 gew�ohnlihen Di�erentialgleihungen f�ur die Aml (r) um-geshrieben werden, wenn die Entwiklung bei l = N abgeshnitten wird. Die Gleihung68



7.1 Grenzfall RK ! 0mit Label ml lautet12 u r" m+ l + 1(2l + 5)(2l + 3)Am�1l+2 0 + �2m+ 14l(l + 1)� 3Am�1l 0 � l �m(2l � 3)(2l � 1)Am�1l�2 0�(m+ l + 3)(m+ l + 1)(m+ l + 2)(2l + 5)(2l + 3) Am+1l+2 0 � (l �m)(l +m+ 1)(2m+ 1)4l(l + 1)� 3 Am+1l 0+(l �m� 2)(l �m� 1)(l �m)(2l � 3)(2l � 1) Am+1l�2 0#�12 u"�(l + 3)(l +m+ 1)4(l + 2)2 � 1 Am�1l+2 + 2l(l + 1) + 3(m� 1)4l(l + 1)� 3 Am�1l� (l � 2)(l �m)(2l � 3)(2l � 1)Am�1l�2 + (l + 3)(l +m+ 1)(l +m+ 2)(l +m+ 3)4(l + 2)2 � 1 Am+1l+2� [2l(l + 1)� 3(m+ 1)℄(l �m)(l +m+ 1)4l(l + 1)� 3 Am+1l+(l � 2)(l �m� 2)(l �m� 1)(l �m)(2l � 3)(2l � 1) Am+1l�2 #+Aml 00 + 2rAml 0 � l(l + 1)r2 Aml = 0 : (7.13)Genauso habe ih die Randbedingung bei r = 1 umgeshrieben, die Randbedingung mitLabel ml lautet(12 u" m+ l + 1(2l + 5)(2l + 3)Am�1l+2 + �2m+ 14l(l + 1)� 3Am�1l � l �m(2l � 3)(2l � 1)Am�1l�2�(m+ l + 3)(m+ l + 1)(m+ l + 2)(2l + 5)(2l + 3) Am+1l+2 � (l �m)(l +m+ 1)(2m+ 1)4l(l + 1)� 3 Am+1l+(l �m� 2)(l �m� 1)(l �m)(2l � 3)(2l � 1) Am+1l�2 #+Aml 0)�����r=1 = 0 : (7.14)F�ur r !1 m�ussen wieder alle Aml (r) au�er A0(r) gegen Null gehen.7.1.3 SymmetrienDie Dihteverteilung �(r) gen�ugt beim Sheruss folgenden Symmetrien:� �(r) hat Parit�at � = 1, obwohl das Str�omungsfeld keine solhe Symmetrie besitzt.Da f�ur die Kugel�ahenfunktionenY ml (r) = (�1)l Y ml (�r)gilt, kommen in der Entwiklung nur gerade l vor. Das sieht man auh an denGleihungen (7.13) und (7.14). Dort koppelt Al nur mit Al+2 und Al�2. Wenn ihdie Rekursion mit l = 0 beginne, gibt es also nur gerade l. 69



7 Kolloid im Sheruss� Das Str�omungsfeld uz = �ux ist symmetrish bez�uglih der xz-Ebene. Die Dihte-verteilung weist daher ebenfalls diese Symmetrie auf. Daher kommen f�ur �(r; �; �)nur symmetrishe Funktionen in � in Frage, der Term eim� der Kugel�ahenfunk-tionen wird also zu osm�. Aus diesem Grund muss auh nur �uber positive msummiert werden, was die Anzahl der Gleihungen fast halbiert.Aufgrund der Symmetrien sieht die Entwiklung der Dihte wie folgt aus:�(r; �; �) = NXl=0 lXm=0Aml (r)Pml (os �) osm� l = 0; 2; 4; : : : : (7.15)Die Anzahl der Gleihungen wird von (N + 1)2 auf N2=4 +N + 1 gesenkt.7.1.4 Erstellung des GleihungssystemsBeim Aufshreiben der Gleihungen muss folgendes beahtet werden:� Wird A0l P 0 in Gleihung (7.9) eingesetzt, so entstehen Terme der Art A0l P 1l+2,A0l P�1l+2, : : : . A0l wird also in Gleihungen mit Label 1l+2; �1l+2 : : : eingeordnet. Da esaber nah der neuen Entwiklung (7.15) keine Gleihung mit Label �1l+2 gibt, wirddieser Term ebenfalls in die Gleihung mit Label 1l+2 eingeordnet. Er tritt in dieserGleihung also doppelt auf. Alle A0l , die au�erhalb des Laplae-Teils der Gleihungstehen, werden daher mit einem Faktor 2 versehen.� In den Gleihungen mit l = N m�ussen die Terme mit l + 2 weggelassen werden.Zum Beispiel lautet Gleihung 12:12 u r�2 463 A040(r)� 2 121 A020(r)� 213 A000(r)� 12063 A240(r)� 1221 A220(r)��12 u��22063 A04(r) + 21221 A02(r) + 60063 A24(r)� 2421 A22(r)�+A1200(r) + 2rA120(r)� 6A12(r) = 0 (7.16)Beim Aufshreiben der Randbedingungen m�ussen dieselben Punkte wie oben beahtetwerden, insbesondere der Faktor 2.7.1.5 Numerishe L�osung des GleihungssystemsDas Gleihungssystem (7.13), (7.14) habe ih wieder mit AUTO 2000 gel�ost. Dabeisteigt die erforderlihe Ordnung N wieder in etwa proportional zu u. Die numerishenErgebnisse sind mit N = 14 erstellt. Alle folgenden Abbildungen sind daher f�ur Ge-shwindigkeiten u � 10.70



7.1 Grenzfall RK ! 0
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Abbildung 7.2: Numerishe Ergebnisse f�ur die EntwiklungskoeÆzienten von � vergli-hen mit (7.17) f�ur u = 0:1.7.1.6 Test der Entwiklung um u = 0In erster Ordnung in u war A12 als einziger EntwiklungskoeÆzient von Null vershieden,siehe (7.7), Aml (r) = Æl;0 � u9 r3 Æl;2 Æm;1 +O(u2) : (7.17)In Abbildung 7.2 sind die numerishen Ergebnisse f�ur die Aml (r) zusammen mit A12(r)aus (7.17) f�ur u = 0:1 aufgetragen. Man sieht, dass f�ur u � 1 A12 der dominierendeKoeÆzient ist. Seine funktionale Abh�angigkeit ist gut durh (7.17) gegeben.7.1.7 Diskussion der ErgebnisseKonturplotAbbildung 7.3 zeigt einen Konturplot der Dihteverteilung in der xz-Ebene f�ur u = 5.In dieser Ebene sind die deutlihsten E�ekte zu sehen. Der Punkt maximaler Dihte istf�ur u � 1 bei r = 1, � = �=4 und � = 0, siehe die erste Ordnung der Entwiklung umu = 0 in (7.7). F�ur gr�o�ere u steigt der Winkel � maximaler Dihte an. Vergleihe dazuAbbildung 7.4.Kontaktdihte bei � = 0In erster Ordnung in u ist die Dihte gegeben durh, siehe (7.7),�(r; �; �) = 1 + u3 r3 os � sin � os�+O(u2) : (7.18)71
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Abbildung 7.3: Konturplot der Dihteverteilung f�ur u = 5 in der xz-Ebene. Die Kontur-linien gehen von 0:4 bis 1:5 mit Shrittweite 0:1.In Abbildung 7.4 ist die Dihte bei r = 1, � = 0 als Funktion von � aufgetragen. Mansieht, dass die Funktion f�ur wahsende u immer mehr von (7.18) abweiht. Sie verliertdie Symmetrie um � = 1. Die Dihte kann in positiver Rihtung beliebig ansteigen, innegativer Rihtung ist sie aber durh � = 0 beshr�ankt.Dihte bei � = �=4, � = 0Aus Abbildung 7.4 ist ersihtlih, dass zumindest f�ur u � 1 die Kontaktdihte bei� = �=4, � = 0 am gr�o�ten ist. Deshalb habe ih � als Funktion von r f�ur diese Winkelaufgetragen, siehe Abbildung 7.5. Man sieht, dass die Funktion e�u r=2=r3 gut ange�ttetwerden kann. Die Potenz r�3 habe ih gew�ahlt, weil dies die Potenz in erster Ordnung in uin Gleihung (7.7) ist. Der Abfall mit e�u r=2 erkl�art wie im Fall des gleihf�ormig bewegtenKolloids, warum die Entwiklung um u = 0 in h�oherer Ordnung niht funktioniert. Einelokale analytishe L�osung wie in Abshnitt 4.1.6 ist in dieser Geometrie niht m�oglih.Dihte bei � = 3�=4, � = 0Bei � = 3�=4, � = 0 ist die Kontaktdihte f�ur u � 1 minimal. Die Dihte bei diesenWinkeln in Abh�angigkeit von r ist in Abbildung 7.6 aufgetragen. W�ahrend der Abfall derDihte bei den Winkeln � = �=4, � = 0 sehr �ahnlih demjenigen vor einem gleihf�ormigbewegten Kolloides ist, zeigt er hier qualitative Untershiede zu demjenigen hinter demgleihf�ormig bewegten Kolloid, vergleihe Abbildung 4.6. Die Dihte wird f�ur gro�e unohmal gr�o�er als Eins.Tr�agheitsmomentWenn ih das Ausma� der St�orung der Dihtefunktion in der N�ahe des Kolloids beimSheruss quantitativ darstellen m�ohte, �nde ih folgendes Problem: Im Fall des Kol-loids, das gleihf�ormig durh die Polymerl�osung bewegt wird, ist die Dihte direkt vor72
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Abbildung 7.4: Dihte bei r = 1 in der xz-Ebene (� = 0) f�ur u = 1 (kleine Amplitude)und u = 5 (gro�e Amplitude). In dieser Ebene ist der E�ekt am gr�o�ten.dem Kolloid immer am gr�o�ten. Dadurh war das Ma� der St�orung gegeben durh dieDihte an diesem Punkt. Im jetzigen Problem ist der Ort der gr�o�ten Dihte nihtmehr konstant, er h�angt von u ab, vergleihe Abbildung 7.4. Deshalb berehne ih denTr�agheitstensor der Dihteverteilung �� 1,
�ij = ZV [�(r)� 1℄ (r2Æij � xi xj) dV : (7.19)

Das dimensionslose Tr�agheitsmoment wird in Einheiten von R4 �1 gemessen. Bedin-gung f�ur die Endlihkeit des Ausdrukes (7.19) ist das ausreihend shnelle Abfallen derKoeÆzienten der Kugel�ahenfunktionen. Das Volumenelement dV enth�alt zwei Poten-zen in r, der Integrand noh einmal zwei. Also m�ussen die Aml (r) multipliziert mit r4shnell genug abfallen. Das ist jedoh numerish niht der Fall. Deshalb habe ih dasTr�agheitsmoment auf der Kugelober�ahe mit r = 1 ausgerehnet. So bekomme ih alsoeine Aussage �uber die Winkelverteilung der Kontaktdihte,
�0ij = ZS [�(1; �; �) � 1℄ (Æij � xi xj) dS : (7.20)73
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Abbildung 7.5: Dihte bei � = �=4, � = 0. Die Punkte sind die numerishen Ergebnisse,die Linien sind Fits der Form e�a r=r3. a ist etwa u2 .Die einzelnen Eintr�age des symmetrishen Tensors �0ij werden nun durh die Aml (1)dargestellt,�0xx = ZS [�(1; �; �) � 1℄ (1 � x2)dS= ZS [�(1; �; �) � 1℄ (1 � sin2 � os2 �| {z }(�) )dS(�) = 23 P0(os �) + 13 P 02 (os �)� 16 P 22 (os �) os(2�)= 4� �23 [A0(1)� 1℄ + 115 A02(1)� 25 A22(1)� : (7.21)Bei der Integration im letzten Shritt wurde wieder die Orthogonalit�at der Kugel-�ahenfunktionen ausgenutzt. Analog habe ih alle Eintr�age des Tensors ausgerehnet,wobei alle Integrale, die y zur ersten Potenz enthalten, Null sind, da die Dihte symme-trish in y ist, �0xy = �0yx = 0 ;�0xz = �0zx = 4� 15 A12(1) ;�0yy = 4� �23 [A0(1) � 1℄ + 115 A02(1) + 25 A22(1)� ;�0yz = �0zy = 0 ;�0zz = 4� �23 [A0(1) � 1℄� 215 A02(1)� : (7.22)74
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Abbildung 7.6: Dihte bei � = 3�=4, � = 0. F�ur gro�e u wird � nohmal gr�o�er als Eins.An dieser Stelle wird der Fl�ugel mit h�oherer Dihte �uberquert, der vomAnstau bei � = �=4 herr�uhrt. F�ur kleine u ist dieser Fl�ugel noh nihtausgepr�agt genug.Der Tr�agheitstensor sieht also folgenderma�en aus:
�0ij = 0BB� �0xx 0 �0xz0 �0yy 0�0xz 0 �0zz 1CCA : (7.23)

Die Eigenwerte dieses Tensors geben Auskunft �uber das Ausma� der St�orung der Dih-teverteilung auf der Ober�ahe der verbotenen Zone. Die Eigenvektoren sind die Haupt-tr�agheitsahsen. Sie geben Auskunft �uber die Winkelverteilung der Dihte.Die Eigenwerte sind�1 = �0yy ; (7.24)�2 = 12 ��0xx +�0zz +q(�0xx ��0zz)2 + 4�0xz2� ; (7.25)�3 = 12 ��0xx +�0zz �q(�0xx ��0zz)2 + 4�0xz2� : (7.26)75



7 Kolloid im SherussDie Eigenvektoren sindv1 = 0BB� 010 1CCA ; (7.27)
v2 = 0BBB� � �0xz12 h�0xx��0zz�p(�0xx��0zz)2+4�0xz2i01 1CCCA ; (7.28)
v3 = 0BBB� � �0xz12 h�0xx��0zz+p(�0xx��0zz)2+4�0xz2i01 1CCCA : (7.29)Der Eigenvektor v1 zeigt, dass die Dihte symmetrish in y ist. Die beiden anderenVektoren liegen in der xz-Ebene. Sie zeigen in die Rihtung des Zentrums hoher Dihte(v3) beziehungsweise der Verarmung (v2). Der Winkel �0 der Hauptahse v3 ist durh�0 = artan �(v3)x(v3)z � (7.30)gegeben. Dies ist in Abbildung 7.7 aufgetragen. �0 nimmt wie besprohen mit steigendemu zu. In Abbildung 7.8 sind die Eigenwerte � aufgetragen und diskutiert.
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7.1 Grenzfall RK ! 0
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uAbbildung 7.7: Winkel �0 der Haupttr�agheitsahse, die zum Zentrum der gr�o�ten Dihtezeigt. Der Punkt bei u = 0 kommt aus der Entwiklung um u = 0. F�uru = 0 ist zwar kein Tr�agheitsmoment vorhanden aber es ist der korrekteGrenzwert f�ur u! 0.
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7 Kolloid im Sheruss

-0.0500.050.10.150.20.250.30.35

0 2 4 6 8 10
Eigenwerte/(
4�)

u

�1�2�3

Abbildung 7.8: Eigenwerte � des Tensors �0. �1 beginnt mit Steigung Null, da in ersterOrdnung in u die Funktion ��1 einen symmetrishen Quadrupol bildet.In Abbildung 7.9 sieht man, dass bei Rotation um v1 im Falle einesperfekten Quadrupols das Tragheitsmoment vershwindet, da gleih vielpositive wie negative "Masse\ vorhanden ist. F�ur steigende u �uberwiegtallerdings die positive Masse und das Tr�agheitsmoment steigt an.�2 steigt nahezu linear mit u an. Diesen Eigenwert benutze ih als Ma�f�ur die St�orung der Dihtefunktion.Wie ebenfalls aus Abbildung 7.9 ersihtlih, ist �3 f�ur das Quadrupolzun�ahst negativ. Mit steigenden u �uberwiegt allerdings shlie�lih diepositive Masse am +Pol, das Tr�agheitsmoment wird positiv.
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7.2 Endliher Kolloidradius RK7.2 Endliher Kolloidradius RKIn diesem Abshnitt werde ih den Einuss des Kolloids auf das Str�omungsfeld u ber�uk-sihtigen. Be�ndet sih das Kolloid im Sheruss (7.1), so sp�urt es aufgrund der Reibungdes L�osungsmittels ein Drehmoment, es beginnt, um die y-Ahse zu rotieren. Im stati-on�aren Zustand rotiert das Kolloid mit konstanter Winkelgeshwindigkeit, auf seinerOber�ahe ist die Geshwindigkeit des L�osungsmittels gleih derjenigen der Ober�ahe.Das folgende Str�omungsfeld ist so aufgebaut, dass es f�ur gro�e Abst�ande gegen das un-gest�orte Feld (7.1) geht und die Randbedingung auf dem Kolloid erf�ullt ist [14℄. DieGeshwindigkeit u� der Ober�ahe des Kolloids ist dabei gleih dem Mittelwert von u�des ungest�orten Flusses bei r = RK ,ur = �u os � sin � os��r � 52R3Kr2 + 32R5Kr4 � ;u� = �u ���r + R5Kr4 � sin2 � os�� 12 R5Kr4 os�� ;u� = �u2 R5Kr4 os � sin� : (7.31)Da L�angen wieder in Einheiten von R = RK + RP gemessen werden, bewegt sih dasdimensionslose RK zwishen Null und Eins.7.2.1 Entwiklung um u = 0Den Trend des Einusses von RK kann man an der Entwiklung um u = 0 sehen. Ihwerde wie immer folgende Entwiklung durhf�uhren:�(r; �; �;u) = �0 + u�1 + u2�2 + : : : : (7.32)Dabei geht die Rehnung analog zu Abshnitt 7.1.1, f�ur die erste Ordnung �andert sihnur ur(1; �; �) in �u �r�0| {z }=0 +u��1 = 0 ; (7.33)��ur �0 + u ��r�1�����r=1 = 0 : (7.34)ur(1; �; �) hat den neuen Vorfaktor �1� 52 R3K + 32 R5K�. Diesen Faktor bekommt alsoauh �1, �1(r; �; �) = � 19 r3 P 12 (os �) os� �1� 52 R3K + 32 R5K� : (7.35)F�ur u� 1 ist die Dihte also proportional zu �1� 52 R3K + 32 R5K�, der Eigenwert �2 istdamit ebenfalls proportional zu diesem Faktor. 79



7 Kolloid im Sheruss7.2.2 Entwiklung in Kugel�ahenfunktionenDie Di�erentialgleihung (7.9) muss um den u�-Term erweitert werden, da u� jetzt nihtmehr Null ist, �ur ���r � u�r ���� � u�r sin � ���� ++�2��r2 + 2r ���r + 1r2 ��2���2 + ot ������+ 1r2 sin2 � �2���2 = 0 : (7.36)Der Winkelanteil von ur in (7.31) ist identish mit demjenigen des ungest�orten Sher-usses in Gleihung (7.2). Deshalb sind die Rekursionsformeln einfah zu modi�zieren,indem man in (7.13) den Faktor u r durh u �r � 52 R3Kr2 + 32 R5Kr4 � ersetzt. Hierf�ur werdenalso keine neuen Rekursionsformeln ben�otigt.Bei u� kann ih den ersten Teil analog behandeln. Der zweite Teil tauht in denGleihungen auf als�u� 1r ���� = 1.Teil� u 12 R5Kr5 os� ��� " NXl=0 lXm=0Aml (r)Pml (os �) osm�# : (7.37)Wegen os� osm� = 12 fos [(m+ 1)�℄ + os [(m� 1)�℄g (7.38)ben�otige ih zwei Rekursionsformeln, die��� Pml (os �) (7.39)durh Pm+1x (os �) beziehungsweise Pm�1x (os �) ausdr�uken. Diese zu �nden war mirniht m�oglih, da es daf�ur keine geshlossenen Rekursionen gibt. (7.39) besteht aus un-endlih vielen Pm+1x (os �) beziehungsweise Pm�1x (os �). Man kann (7.39) also nur alsReihe angeben. Ih habe diese Reihe allerdings niht gefunden.Es gibt aber zum Gl�uk einen Ausweg. Die unendlih vielen Terme k�urzen sih mitdenen aus dem u�-Term heraus. Der u�-Term in (7.36) ist mit dem Feld (7.31) gegebendurh�u� 1r sin � ���� = u 12 R5Kr5 ot � sin� ��� " NXl=0 lXm=0Aml (r)Pml (os �) osm�# : (7.40)Wegen ��� osm� = �m sinm� (7.41)und sin� sinm� = 12 fos [(m� 1)�℄� os [(m+ 1)�℄g (7.42)80



7.2 Endliher Kolloidradius RKben�otige ih die Darstellung von ot � Pml (os �) (7.43)in Pm+1x (os �) beziehungsweise Pm�1x (os �). Dies ist wiederum nur durh eine unendli-he Reihe m�oglih, die mir ebenfalls niht bekannt ist. Man kann jedoh die KoeÆzientendieser Reihe mithilfe der Projektionsintegrale bestimmen. Es ergibt sih, dass sih dieunendlih vielen Terme aus (7.43) und (7.39) gerade herausk�urzen und nur die die Ko-eÆzienten mit x = l stehen bleiben.Folgende Formeln habe ih durh Ausprobieren gefunden:�12 ���Pm+1l (os �)� m+ 12 ot � Pm+1l (os �) = 12 (l �m) [(l �m+ 1) + 2m℄ ��Pml (os �) ; (7.44)�12 ���Pm�1l (os �) + m� 12 ot � Pm�1l (os �) = �12 Pml (os �) : (7.45)Damit kann ih Gleihung (7.36) wieder in einen Satz von gew�ohnlihen Di�erentialglei-hungen f�ur die Aml (r) umshreiben.Bei der Randbedingung bei r = 1 kann dies ohne neue Rekursionsformeln geshehen,da nur ur eingeht. Das entstehende Gleihungssystem habe ih wieder mit AUTO 2000mit N = 10 gel�ost.7.2.3 Einuss von RK auf �2Im Abshnitt 7.1.7 habe ih den zweiten Eigenwert des Tr�agheitstensors (7.23) als Ma�f�ur die St�orung der Dihtefunktion de�niert. Die Abh�angigkeit dieser Gr�o�e von RKkann quantitativ studiert werden. In Abbildung 7.10 sieht man, dass �2 bei RK = 0 dieSteigung Null hat. Dies ist deutlih vershieden zum Fall des gleihf�ormig bewegtenKolloids, wo die Kurve bei RK = 0 die gr�o�te Steigung hat. Dies ist in Kapitel 8diskutiert.
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7 Kolloid im Sheruss
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Abbildung 7.10: �2 des Tr�agheitstensors als Funktion von RK f�ur u = 5. F�ur den Fithabe ih nur die ersten drei Punkte verwendet. Der Fit gibt den Trendan, passt aber niht sehr gut. In erster Ordnung in u ist �2 proportionalzu ur(1; �=4; 0), siehe Abshnitt 7.2.1.
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8 Vergleih der Ergebnisse aus denAbshnitten 4.2 und 7.2Die Abh�angigkeit der St�orung der Dihtefunktion im Fall der geradlinigen Bewegung desKolloids (Abshnitt 4.2) und beim Sheruss (Abshnitt 7.2) von RK untersheiden sihdeutlih voneinander. Dies m�ohte ih anhand der Flussfelder erl�autern. Beim Sherussnehme ih als Ma� f�ur diese St�orung den Eigenwert �2. F�ur den Fall des gleihf�ormigbewegten Kolloids ist das Ma� der Dihte�ubershuss am Staupunkt.In Abbildung 8.1 ist nohmal die Abh�angigkeit der St�orung von RK in erster Ord-nung in u aufgetragen. F�ur gr�o�ere Geshwindigkeiten stimmen diese Kurven niht mehrgenau, geben aber immer noh den Trend gut an.Beim Sheruss hat die St�orung f�ur RK = 0 die Ableitung Null. �2 ist in diesemBereih proportional zu 1� 52 R3K , �andert sih f�ur RK ! 0 also nur shwah mit RK . Daskann durh Vergleih der beiden Str�omungsfelder f�urRK = 0 beziehungsweiseRK = 0:37in Abbildung 8.3 verstanden werden. Die Vektoren auf der Ober�ahe der verbotenenZone sind fast gleih gro�.Beim geradlinig bewegten Kolloid ist die Steigung beiRK = 0 maximal. In Abbildung8.2 sieht man, dass das Flussfeld f�ur RK = 0:37 auf der Ober�ahe der verbotenen Zoneshon stark abgeshw�aht ist im Vergleih zu demjenigen f�ur RK = 0.
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1Ma�f �ur dieSt �orung RKAbbildung 8.1: Abh�angigkeit der St�orung von RK f�ur den Fall des gleihf�ormig bewegtenKolloids (volle Linie) sowie den Sheruss (gestrihelt). Das Ma� ist imersten Fall die Dihte am Staupunkt, im zweiten Fall der Eigenwert �2des Tr�agheitstensors. Beide sind bei RK = 0 auf 1 normiert. 83



8 Vergleih der Ergebnisse aus den Abshnitten 4.2 und 7.2
Abbildung 8.2: Das Flussfeld f�ur den Fallder geradlinigen Bewegung.Unten: Das ungest�orteFlussfeld.Oben: Das Flussfeld f�urRK = 0:37.Das Feld auf der Ober�aheder verbotenen Zone istshon stark abgeshw�aht.Deshalb ist der Anstau auhshon stark verringert.

Abbildung 8.3: Links: Der ungest�orte Sheruss.Rehts: Der Sheruss f�ur RK = 0:37. Das Feld auf der Ober�ahe derverbotenen Zone ist noh weitgehend unbeeinusst, deshalb ist �2 diesauh.
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9 Zwei gleihe Kolloide im Str�omungsfeld
9.1 Einf�uhrungWeitere E�ekte kann man erwarten, wenn zwei Kolloide nahe beieinander durh einePolymerl�osung gezogen werden. Insbesondere erwartet man polymerinduzierte Kr�aftezwishen den Kolloiden.Ih werde mih dabei auf die Behandlung von zwei gleihen Kolloiden beshr�anken,prinzipiell sind die L�osungsmethoden auh f�ur zwei Kolloide untershiedliher Gr�o�e an-wendbar, dies ist in Abshnitt 9.5 kurz skizziert. Mit den unten vorgestellten bisph�arishenKoordinaten kann man das Problem beshreiben, wenn der Abstand d der Mittelpunkteder Kolloide gr�o�er als 2R ist. Der Fall, in dem sih die verbotenen Zonen �uberlappen(d < 2R), ist mit diesem Koordinatensystem niht berehenbar. Bis auf den Abshnitt�uber die Hydrodynamik werden in diesem Kapitel dimensionslose Gr�o�en verwendet.9.1.1 Bisph�arishe KoordinatenDa die Ober�ahen der verbotenen Zonen der beiden Kolloide Kugeln sind, sind diegeeigneten Koordinaten f�ur dieses System die bisph�arishen Koordinaten [1℄,x = a sin� os�osh�� os � ;y = a sin� sin�osh�� os � ;z = a sinh�osh�� os � : (9.1)In Abbildung 9.1 ist dieses Koordinatensystem veranshauliht. Die Ober�ahe � = �0ist eine Kugelober�ahe mit Radius a jsh�0j und Mittelpunkt bei z = a oth�0, x =y = 0. F�ur �0 ! 0 werden diese Kugeln unendlih gro� und kommen der xy-Ebeneimmer n�aher. Die Fl�ahe � = 0 ist die xy-Ebene.Der dimensionslose Abstand d der Mittelpunkte zweier Kugeln bei ��0 ist gr�o�er als2 und wird durh �0 festgelegt, d = 2 osh�0 : (9.2)Der Faktor a ist eine Skalierung f�ur die Gr�o�e der Kugeln. Durh Wahl von a und �0 istdie Gr�o�e und der Abstand der verbotenen Zonen festgelegt. Da die Kugeln den RadiusR = 1 haben sollen, ergibt sih f�ur a:R = 1 = a jsh �0j ;a = j sinh�0j : (9.3)85
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Abbildung 9.1: Das bisph�arishe Koordinatensystem in der xz-Ebene. Auf den Kreisenist � konstant, auf den Linien senkreht dazu ist � konstant. Dieses Bildist rotationssymmetrish um die z-Ahse.Die Einheitsvektoren des Systems sindê� = 1osh�� os � 0� � sinh� sin � os�� sinh� sin � sin�1� osh� os � 1A ;ê� = 1osh�� os � 0� (osh� os � � 1) os�(osh� os � � 1) sin�� sinh� sin� 1A ;ê� = 0� � sin�os�0 1A : (9.4)Die sogenannten Skalierungsfaktoren sind [1℄h� = h� = aosh�� os � ;h� = a sin �osh�� os � : (9.5)Damit ist das Volumenelement gegeben durhdV = h� d�h� d� h� d� : (9.6)86



9.1 Einf�uhrungr =px2 + y2 + z2 ist gegeben durhr = asosh�+ os �osh�� os � : (9.7)r geht also gegen unendlih f�ur �! 0 und � ! 0.Laplae-GleihungDie Laplae-Gleihung separiert mit folgender Ersetzung:�(r) =posh�� os �D(r) + 1 : (9.8)F�ur r ! 1 geht der Term posh�� os � gegen Null wie 1r , die Randbedingung imunendlihen ist also erf�ullt, so lange D niht zu stark w�ahst. Die Laplae-Gleihungsieht mit dieser Ersetzung folgenderma�en aus (mit k � osh�� os �):� � = k5=2a2 ��2D��2 + 1sin � ��� �sin � �D�� �+ 1sin2 � �2D��2 � 14D� : (9.9)Der Winkelanteil des Laplae-Operators ist in dieser Darstellung wieder identish zudemjenigen in Kugelkoordinaten. Eigenfunktionen sind also wieder die Kugel�ahen-funktionen. Deshalb werde ih die Funktion D(r) in Kugel�ahenfunktionen entwikeln,D(�; �; �) = 1Xl=0 lXm=�l Aml (�)Pml (os �)eim� : (9.10)Man kann sih fragen, ob die Kugel�ahenfunktionen auh bez�uglih des Ma�es (9.6) or-thogonal sind. Das Gleihungssystem, das am Ende herauskommt, ist ein System in dreiVariablen, wobei die beidenWinkel die gleihen Bereihe wie in Kugelkoordinaten haben.Deshalb gen�ugt die Orthogonalit�at der Kugel�ahenfunktionen bez�uglih des �ublihenSkalarproduktes um die Gleihungen f�ur die KoeÆzienten Aml (�) durh Projektion aufdie jeweilige Kugel�ahenfunktion herzuleiten.Berehnung der Kr�afteDie Kraft auf die Kolloide berehne ih analog zum Fall eines Kolloides. Die Kraft inRihtung n̂ ist also das Integral �uber die Ober�ahe S der verbotenen Zone eines Kolloidsvon ê� � n̂ multipliziert mit der Polymerdihte und kBT . Die dimensionslose Kraft wirdwieder in Einheiten von R2 �1 kBT gemessen. ê� zeigt f�ur positive � in die Kugel hinein,dies ist f�ur das Vorzeihen der Kraft wihtig,Fn = ZS dS (ê� � n̂) �(�0; �; �) : (9.11)Das Ober�ahenelement ist dS = h� d� h� d�. 87



9 Zwei gleihe Kolloide im Str�omungsfeldKraft in z-Rihtung, der Rihtung der Verbindungsahse der Kolloide: Mit ê� � êz =1�osh � os �osh ��os � und (9.8) ergibt sihFz = a2 �Z0 sin � d� 2�Z0 d� 1� osh�0 os �(osh�0 � os �)5=2D(�0; �; �) : (9.12)Die Kraft skaliert mit a2, denn die Ober�ahe der Kugel w�ahst auh mit a2. Da D eineReihe in Kugel�ahenfunktionen ist undZ 2�0 d� eim� = 2� Æm;0 (9.13)gilt, tragen zur Kraft nur die A0l (�0) bei. Von diesen aber alle, wobei der Betrag desIntegrals (9.12) mit wahsendem l immer kleiner wird. Das Integral (9.12) kann mitMathematia numerish berehnet werden.Kraft in x-Rihtung, der Bewegungsrihtung f�ur den Fall zweier nebeneinander be-wegter Kolloide: Mit ê� � êx = � sinh� sin � os �osh ��os � ergibt sih hierFx = �a2 �Z0 sin � d� 2�Z0 d� sinh�0 sin � os�(osh�0 � os �)5=2D(�0; �; �) : (9.14)Wegen 2�Z0 d� os� eim� = � Æm;1 (9.15)tragen hier nur die A1l (�0) zur Kraft bei. Die einzelnen KoeÆzienten k�onnen wiedernumerish mit Mathematia berehnet werden.9.1.2 Superpositionsn�aherungDie Superpositionsn�aherungwird in [9℄ benutzt, um die Polymerdihte in der N�ahe zweierKolloide zu berehnen. Nah dieser ist die Polymerdihte in der N�ahe von zwei Kolloidendas Produkt aus den Dihten in der N�ahe einzelner Kolloide an den Orten R1;2,�(2)(r) � �(1)(r �R1) �(1)(r �R2) : (9.16)Die Funktion �(2)(r) erf�ullt jedoh weder die bekannte Di�erentialgleihung f�ur die sta-tion�are Dihte, �u �r�+�� = 0noh die Randbedingungen auf den verbotenen Zonen.88



9.2 Zwei gleihe Kolloide nebeneinander9.1.3 Hydrodynamishe Kr�afte zwishen den Kolloiden ohne PolymereZeitreversibilit�atDie Stokes-Gleihung [2℄ ��v =rp (9.17)ist linear im Geshwindigkeitsfeld v. Daraus ergibt sih die Zeitreversibilit�at: Ein K�orperbewege sih in einer Fl�ussigkeit. Im Bezugssystem des K�orpers sei das Geshwindigkeits-feld der ihn umgebenden Fl�ussigkeit gegeben durh v. Wenn man nun den Geshwin-digkeitsvektor v an jedem Punkt umdreht (v0 = �v), so ist v0 ebenfalls eine L�osung derStokes-Gleihung f�ur denselben K�orper, der sih allerdings in entgegengesetzter Rihtungbewegt. Die Operation "alle Geshwindigkeiten umdrehen\ entspriht einer Zeitumkehr.Es ist, als ob man den Film des Prozesses r�ukw�arts anshaut. Die Eigenshaft, dasswie oben beshrieben der zeitumgekehrte Prozess dem tats�ahlihen f�ur umgedrehteRandbedingungen (K�orper wird entgegengesetzt bewegt) entspriht, nennt man Zeitre-versibilit�at.Die Zeitreversibilit�at der Stokes-Gleihung ist ein bekanntes Ph�anomen, das zumBeispiel das Shwimmen von Bakterien bei kleinen Reynoldszahlen ershwert. Bei turbu-lenten Str�omungen, bei denen die Nihtlinearit�at der Navier-Stokes-Gleihung relevantwird, gilt dieses Argument niht. Wenn zum Beispiel eine Kugel turbulent umstr�omtwird, so bildet sih hinter ihr ein Wirbel. Nah Umdrehen der Randbedingungen ist die-ser Wirbel nat�urlih auf der anderen Seite, wenn man den Film r�ukw�arts anshaut, ister noh auf derselben Seite. Der r�ukw�arts betrahtete Film zeigt einen unphysikalishenVorgang.Zwei gleihe Kugeln nahe beieinanderWenn zwei gleihe Kugeln mit gleiher Kraft, zum Beispiel der Gewihtskraft bei Sedi-mentation, durh eine Fl�ussigkeit bewegt werden, so gibt es aufgrund der Zeitreversibi-lit�at keine Kr�afte zwishen ihnen. Die einzige Bewegung, bei der der r�ukw�arts betrah-tete Film die Bewegung mit umgedrehten Randbedingungen zeigt, ist die Bewegung mitkonstantem Abstand. Zwei gleihe Kugeln, die nebeneinander oder hintereinander mitgleiher Kraft angetrieben werden, bewegen sih parallel zur antreibenden Kraft. Wenndie beiden Kugeln niht genau neben- oder hintereinander bewegt werden, so erlaubtdie Symmetrie noh eine Translation zur Seite. Die Bewegungsrihtung ist in diesemFall niht parallel zur antreibenden Kraft. �Uber den Betrag der Reibungskraft des Du-os im Vergleih zu einer einzelnen Kugel kann mithilfe des Symmetrieargumentes keineAussage getro�en werden. Daf�ur muss man die Stokes-Gleihung l�osen.9.2 Zwei gleihe Kolloide nebeneinanderHier werde ih den Fall untersuhen, in dem zwei Kolloide nebeneinander mit konstanterGeshwindigkeit durh eine Polymerl�osung bewegt werden, siehe Abbildung 9.2. Die Kol-loide sollen den Str�omungsuss niht beeinussen. Es ist prinzipiell kein Problem, den89



9 Zwei gleihe Kolloide im Str�omungsfeld
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θAbbildung 9.2: Zwei Kolloide derselben Gr�o�e werden nebeneinander durh eine Poly-merl�osung bewegt. Die De�nition des Winkels � wird in Abshnitt 9.2.3f�ur die Abbildung der Kontaktdihte ben�otigt.Stokes-Fluss um die zwei Kolloide analog zu den Abshnitten 4.2 und 7.2 in die Glei-hungen aufzunehmen. Es gibt f�ur diesen aber keinen analytishen Ausdruk. Im Falleines einzelnen Kolloids zeigte sih in Abshnitt 4.3.2, dass die Reibungskraft durh Po-lymere f�ur u� 1 proportional zu �1� 12RK+ 32 R3K� ist. Man k�onnte also n�aherungsweisedieselbe Abh�angigkeit der Kr�afte von RK bei zwei Kolloiden annehmen, getestet ist diesjedoh niht.Das Str�omungsfeld im mitbewegten System ist gegeben durhu = �u êx : (9.18)Ih habe die x-Rihtung und niht etwa die y-Rihtung f�ur den Fluss gew�ahlt, da dadurhdas System symmetrish in � ist. Ih ben�otige also wieder nur positive m.9.2.1 Transformation der Gleihungen in bisph�arishe KoordinatenDie Gleihung f�ur die station�are Dihte istu ���x +�� = 0 : (9.19)Der Laplaeteil ist durh (9.9) gegeben. Der erste Term auf der linken Seite von (9.19)muss noh in bisph�arishe Koordinaten transformiert werden,u ���x = u êx �0� Xn=�;�;� ên 1hn ���n1A : (9.20)90



9.2 Zwei gleihe Kolloide nebeneinanderDer Ausdruk in den gro�en Klammern auf der rehten Seite ist der Gradient von �,siehe [1℄. Mit (9.4), (9.5), (9.8) und k � osh�� os � erhalte ihu ���x = u k1=2a "� sinh� sin � os� �D��+(osh� os � � 1) os� �D���12 osh� sin� os�D � sin� ksin � �D�� # : (9.21)In (9.9) und (9.21) stehen Vorfaktoren k (zu untershiedlihen Potenzen) und a. Wennman die ganze Gleihung mit a2 multipliziert, hat man nur noh den Faktor au vor(9.21).Den Faktor k� w�urde ih eigentlih gerne so wegk�urzen, dass er vor dem Laplae-Teil�� in Gleihung (9.19) wegf�allt. In diesem Fall tritt aber k�2 vor (9.21) auf. Dies f�uhrtzu einer Singularit�at bei � = 0; � = 0, die innerhalb des betrahteten Gebiets liegt.Deshalb k�urze ih nur mit k1=2, so habe ih �uberall ganzzahlige positive Potenzen vonk. (9.19) wird also zuau"� sinh� sin � os� �D�� + (osh� os � � 1) os� �D���12 osh� sin � os�D � sin� ksin � �D�� #+k2 "�2D��2 + 1sin� ��� �sin � �D�� �+ 1sin �2 �2D��2 � 14D# = 0 : (9.22)Der Faktor k2 f�uhrt dazu, dass die zweite Ableitung eines Aml (�) in vershiedenen Glei-hungen auftauht. Ih habe kein Programm f�ur gekoppelte Di�erentialgleihungen ge-funden, das mit mehreren Ableitungen der h�ohsten Ordnung in einer Gleihung um-gehen kann. Deshalb muss ih die Gleihungen nah den zweiten Ableitungen au�osen.Dies ist m�oglih, wenn die Entwiklung bei l = N abgeshnitten wird. Es ist ein li-neares Gleihungssystem, die Anzahl der Gleihungen ist gleih der Anzahl der zweitenAbleitungen. Die Ausdr�uke werden nur sehr unhandlih.Die Randbedingung auf den Ober�ahen der verbotenen Zonen ist wieder gegebendurh die Bedingung, dass der Polymerstrom senkreht zur Ober�ahe vershwindenmuss. Da die drei Einheitsvektoren der bisph�arishen Koordinaten orthogonal sind, und� konstant ist auf der Ober�ahe der verbotenen Zonen, ist ê� orthogonal zu diesen91



9 Zwei gleihe Kolloide im Str�omungsfeldOber�ahen. Wieder mit k � osh�� os � und � = pk D + 1 �nde ih0 = �ê� � (u êx �+r�)| {z }�j ����=��0= (au �(� sinh� sin � os�) �D + 1pk��+12 k sinh�D + k2 �D��)������=��0 : (9.23)Hier ist wieder zu sehen, dass die Faktoren u und a nur im Produkt au auftauhen, wasshon in der Di�usionsgleihung (9.22) beobahtet wurde. Es maht also f�ur die Dih-teverteilung keinen Untershied, ob man alle L�angen des Systems verdoppelt oder diebeiden Kolloide mit doppelter Geshwindigkeit bewegt werden. Gleihung (9.23) kannmit beliebigen Potenzen von k multipliziert werden. Am g�unstigsten ist die in (9.23)gezeigte Version. Sie enth�alt bis auf den Term 1pk nur ganzzahlige positive Potenzen vonk. Die Entwiklung von 1pk in Kugel�ahenfunktionen ist zudem in [1℄ angegeben, wasein weiterer Vorteil dieser Wahl ist, siehe Gleihung (9.31).F�ur r ! 1 gilt pk / 1r , siehe (9.7). Es zeigt sih, dass die L�osungen f�ur D keineDivergenzen haben, weswegen die Randbedingung im unendlihen stets erf�ullt ist.Ih brauhe aber zwei Randbedingungen f�ur D, um eindeutige L�osungen zu bekom-men, das sind die beiden auf den Ober�ahen der verbotenen Zonen. Das Problem istsymmetrish bez�uglih � = 0. Ih kann also eine der beiden Randbedingungen ersetzendurh die Forderung, dass die Ableitung der L�osung nah � bei � = 0 vershwindenmuss. Dies ist �aquivalent dazu, in (9.23) den linken Rand gleih Null zu setzen. Damitist diese Rehnung identish mit derjenigen f�ur ein Kolloid in der N�ahe einer Wand, sieheKapitel 9.6.9.2.2 L�osungsans�atzeIh habe das Problem wie die vorhergehenden auf zwei vershiedene Wege gel�ost:Entwiklung um u = 0: In erster Ordnung in u kann ih die Gleihungen zu sehr hoherOrdnung N l�osen. Dies erlaubt eine hohe Genauigkeit auh bei kleinen Kolloid-abst�anden, wo die Konvergenz der Entwiklung (9.10) shleht ist. Die Kraft zwi-shen den Kolloiden vershwindet jedoh in erster Ordnung in u.Numerishe L�osung mit AUTO 2000: Hier habe ih wie in den vorigen Problemen dieDi�erentialgleihung in einen Satz von gew�ohnlihen Di�erentialgleihungen f�ur dieAml (�) umgeshrieben und diese dann mit AUTO 2000 gel�ost. Dies war allerdingsetwas komplexer als vorher, weshalb die h�ohste erreihte Ordnung N = 10 war,siehe Abshnitt 9.2.4. Die Konvergenz der Entwiklung in Kugel�ahenfunktionenwird umso shlehter, je gr�o�er u (wie bei einem einzelnen Kolloid) und je kleinerder Abstand der Kolloide ist. Ih bekomme mit dieser Methode also keine genauenErgebnisse f�ur kleine Abst�ande, was eigentlih der interessante Bereih ist.92



9.2 Zwei gleihe Kolloide nebeneinander9.2.3 Entwiklung um u = 0Ih f�uhre wie in den vorhergehenden Problemen eine Entwiklung um u = 0 durh. Dabeientwikle ih die Funktion D,D(�; �; �;u) = D0 + uD1(�; �; �) + : : : : (9.24)Da � = pkD + 1 ist, muss die Nullte Ordnung D0 = 0 sein, sonst stimmt die Entwik-lung f�ur den Fall u = 0 niht. F�ur die erste Ordnung muss ih D0 in den u-Teil derDi�usionsgleihung (9.22) einsetzen und D1 in den Laplaeteil. Da D0 = 0 ist, bleibtnur der Laplaeteil �ubrig, �D1 = 0; : (9.25)Diese Gleihung kann mit einem Separationsansatz gel�ost werden [1℄,D1 =M(�)W (�; �) : (9.26)Der Winkelteil der Laplae-Gleihung wird von den Kugel�ahenfunktionen gel�ost. Wer-den diese eingesetzt, ergibt sih f�ur M(�)�2M��2 = �l + 12�2 M : (9.27)L�osungen sind die Funktionen e�(l+ 12 ) �. Es ist hilfreih, sie in einen symmetrishen undeinen antisymmetrishen Teil aufzuspalten,M(�) = a osh ��l + 12���+ b sinh��l + 12��� : (9.28)Da das System symmetrish bez�uglih � = 0 ist, muss b = 0 sein. Zusammen mit denKugel�ahenfunktionen ist D1 also gegeben durhD1 = 1Xl=0 lXm=0 Cml osh ��l + 12��� Pml (os �) osm� : (9.29)Es tritt kein Term sinm� auf, da das System wie bereits erw�ahnt ebenfalls symmetrishin � ist. Die Randbedingung auf der Kugelober�ahe bei � = �0 ist mit D0 = 0 gegebendurh �12 k sinh�D1 + k2 �D1�� ������=�0 = �a � sinh� sin � os�pk ������=�0 : (9.30)Aus Gleihung (9.30) erh�alt man durh Projektion auf die Kugel�ahenfunktionen einlineares Gleihungssystem f�ur die Cml mit folgenden Eigenshaften:� Der rehte Term von (9.30) ist proportional zu os�. Er enth�alt also nur die Ku-gel�ahenfunktionen mit m = 1. Der linke Term enth�alt keinen Faktor os�. Dasbedeutet, dass auf der linken Seite innerhalb einer Gleihung nur Cml mit gleihemm stehen. F�ur alle Gleihungen mit m 6= 1 ist das Gleihungssystem also identishzu einem mit u = 0. Es sind also in erster Ordnung in u alle Cml mit m 6= 1 gleihNull. 93



9 Zwei gleihe Kolloide im Str�omungsfeld� Der rehte Term ist eine Reihe in Kugel�ahenfunktionen mit m = 1, die nihtabbriht. Daher ist das Gleihungssystem nur l�osbar, wenn die Entwiklung (9.29)bei l = N abgeshnitten wird.Nah [1℄ gilt 1pk � 1posh�� os � = p2 1Xl=0 e�(l+ 12 )j�j Pl(os �) : (9.31)Mit [5℄ sin � Pl(os �) = 12l + 1 �P 1l�1(os �)� P 1l+1(os �)� (9.32)kann ih diese Relation umformen zusin � os�posh�� os � = p2 1Xl=0 e�(l+ 12 )j�j 12l + 1 �P 1l�1(os �)� P 1l+1(os �)� os� : (9.33)Nun kann ih das Gleihungssystem f�ur die C1l aufstellen. Dieses kann mit Mathematiaauh f�ur gro�e N shnell numerish gel�ost werden. Das f�uhrt zu einer gr�o�eren Genauig-keit f�ur u� 1 als mit der AUTO 2000-Methode, weshalb sih diese Entwiklung lohnt.Die Entwiklung (9.29) reduziert sih also zuD1 = NXl=1 C1l osh ��l + 12��� P 1l (os �) os� : (9.34)Die Polymerdihte �� 1 ist in erster Ordnung in u proportional zu os�, ist also anti-symmetrish bez�uglih x = 0. Die Kolloide bewegen sih in x-Rihtung, das hei�t, dassder Anstau vor den Kolloiden in erster Ordnung in u gleih gro� ist wie die Verarmunghinter den Kolloiden. Diese Symmetrie ist auh bei einem einzelnen Kolloid in ersterOrdnung in u aufgetreten. Dort war die Dihte in erster Ordnung allerdings nur durhP1(os �) gegeben, im Fall zweier Kolloide besteht die L�osung auh in dieser Ordnungshon aus einer Reihe in Kugel�ahenfunktionen.Test der Konvergenz der Entwiklung in Kugel�ahenfunktionen f�ur d! 0Ih werde die Abh�angigkeit des ersten KoeÆzienten C11 von der Ordnung N untersuhen.Wihtig ist, ab welher Ordnung N sih dieser KoeÆzient nur noh shwah mit N�andert. In Abbildung 9.3 ist die Konvergenz von C11 f�ur vershiedene �0 illustriert. Siewird f�ur �0 ! 0, das hei�t d ! 0, sehr shleht. F�ur �0 � 0:5 weiht C11 f�ur N = 10kaum mehr von dem Wert f�ur ausreihendes N ab. Dies ist f�ur die mit AUTO 2000berehneten L�osungen von Bedeutung, da ih dort nur bis zur Ordnung N = 10 gehenkann. Dies ist also f�ur �0 � 0:5 zumindest f�ur kleine u ausreihend.94



9.2 Zwei gleihe Kolloide nebeneinander
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Abbildung 9.3: Der KoeÆzient C11 in Abh�angigkeit der Ordnung N f�ur vershiedene �0.Der Abstand d wurde mit (??) berehnet.Kontaktdihte bei � = 0In Abbildung 9.4 ist die Kontaktdihte (�� 1)=u in der xz-Ebene auf einem der beidenKolloide als Funktion von � f�ur vershiedene Abst�ande aufgetragen. Der Winkel � ist inAbbildung 9.2 de�niert. Es ist nur der vordere Halbkreis aufgetragen, da die Funktionantisymmetrish bez�uglih � = �=2 ist. Die gezeigten Funktionen k�onnen als "exakt\angesehen werden, da stets eine eine ausreihend hohe Ordnung N gew�ahlt wurde. F�urd = 2:01 ist dies N = 200. Die Dihte auf der dem anderen Kolloid zugewandten Seitesteigt mit sinkendem Abstand an.Kraft auf die KolloideIn erster Ordnung in u gibt es keine Kraft zwishen den Kolloiden. In Abshnitt 9.1.1ist gezeigt, dass nur die KoeÆzienten mit m = 0 zur Kraft in z-Rihtung beitragen.Diese sind aber in erster Ordnung in u alle Null. Die L�osung ist wie bereits erw�ahntantisymmetrish bez�uglih x = 0. F�ur x > 0 ist die Dihte zwishen den Kolloiden erh�oht,f�ur x < 0 aber um denselben Betrag erniedrigt. Die Beitr�age zur Kraft in z-Rihtungheben sih also gegenseitig auf, siehe Abbildung 9.5. Die Kraft in x-Rihtung, also dieReibungskraft auf eines der beiden Kolloide ist jedoh vershieden von derjenigen auf eineinzelnes Kolloid. Diese habe ih gem�a� Abshnitt 9.1.1 berehnet. In Abbildung 9.6 istdiese zusammen mit der Superpositionsn�aherung als Funktion des Abstands aufgetragen.Sie nimmt mit abnehmendem Abstand zu. Den Fall d < 2, bei dem sih die verbotenenZonen �uberlappen, kann man mit bisph�arishen Koordinaten niht berehnen. Die Kraftist aber in diesem Bereih de�niert, wird bei einem bestimmten Abstand 0 < d < 2 einMaximum haben und f�ur d ! 0 gegen die H�alfte des Wertes eines einzelnen Kolloidsgehen, weil die Kolloide f�ur d = 0 aufeinander liegen. d kann in einem realen System95
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Abbildung 9.4: Kontaktdihte f�ur vershiedene Abst�ande d. Der Graph f�ur d =1 wurdeder Rehnung f�ur ein einzelnes Kolloid entnommen.nat�urlih niht kleiner als der doppelte Kolloidradius werden.
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9.2 Zwei gleihe Kolloide nebeneinander
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Abbildung 9.5: Dihteverteilung �� 1 in erster Ordnung in u. Sie ist antisymmetrish inx. Deshalb gibt es keine Kraft zwishen den Kolloiden.

2.052.12.152.22.252.32.352.42.452.52.552.6

2 2.5 3 3.5 4
jF xj=u

d

bisph�arishSuperposition

Abbildung 9.6: Reibungskraft auf eines der beiden Kolloide in erster Ordnung in u. Diedurhgezogene Linie unterhalb von jFz j=u = 2:1 ist der Grenzwert f�urd!1, der der Rehnung f�ur ein einzelnes Kolloid entnommen wurde.
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9 Zwei gleihe Kolloide im Str�omungsfeld9.2.4 L�osung mit AUTO 2000Erstellung des GleihungssystemsDie Funktion D wird wie in (9.10) in Kugel�ahenfunktionen entwikelt,
D(�; �; �) = 1Xl=0 lXm=0 Aml (�)Pml (os �) osm� : (9.35)

Wie shon erw�ahnt tritt aufgrund der Symmetrie in � kein Term sinm� auf und die Sum-mation l�auft nur �uber positive m. Wenn ih diese Entwiklung in (9.22) einsetze, kannih wieder durh Projektion auf die Kugel�ahenfunktionen ein System gew�ohnliherDi�erentialgleihungen f�ur die Aml (�) herleiten. Dieses ist numerish l�osbar, wenn dieEntwiklung bei l = N abgeshnitten wird. Die Erstellung der Gleihungen habe ihhier mithilfe eines Mathematia-Programmes durhgef�uhrt, das mir die Gleihungen fer-tig ausgibt. Das hat folgende Vorteile:
� Die Au�osung der Gleihungen nah den zweiten Ableitungen (Aml )00(�) kostet vonHand unn�otig Zeit und ist auh gar niht m�oglih, da die Terme sehr unhandlihwerden.
� Ih kann mit kleinen Modi�kationen des Programms shnell die Gleihungen f�urandere F�alle, zum Beispiel f�ur zwei Kolloide hintereinander bekommen.

Das Programm berehnet dabei die Gleihungen mithilfe der Projektionsintegrale. Imfolgenden ist die Gleihung mit Label ml aufgeshrieben. Dabei sind die Argumente von98



9.2 Zwei gleihe Kolloide nebeneinanderPml (os �) und Aml (�) aus Platzgr�unden weggelassen,NXl0=0(12 au"�(Am+1l0 )0 sinh� �Z0 d� sin2 � Pml Pm+1l0�(1 + Æm;1) (Am�1l0 )0 sinh� �Z0 d� sin2 � Pml Pm�1l0+Am+1l0 �Z0 d� sin �(osh� os � � 1)Pml �Pm+1l0��+(1 + Æm;1)Am�1l0 �Z0 d� sin�(osh � os � � 1)Pml �Pm�1l0���12 Am+1l0 osh� �Z0 d� sin2 � Pml Pm+1l0�12 (1 + Æm;1)Am�1l0 osh� �Z0 d� sin2 � Pml Pm�1l0+(m+ 1)Am+1l0 �Z0 d�(osh�� os �)Pml Pm+1l0 (9.36)�(m+ 1) (1 + Æm;1)Am�1l0 �Z0 d�(osh�� os �)Pml Pm�1l0 #
+�(Aml0 )00 ��l(l + 1) + 14� Aml0 � �Z0 d� sin �(osh�� os �)2 Pml Pml0 ) = 0 :Die Normierung der Projektionsintegrale, 2l+12 (l�m)!(l+m)! , ist f�ur alle Terme identish unddeshalb weggelassen worden. Der Faktor 12 vor au kommt von (7.38)os� osm� = 12 fos[(m+ 1)�℄ + os[(m� 1)�℄g ;er f�allt jedoh weg f�ur die Terme mit m � 1, falls m � 1 = 0 ist. Dies ist in Abshnitt7.1.4 erl�autert. Deshalb steht (1+Æm;1) vor diesen Termen. Da in der Reihenentwiklung(9.35) nur �uber positive m summiert wird, werden in (9.36) f�ur m = 0 die Terme mitm� 1 weggelassen.Die Integrale in (9.36) k�onnen von Mathematia analytish gel�ost werden. Die soerstellten Gleihungen l�ost Mathematia dann nah den (Aml )00 auf. Die aufgel�osten Glei-hungen sind sehr komplex. F�ur N > 10 enthalten sie zu viele Terme f�ur Mathematia,weshalb N = 10 die maximal erreihte Ordnung ist. Das entspriht 66 Gleihungen.Analog wird mit den Randbedingungen bei � = �0 und � = 0 verfahren. 99



9 Zwei gleihe Kolloide im Str�omungsfeld

-0.01-0.009-0.008-0.007-0.006-0.005-0.004-0.003-0.002-0.00100.001

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Am l(�)

�
A0A01A11A02A12

Abbildung 9.7: Die EntwiklungskoeÆzienten Aml (�) f�ur u = 0:025 und d = 3:09. DieSymbole sind die numerishen L�osungen, die beiden durhgezogenen Li-nien sind die L�osungen in erster Ordnung in u f�ur A11 beziehungsweiseA12.L�osung der GleihungenDie mit Mathematia erstellten Gleihungen habe ih mit AUTO 2000 gel�ost. Ih habe�uberpr�uft, dass f�ur gro�en Abstand d die L�osungen in der N�ahe der Kolloide gegen diein der N�ahe eines einzelnes Kolloid konvergieren. In diesem Grenzfall beeinussen sihdie beiden Kolloide niht mehr gegenseitig. Nah der Konvergenzanalyse aus Abshnitt9.2.3 sind die Ansatzfunktionen mit N = 10 f�ur �0 � 0:5, d � 2:26 zumindest f�urkleine u ausreihend. F�ur kleinere Abst�ande werden die Ergebnisse ungenau und manm�usste in h�oherer Ordnung N entwikeln. Dies ist bei der Betrahtung der im folgendenbeshriebenen Abbildungen zu beahten.Test der Entwiklung um u = 0In Abbildung 9.7 sind die numerishen Ergebnisse mit denen aus der Entwiklung umu = 0 verglihen. Man sieht, dass f�ur u � 1 die A1l (�) dominieren. Ihr funktionalerVerlauf ist gut durh die L�osung in erster Ordnung in u gegeben.KonturplotAbbildung 9.8 zeigt einen Konturplot der Dihteverteilung zweier nebeneinander beweg-ter Kolloide f�ur u = 1 und d = 3:09. Die Dihte zwishen den Kolloiden ist erh�oht.Daraus ergibt sih eine absto�ende Kraft zwishen den Kolloiden.100



9.2 Zwei gleihe Kolloide nebeneinander
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Abbildung 9.8: Dihteverteilung in der N�ahe zweier Kolloide, die nebeneinander durheine Polymerl�osung bewegt werden f�ur u = 1 und d = 3:09. Die Kontur-linien gehen von 0:7 bis 1:5 mit Shrittweite 0:1.Dihte zwishen den KolloidenWird der Abstand der beiden Kolloide verkleinert, so erh�oht sih die Dihte auf derVerbindungsahse der Kolloide. In erster Ordnung in u ist sie dort gleih der Ruhedihte.In Abbildung 9.9 ist diese Dihte f�ur d = 3:09 zusammen mit der Superpositionsn�aherungund der L�osung f�ur ein einzelnes Kolloid aufgetragen.Die Kontaktdihten bei � = ��=2, � = 0 (entspriht dem Punkt B in Abbildung 9.8)und bei � = �=2, � = 0 (entspriht dem Punkt C) sind im Vergleih in Abbildung 9.10f�ur u = 1 als Funktion von d gezeigt. Man sieht, dass die Dihte auf der zugewandtenSeite st�arker anw�ahst. Dieser Untershied ist Ursprung der Kraft zwishen den beidenKolloiden. F�ur kleine Abst�ande untersh�atzt die Superpositionsn�aherung die Dihte aufder Kolloid-Ober�ahe systematish.Kraft zwishen den KolloidenIn Abbildung 9.11 ist die Kraft zwishen den Kolloiden f�ur d = 3:09 als Funktion vonu aufgetragen. Sie ist absto�end. Den Verlauf kann man erkl�aren, wenn man sih dasDihtepro�l eines einzelnen Kolloids in Erinnerung ruft. Die Dihte an der Seite desKolloids steigt mit u an, aber die Breite des Bereihs erh�ohter Dihte neben dem Kolloidnimmt mit u ab. Im Grenzwert u ! 1 ist der Bereih unendlih d�unn, die Reihweiteder absto�enden Kraft geht gegen Null. Die absto�ende Kraft liegt f�ur u = 1 bei jFzj �0:09. Die Kraft senkreht dazu, in Rihtung des Flusses ist f�ur u = 1 etwa jFxj � 2:2,siehe Abbildung 9.6. Die absto�ende Kraft zwishen den beiden Kolloiden ist f�ur diesenAbstand und diese Geshwindigkeit also im Bereih von 4 % der Reibungskraft.Die Entwiklung um u = 0 hat gezeigt, dass in erster Ordnung in u die Kraft zwishenden Kolloiden vershwindet. Sie beginnt also mit Ableitung Null bei u = 0. Dies ist inAbbildung 9.12 zu sehen. 101



9 Zwei gleihe Kolloide im Str�omungsfeld
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Abbildung 9.9: Dihte zwishen den Kolloiden entlang des Shnitts AB in Abbildung9.8 f�ur u = 1 und d = 3:09. Aufgetragen ist nur die rehte Seite, dieDihte ist symmetrish bez�uglih z = 0. Der Abstand der Ober�ahender verbotenen Zonen betr�agt 1:09.In Abbildung 9.13 ist die Kraft zwishen den Kolloiden als Funktion des Abstandsd aufgetragen. Sie nimmt mit abnehmendem Abstand zu. Die Superpositionsn�aherunguntersh�atzt die Kraft insbesondere bei kleinen Abst�anden deutlih.
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9.2 Zwei gleihe Kolloide nebeneinander
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Abbildung 9.10: Die Kontaktdihten bei den Punkten entsprehend B und C in Abbil-dung 9.8 als Funktion von d f�ur u = 1. Die durhgezogene Linie unter-halb von � = 1:1 ist der Wert f�ur d!1, der wieder der Rehnung f�urein einzelnes Kolloid entnommen wurde.
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uAbbildung 9.11: Kraft zwishen den Kolloiden f�ur d = 3:09 als Funktion von u. Sie istabsto�end. Sie hat ein Maximum bei u � 3 und geht gegen Null f�uru!1.
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9 Zwei gleihe Kolloide im Str�omungsfeld
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Abbildung 9.12: Ausshnitt der Kraft f�ur kleine Geshwindigkeiten. Sie hat in diesemBereih eine quadratishe Abh�angigkeit von u.
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Abbildung 9.13: Kraft zwishen den Kolloiden f�ur u = 1 als Funktion des Abstands.
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9.3 Zwei gleihe Kolloide hintereinander
x

z

θ1

θ2

Abbildung 9.14: Zwei Kolloide bewegen sih hintereinander durh eine Polymerl�osung.Die De�nition der Winkel �1 und �2 wird f�ur die Abbildungen der Kon-taktdihte in Abshnitt 9.3.2 ben�otigt.9.3 Zwei gleihe Kolloide hintereinanderHier werde ih den Fall untersuhen, in dem zwei gleihe Kolloide mit konstanter Ge-shwindigkeit hintereinander durh eine Polymerl�osung bewegt werden, siehe Abbildung9.14. Ih werde wieder den Einuss der Kolloide auf das Str�omungsfeld vernahl�assigen,dies ist am Anfang von Abshnitt 9.2 diskutiert. Die Vorgehensweise ist analog zu Ab-shnitt 9.2. Ih werde wieder eine Entwiklung um u = 0 durhf�uhren und das Problemmit AUTO 2000 l�osen. Die beiden Methoden haben dieselben Vor- und Nahteile wie inAbshnitt 9.2.Das Str�omungsfeld ist parallel zur Verbindungsahse der Kolloide, ist also gegebendurh u = �u êz : (9.37)9.3.1 Transformation der Gleihungen in bisph�arishe KoordinatenDie Gleihung f�ur die station�are Dihte istu ���z +�� = 0 : (9.38)Dieses Problem ist rotationssymmetrish in �, deshalb ist die Dihte � unabh�angig von�. Mit (9.4), (9.5), (9.8), (9.9), (9.20 mit x ersetzt durh z) und k � osh�� os � wird(9.38) nah Multiplikation mit a2=k1=2 zuau �(1� osh� os �) �D�� � 12 sinh� os � D � sinh� sin � �D�� �+k2 ��2D��2 + 1sin � ��� �sin � �D�� �� 14D� = 0 : (9.39)105



9 Zwei gleihe Kolloide im Str�omungsfeldDie Randbedingung auf den beiden verbotenen Zonen ist�au �(1� osh� os �)�D + 1pk��+ 12 k sinh�D + k2 �D�� ������=��0 = 0 : (9.40)9.3.2 Entwiklung um u = 0Wieder entwikle ih die Funktion D um u = 0,D(�; �;u) = D0 + uD1(�; �) + : : : : (9.41)Wie im Falle der nebeneinander bewegten Kolloide muss D0 = 0 sein. Die erste Ordnungist ebenfalls analog. Ih muss wieder �D1 = 0 (9.42)l�osen. Die allgemeine L�osung ist analog zu Abshnitt 9.2.3, wobei hier aufgrund derZylindersymmetrie die Kugel�ahenfunktionen zu den Legendre-Polynomen werden,D1 = 1Xl=0 �Cl osh ��l + 12���+ Sl sinh��l + 12���� Pl(os �) : (9.43)Die Randbedingung (9.40) lautet in dieser Ordnung�(1� osh� os �) apk + 12 k sinh�D1 + k2 �D1�� ������=��0 = 0 : (9.44)F�ur die L�osung dieser Gleihung sind Symmetrie�uberlegungen hilfreih. D1 = fs(�) +fa(�) besteht aus einem symmetrishen und einem antisymmetrishen Teil. F�ur symme-trishe beziehungsweise antisymmetrishe Funktionen fs(�) und fa(�) giltfs(�) = fs(��) ;�fs(�)�� = ��fs(��)�� ;fa(�) = �fa(��) ;�fa(�)�� = �fa(��)�� : (9.45)Wenn ih diese Regeln benutze, bekommt (9.44) die folgende Form, da k symmetrishist: � = +�0 : A+B �fs(�0) + fa(�0)�+ C �f 0s(�0) + f 0a(�0)� = 0 ;� = ��0 : A+B ��fs(�0) + fa(�0)�+ C ��f 0s(�0) + f 0a(�0)� = 0 : (9.46)Mit A = (1 � osh�0 os �) 1pk(�0) , B = 12 k(�0) sinh�0 und C = k2(�0). Wenn ih diebeiden Gleihungen substrahiere, bekomme ihB fs(�0) + C f 0s(�0) = 0 : (9.47)Diese Bedingung k�onnen die Terme mit osh ��l + 12��� niht erf�ullen, da B und C sowieauh osh ��l + 12��0� und die Ableitung nah � stets positiv sind f�ur �0 > 0. Es m�ussenalso alle Cl = 0 sein und nur die Sl sind von Null vershieden. F�ur diese kann ih wiederein lineares Gleihungssystem aufstellen, das numerish shnell l�osbar ist.106



9.3 Zwei gleihe Kolloide hintereinander
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Abbildung 9.15: Kontaktdihte auf dem vorderen Kolloid. Der Winkel �1 ist in Abbil-dung 9.14 de�niert. Die L�osung f�ur d = 1 ist der Rehnung f�ur eineinzelnes Kolloid entnommen.KontaktdihteIn Abbildung 9.15 und 9.16 sind die Kontaktdihten auf den Kolloiden als Funktion von�1 beziehungsweise �2 aufgetragen. Die Funktionen gehen f�ur gro�e Abst�ande d gegendie L�osung f�ur ein einzelnes Kolloid. Je kleiner d, desto gr�o�er der Einuss der Kolloideaufeinander.Kraft auf die KolloideIn diesem Fall gibt es aufgrund der Zylindersymmetrie nur Kr�afte in z-Rihtung, also inBewegungsrihtung der Kolloide. In erster Ordnung in u ist die L�osung antisymmetrishin �, �(�)� 1 = �[�(��)� 1℄ : (9.48)Dies ist in Abbildung 9.17 illustriert. Unterdruk hinter dem Kolloid hat die gleiheReibungskraft zur Folge wie �Uberdruk vor dem Kolloid. Deshalb ist die Reibungskraftbeider Kolloide identish. Sie ist jedoh kleiner als diejenige auf ein einzelnes Kolloid.Der Grund ist, dass das vordere Kolloid vom Anstau vor dem hinteren geshoben wird.Andererseits shirmt das vordere das hintere Kolloid ab. In Abbildung 9.18 ist die Rei-bungskraft der Kolloide als Funktion des Abstands d aufgetragen. Sie nimmt mit d zuund geht f�ur d ! 1 gegen den Wert f�ur ein einzelnes Kolloid. Die Kraft ist niht wiedie vorangegangenen Graphen auf u normiert, da die Di�erenz der Kr�afte auf die bei-den Kolloide in der Superpositionsn�aherung von u abh�angt, obwohl als L�osung f�ur dieeinzelnen Kolloide die erste Ordnung in u benutzt wurde.
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9 Zwei gleihe Kolloide im Str�omungsfeld
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Abbildung 9.16: Kontaktdihte auf dem hinteren Kolloid. Der Winkel �2 ist in Abbildung9.14 de�niert. Die L�osung f�ur d =1 ist der Rehnung f�ur ein einzelnesKolloid entnommen.

Abbildung 9.17: Dihteverteilung in erster Ordnung in u. Die Funktion � � 1 ist anti-symmetrish bez�uglih der Ebene zwishen den Kolloiden.108



9.3 Zwei gleihe Kolloide hintereinander
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Abbildung 9.18: Kraft auf die beiden Kolloide f�ur u = 0:025. Sie ist identish f�ur beideKolloide. F�ur die Superpositionsn�aherung habe ih die Entwiklung inerster Ordnung in u aus Abshnitt 4.1.1 benutzt. Obwohl die L�osung f�urein einzelnes Kolloid antisymmetrish bez�uglih vorne und hinten ist,ist die Superposition zweier Kolloide dies niht mehr. Deshalb gibt esauh in erster Ordnung in u vershiedene Kr�afte auf die beiden Kolloide.Die Linie oberhalb von jFzj = 0:052 ist der Grenzwert f�ur d ! 1, derder Rehnung f�ur ein einzelnes Kolloid entnommen wurde.
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9 Zwei gleihe Kolloide im Str�omungsfeld
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Abbildung 9.19: EntwiklungskoeÆzienten vonD f�ur u = 0:025. Die Symbole sind nume-rishe Ergebnisse, die durhgezogenen Linien sind aus der Entwiklungum u = 0.9.3.3 L�osung mit AUTO 2000Aufgrund der Zylindersymmetrie entwikle ih D in Legendre-Polynome,D(�; �) = 1Xl=0 Al(�)Pl(os �) : (9.49)Diesen Ansatz setze ih in (9.39) ein und f�uhre die Projektionen auf die Pl(os �) ana-log zum Falle der nebeneinander bewegten Kolloide durh. Das ergibt wieder N + 1gew�ohnlihe Di�erentialgleihungen f�ur die Al(�), wenn ih die Entwiklung bei l = Nabshneide. Hier konnte ih die Gleihungen mit Mathematia bis zur Ordnung N = 12erstellen. Die Berehnung des Dihtefeldes ist deshalb nur f�ur �0 � 0:5, d � 2:26 m�oglih.Test der Entwiklung um u = 0In Abbildung 9.19 sind die Al(�) f�ur u = 0:025 aufgetragen. Man sieht gute �Uberein-stimmung zwishen den numerishen Ergebnissen und denen aus der Entwiklung umu = 0.KonturplotIn Abbildung 9.20 ist die Dihteverteilung in der N�ahe der Kolloide f�ur u = 1 undd = 3:09 gezeigt. Der Anstau vor dem zweiten Kolloid ist deutlih erniedrigt. Dagegenist die Dihte hinter dem zweiten deutlih geringer als hinter dem ersten. Der Anstauvor dem zweiten Kolloid verringert die Verarmung hinter dem ersten.110



9.3 Zwei gleihe Kolloide hintereinander
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 3Abbildung 9.20: Dihteverteilung zweier hintereinander bewegter Kolloide f�ur u = 1 undd = 3:1. Die Konturlinien gehen von 0.7 bis 1.5 mit Shrittweite 0.1.Kraft auf die KolloideDie Reibungskraft auf die beiden Kolloide f�ur u = 1 ist in Abbildung 9.21 in Abh�angigkeitdes Abstands d aufgetragen. F�ur diese Geshwindigkeit ist die Reibungskraft auf dasvordere Kolloid gr�o�er als diejenige auf das hintere. Die Kraft auf das vordere Kolloidsheint f�ur d < 2:5 niht mehr abzunehmen. F�ur den letzten gezeigten Punkt (d = 2:26)weiht in der ersten Ordnung in u in Abshnitt 9.3.2 die Kraft f�ur N = 12 um 0:8 %von derjenigen mit ausreihender Ordnung N ab. Deshalb ist dieser Punkt noh rehtgenau. Die Frage, ob die Kraft auf das vordere Kolloid ein Minimum hat und f�ur d! 2wieder ansteigt, kann in dieser Ordnung niht beantwortet werden.Die Reibungskraft f�ur d = 3:09 in Abh�angigkeit der Geshwindigkeit ist in Abbildung9.22 aufgetragen. Der Untershied zwishen den Kr�aften auf die beiden Kolloide ist dabeif�ur kleine u quadratish in u. Siehe Abbildung 9.23.In Abbildung 9.24 ist die Dihte f�ur u ! 1 skizziert. In diesem Grenzfall geht dieKraft auf das zweite Kolloid gegen Null, die auf das erste geht gegen die auf ein einzelnesKolloid. Der Grund ist, dass der Bereih hinter dem ersten Kolloid frei von Polymerenist, das hintere Kolloid also in reinem L�osungsmittel shwimmt. Da das hintere Kolloidkeinen Anstau verursaht und dieser unendlih d�unn w�are, shiebt es das vordere nihtan.
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9 Zwei gleihe Kolloide im Str�omungsfeld
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Abbildung 9.21: Kraft auf die beiden Kolloide als Funktion von d f�ur u = 1. Die Linieunterhalb von jFzj = 2 ist der Grenzwert f�ur d!1, der der Rehnungf�ur ein einzelnes Kolloid entnommen wurde.
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Abbildung 9.22: Kraft auf die beiden Kolloide im Vergleih zu derjenigen auf ein einzel-nes Kolloid f�ur d = 3:09. Die Kraft auf das vordere Kolloid ist kleinerals diejenige auf ein einzelnes. Wie im Text und in Abbildung 9.24 dis-kutiert ist, geht die untere Kurve f�ur u ! 1 gegen Null, die mittleregeht gegen die obere.
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9.3 Zwei gleihe Kolloide hintereinander
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Abbildung 9.23: Di�erenz der Kr�afte auf die beiden Kolloide f�ur kleine u und d = 3:09.Man sieht die quadratishe Abh�angigkeit von u.
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Abbildung 9.24: Skizze der Dihteverteilung in der N�ahe der Kolloide im Grenzfall u!1. Die Kontaktdihte auf dem hinteren Kolloid ist Null bis auf denGro�kreis mit �2 = �=2. Die Dihte dort tr�agt jedoh zur Kraft nihtbei.
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9 Zwei gleihe Kolloide im Str�omungsfeld
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Abbildung 9.25: Zwei Kolloide werden mit konstantem Abstand im Winkel � durh einePolymerl�osung bewegt.9.4 Zwei gleihe Kolloide in beliebigem WinkelHier m�ohte den Fall untersuhen, in dem die Verbindungsahse der Kolloide einen be-liebigen Winkel � mit dem Str�omungsfeld einnimmt, siehe Abbildung 9.25. Dabei werdeih keine neuen Rehnungen durhf�uhren sondern werde nur zeigen, dass die L�osungdieses Problems nur in erster Ordnung in u durh eine Superposition der L�osungen f�ur� = 0Æ und � = 90Æ gegeben ist.Das Str�omungsfeld ist gegeben durhu = �u �êz os�+ êx sin�� : (9.50)Die angepasste Superposition w�are also�S = �z os�+ �x sin� : (9.51)Wobei �i mit i = z; x die L�osung f�ur das Str�omungsfeld u = �u êi ist.Der Ansatz (9.51) und der Ausdruk (9.50) f�ur u eingesetzt in die bekannte Di�e-rentialgleihung f�ur die station�are Dihte und die Randbedingung ergibt�u �r�S +��S = 0 ; (9.52)[ê� � (�u�S +r�S)℄j�=�0 = 0 : (9.53)Man stellt fest, dass in (9.52)u sin� os� ���z�x + ��z�x �114



9.5 Zwei Kolloide untershiedliher Gr�o�e�ubrig bleibt. In (9.53) bleibt der Termu sin� os� [ê� � (êx �z + êz �x)℄j�=�0stehen. Damit erf�ullt der Ansatz (9.51) die Gleihungen f�ur beliebiges � niht. Man mussalso f�ur jeden Winkel � eine neue Rehnung durhf�uhren. In erster Ordnung in u mussman dies jedoh niht. In diesem Fall ist der Ansatz�S = 1 + u �S1 +O(u2) = 1 + u ��z1 os�+ �x1 sin��+O(u2) : (9.54)Dabei erf�ullt 1 + u �i1 die Gleihungen in erster Ordnung in u f�ur u = �u êi. In ersterOrdnung in u wird die Di�erentialgleihung wie shon oft gesehen zur Laplae-Gleihung.Diese wird von den �i1 per De�nition erf�ullt. Die Randbedingung bei � = �0 wird zuhê� � ��u=u+r�S1�i����=�0= os� hê� � �êz +r�z1�i����=�0 + sin� hê� � �êx +r�x1�i����=�0 = 0 : (9.55)Die beiden Terme in (9.55) sind einzeln gleih Null, so sind die �i1 de�niert. In ersterOrdnung in u gilt also f�ur zwei Kolloide unter dem Winkel �,�� = 1 + u ��z1 os�+ �x1 sin�� : (9.56)Dabei ist �z1 die Dihte in erster Ordnung in u f�ur zwei hintereinander bewegte Kolloideund �x1 diejenige f�ur zwei nebeneinander bewegte Kolloide. Die Kr�afte auf die Kolloidewerden dabei entsprehend superpositioniert. Man erh�alt also in erster Ordnung wiederkeine Kr�afte zwishen den Kolloiden.Die Gesamtkraft auf die Kolloide ist allerdings niht parallel zu u. Der Grund ist,dass wie in den jeweiligen Kapiteln gezeigt, die Reibungskraft zweier nebeneinander be-wegter Kolloide erh�oht ist w�ahrend diejenige zweier hintereinander bewegter Kolloideerniedrigt ist.Der obige Beweis f�ur die G�ultigkeit dieser Superpositionsl�osung in erster Ordnung inu gilt nat�urlih f�ur die Superposition beliebiger Flussfelder. So kann man zum Beispiel dieDihte f�ur den Sheruss aus Kapitel 7 mit derjenigen des geradlinig bewegten Kolloidsaus Kapitel 4 superpositionieren.9.5 Zwei Kolloide untershiedliher Gr�o�eWenn die beiden Kolloide untershiedlihe Gr�o�e haben, so sind die Randbedingungenniht mehr bei ��0, sondern bei �0 > 0 und �1 < 0. Die obigen L�osungsmethodenfunktionieren analog.9.6 Ein Kolloid in der N�ahe einer WandWenn eine der beiden Kugeln in bisph�arishen Koordinaten unendlih gro� ist, entsprihtsie einer Ebene bei z = 0. Wenn diese Ebene die Ober�ahe der verbotenen Zone einer115



9 Zwei gleihe Kolloide im Str�omungsfeldWand ist, sind die Randbedingungen dieselben wie f�ur zwei Kolloide, die nebeneinanderbewegt werden, siehe Abshnitt 9.2. Die Str�omungsfelder k�onnen jedoh vershieden sein,hier muss man zwei F�alle untersheiden:1. Das Kolloid wird an der Wand entlang gezogen. In der N�aherung, in der das Kolloiddas Str�omungsfeld niht beeinusst, ruht das L�osungsmittel im Bezug zur Wand.In diesem Fall ist das Str�omungsfeld und damit auh die L�osung und die absto-�ende Kraft identish zu den L�osungen der nebeneinander gezogenen Kolloide inAbshnitt 9.2.2. Kolloid und Wand ruhen, das L�osungsmittel str�omt vorbei. In diesem Fall ist derungest�orte Fluss ein Sheruss. Diesen Fall muss man neu berehnen.Im reinen L�osungsmittel vershwinden die Kr�afte zwishen Kolloid und Wand aufgrundder Zeitreversibilit�at der Stokes-Gleihung.
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10 Zusammenfassung und AusblikIn dieser Arbeit wurde die Dihteverteilung von Polymeren in stark verd�unnter L�osung inder N�ahe getriebener Kolloide untersuht und die aus inhomogenen Dihteverteilungenfolgenden Kr�afte berehnet.F�ur ein einzelnes Kolloid ist die Reibungskraft durh Polymere nahezu linear inder Geshwindigkeit des Kolloids. Ihre St�arke h�angt vom Gr�o�enverh�altnis der betei-ligten Teilhen ab, diese Abh�angigkeit kommt aus dem Einuss des Kolloids auf denStr�omungsuss des L�osungsmittels. Die makroskopishe Viskosit�at einer Polymerl�osungist gr�o�er als diejenige des reinen L�osungsmittels. Die im mikroskopishen Modell be-rehnete Gesamtkraft auf das Kolloid, also die Summe aus der Stokes-Kraft des reinenL�osungsmittels und der Polymerkraft, ist f�ur die in Experimenten verwendeten Para-meter kleiner als die Stokes-Kraft in einer homogenen Fl�ussigkeit derselben Viskosit�at.Die Mobilit�at des Kolloids ist nah den Rehnungen in dieser Arbeit also gr�o�er als mannaiv erwarten w�urde. Experimentelle Messungen der Di�usionskonstante eines Kolloidsin einer Polymerl�osung best�atigen dies: Die Di�usivit�at des Kolloids ist gr�o�er als manaufgrund der Viskosit�at der L�osung erwarten w�urde und stimmt im Bereih kleiner Po-lymerdihten gut mit den Vorhersagen aus dieser Arbeit �uberein. In den momentan ander Universit�at Leipzig durhgef�uhrten Messungen der Reibungskraft auf ein Kolloid ineiner Polymerl�osung ist diese Kraft gr�o�er als die Stokes-Kraft mit Viskosit�at der Poly-merl�osung, also ebenfalls gr�o�er als die Vorhersagen dieser Arbeit. Die Messungen gebenjedoh Ho�nung auf eine bessere �Ubereinstimmung bei kleinen Polymerdihten, dort istdie experimentelle Au�osung allerdings noh niht hoh genug. In jedem Fall zeigt diePolymerl�osung auf der Gr�o�enskala des Kolloids deutlih andere Eigenshaften als einehomogene Fl�ussigkeit derselben Viskosit�at. Ein mikroskopishes Modell wie das in dieserArbeit verwendete ist also f�ur die Beshreibung n�otig.Die Zeitentwiklung der Reibungskraft f�ur ein instantan beshleunigtes Kolloid wurdef�ur kleine Geshwindigkeiten berehnet. Der Maximalwert der Kraft wird algebraisherreiht, weshalb keine harakteristishe Zeitskala angegeben werden kann.F�ur ein Kolloid im Sheruss ist die Polymerdihteverteilung punktsymmetrishbez�uglih des Kolloidmittelpunktes. Deshalb treten keine Kr�afte auf das Kolloid auf.Bei zwei Kolloiden, die mit konstantem Abstand durh die L�osung bewegt werden,treten in erster Ordnung in der Geshwindigkeit der Kolloide �ahnlihe Symmetrien inder Dihteverteilung auf wie im Stokes-Str�omungsfeld. Deshalb gibt es in dieser Ord-nung auh mit Polymeren keine Wehselwirkungskr�afte. Dies �andert sih bei h�oherenGeshwindigkeiten, bei denen aber immer noh die Stokes-Gleihung gilt. Dort erfahrennebeneinander bewegte Kolloide eine absto�ende Polymerkraft. Ebenso gilt dies f�ur einKolloid, das an einer Wand entlang bewegt wird. Ein Kolloid, das hinter einem anderenbewegt wird, erf�ahrt eine reduzierte Reibungskraft, f�ur Kolloide in einer Polymerl�osung117



10 Zusammenfassung und Ausbliklohnt sih also das Windshattenfahren. Im Gegensatz zu diesem erf�ahrt das vordere Kol-loid ebenfalls eine reduzierte Reibungskraft, da es vom hinteren geshoben wird. Dieseist f�ur gro�e Geshwindigkeiten jedoh gr�o�er als die Reibungskraft des hinteren. Ei-ne Gruppe sedimentierender Kolloide verkleinert im Laufe der Sedimentation also seineAusdehnung in Bewegungsrihtung, vergr�o�ert aber die Ausdehnung senkreht zu dieserRihtung. Des weiteren wird gezeigt, dass in erster Ordnung in der Geshwindigkeit dasDihtefeld in der N�ahe zweier in beliebigem Winkel angestr�omten Kolloide durh eineSuperposition der Dihtefelder f�ur nebeneinander und hintereinander bewegte Kolloidegegeben ist. Die mit der Superpositionsn�aherung berehneten Kr�afte weihen bis zu 50% von den in bisph�arishen Koordinaten berehneten ab. Die Abweihung nimmt mitsinkendem Kolloidabstand zu.Um die Experimente auh bei gr�o�eren Polymerdihten beshreiben zu k�onnen, ist ei-ne Verfeinerung des Modells notwendig. F�ur gr�o�ere Dihten k�onnen die Wehselwirkun-gen der Polymere niht mehr vernahl�assigt werden. Ein Konzept f�ur die Ber�uksihtigungdieser Wehselwirkungen ist durh die Dynamishe Dihtefunktionaltheorie gegeben [12℄.Die Einbindung der R�ukkopplungen der Polymere auf das Str�omungsfeld des L�osungs-mittels ist mit dieser allerdings noh niht m�oglih.Im Rahmen des in dieser Arbeit verwendeten Modells gibt es im Bereih zweier Kol-loide noh viele interessante Szenarien, zum Beispiel Kolloide untershiedliher Gr�o�e.Au�erdem verspriht das Studium zweier Kolloide mit �uberlappenden verbotenen Zonenneue Ergebnisse bez�uglih der Verarmungskr�afte im Nihtgleihgewiht.
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