Einfiihrung in die Geophysik

2. Geophysikalische Messtechniken und der Aufbau des Erdkorpers  korrigiert 20.4.2011

Unterschied zwischen Geophysik, Astrophysik und Experimentalphysik im Labor: Der Geo-
physiker, Astrophysiker kontrolliert hdufig das Experiment nicht selbst, sondern nimmt an ei-
nem Experiment teil (als Beobachter), das die Natur macht. Wichtigstes Beispiel hier: Die
Messung der Prdzessionsperiode.

2.1. Gravimetrie und das Schwerefeld der Erde

Wir beginnen mit dem Schwerefeld einer Kugel und gehen von dort zum Rotationsellipsoid.
Die Rotation der Erde erzeugt ihren Aquatorwulst, und die Form der Erde (in 2. Niherung
eben ein Rotationsellipsoid) entsteht durch die Balance zwischen Selbstanziehung (die allein
eine perfekte Kugel erzeugen wiirde) und den Zentrifugalkrdften. Die Abplattung (der relative
Unterschied zwischen dem Aquator- und dem Polradius) betriigt ca 1/300. Dies ist auch die
Grofienordnung der dynamischen Abplattung, also des relativen Unterschiedes zwischen den
Triigheitsmomenten beziiglich der Rotationsachse und beziiglich einer Achse in der Aquatore-
bene. Diese dynamische Abplattung spielt eine bedeutende Rolle bei der Suche nach der Mas-
senverteilung im Erdinneren; allerdings wird dafiir zusdtzlich noch das Quadrupolmoment
des Gravitationspotentials gebraucht — dafiir ist eine erste Begegnung mit Kugelfunktionen
notwendig. Die Messung beider Grofsen sind Anwendungen der Kreiselprdzession.

Zwei Korper mit den Massen m,,m, im Abstand r voneinander ziehen sich mit der Kraft
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Das Gravitationspotential der Masse m, definieren wir als
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so dass die Gravitationsbeschleunigung in Richtung auf die Masse m,
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ist. Allgemeiner (in drei Dimensionen) ist diese Beschleunigung der Gradient des Gravitati-
onspotentials

a=-VV
und das Potential einer Massenverteilung ist
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Man kann zeigen (Rechnung in Kertz und Fowler), dass das Potential einer homogenen (d.h.
mit konstanter Dichte) Kugel der Masse M im Auflenraum dieser Kugel ebenfalls
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ist. Die Erde ist in einer etwas besseren Ndherung aber keine Kugel, sondern ein Rotationsel-
lipsoid. Um dessen Gravitationspotential 7 zu finden benutzen wir, dass 7 auflerhalb der
Erde sowie an der Erdoberfliche die Laplacegleichung

ViV =0

erfiillt. Die allgemeine Losung in Kugelkoordinaten (Radius r radial nach au3en, Kobreite 3
vom Pol zum Aquator gemessen, Linge 1) wird im Kapitel ,Kugelfunktionen’ diskutiert und
wird uns bei der Beschreibung der Form des Erdmagnetfeldes begegnen. Hier begniigen wir
uns mit einer vereinfachten Losung, die aber wie die vollstindige im Kapitel ,Kugelfunktio-
nen’ von einem Separationsansatz

V(r.8.2)=V,(r)V, (9W, (A).

fiir das Potential ausgeht, d.h. ¥, héngt nur noch von der Koordinate » usw. Fiir Beobach-
tungspunkte aullerhalb der Massenverteilung ergibt sich

V=B rtnl

fiir ein beliebiges n bzw. eine Superposition fiir Teillosungen fiir verschiedene ». Fiir ein Ro-
tationsellipsoid hingt das Potential nicht von A ab,

v, =1

Die & — Abhéngigkeit, die im allgemeinen Fall durch die zugeordneten Kugelfunktionen
P" (cos9) beschrieben wird, reduziert sich fiir das Rotationsellipsoid auf die zonalen Kugel-
funktionen, also

VS = Cn Rz (COS 9) )

wieder fiir beliebige n (wie wir bei der Losung der Laplacegleichung in Kugelkoordinaten se-
hen werden, muss dieses 7 in jeder Teillosung aber das gleiche sein wie beim radiusabhéngi-
gen Anteil). Insgesamt ergibt sich das Potential des Rotationsellipsoids zu
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dabei wird die Dichteverteilung durch die Koeffizienten J, beschrieben. Weil £, =1 muss
Jo =1 sein; der 1. Term ist also gerade das Potential der Kugel oder eines ,Gravitationsmo-
nopols’. Der 2. Term mit P, (cos3) = cos 3 wire ein parallel zur Rotationsachse ausgerichte-
oV tcos 9
ter Dipol (Ableiten nach den Koordinaten ergibt die Komponenten a, = N = m
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nes Dipolfeldes hat). Mit positiven Massen ldsst sich ein solcher Dipol nur realisieren, wenn
die Nordhalbkugel schwerer oder leichter ist als die Siidhalbkugel... d.h. J, =0. Der 3. Term

und a, =— einer hypothetischen Schwerebeschleunigung, die die Form ei-
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mit P, (cos9) = ECOSZ 9 - 5 ist im Gegensatz zum 2. wieder symmetrisch beziiglich der

Aqugtorebene: dieser Quadrupolterm beschreibt den allergrofSten Teil der Schwerewirkung
des Aquatorwulstes. Fiir das Gravitationspotential des Erdellipsoids ergibt sich
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Die GroBe des Quadrupolmomentes J, lésst sich auch durch die Differenz zwischen den
Haupttrigheitsmomenten C (beziiglich der tatsichlichen Rotationsachse) und 4 (in der Aqua-
torebene: eigentlich 4,8 aber A=B) darstellen: MacCullaghs Theorem verkniipft das Potential
einer beliebigen Massenverteilung in einem Punkt P mit den drei Haupttragheitsmomenten
A,B,C und dem Tréigheitsmoment / beziiglich der Verbindungslinie zwischen P und dem
Schwerpunkt der Massenverteilung:
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Fiir das Rotationsellipsoid mit 4=B ergibt sich (Rechnung in Stacey)

V:—GME - G(C_A)(gcoszn9—%},

r 1”3

dies ist mit der durch Kugelfunktionsentwicklung gefundenen Form vereinbar, wenn

Die Messung dieses Quadrupolmoments mit Bahnstérungen von Satelliten niitzt die Prizessi-
on aus. Dabei ist der Satellit der Kreisel, der Aquatorwulst erzeugt ein auf diesen Kreisel wir-
kendes Drehmoment.



Wiederholung: Als Prézession bezeichnet man die Bewegung eines Kreisels, auf den (stéindig)
ein Drehmoment senkrecht zur Figurenachse wirkt. Analog zur Kreisbewegung, bei der die
ins Zentrum gerichtete Kraft
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nur die Richtung, aber nicht den Betrag des Impulses p dndert, haben wir jetzt ein Drehmo-
ment, das nur die Richtung von [, , nicht aber den Betrag (und die Drehfrequenz des Krei-
sels) dndert:
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z.B: horizontal aufgehdngter Kreisel mit ausbalancierter Gewichtskraft: Urspriinglicher Dre-
himpuls und horizontale Figurenachse in x-Richtung, Gewichtskraft in z-Richtung und Hebel-
arm in X-Richtung fiihrt auf Drehmoment in y-Richtung, Prizession um die z—Achse.

Satellit der Masse m auf einer Kreisbahn mit dem Radius 7, , diese Bahn mdge mit der Aqua-

torebene den Winkel 8 bilden. Gravitationspotential im Abstand 7 =7, fiir 9 = % — B . Das

Drehmoment, das auf den Satelliten wirkt, ist

:%Z—; = 32Gr’3n (C— A)cos f3sin f3 :32GTTMErEzJ2 cos f3sin f3

(Faktor 2 im Nenner nur mit komplizierter trigonometrischer Betrachtung, die das mittlere
Drehmoment wéhrend eines gesamten Bahnumlaufs beriicksichtigt). Nur der den Aquator-
wulst beschreibende 2. Term im Gravitationspotential hiingt von 9 bzw. von f ab!
Dieses Drehmoment wirkt auf Komponente des Bahndrehimpulses senkrecht zur Erdachse
L, =mrlo, sin 3,

o, ist die Kreisfrequenz des Bahnumlaufs. Die Prizessionsfrequenz des Satellitenkreisels ist
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Im letzten Schritt wurde das 3. Keplersche Gesetz, @ i’ =GM,, ausgeniitzt. Wenn Bahn-

kreisfrequenz und Prézessionskreisfrequenz bekannt sind, kann J, bestimmt werden. Ergeb-
nis:

J, =0.00108

Die quantitative Bestimmung des Quadrupolmoments ist der erste von zwei Schritten zu der
Aussage ,Die Erde hat einen schweren Kern’. Der zweite Schritt macht wieder Gebrauch von
der Prizession, aber diesmal ist die Erde der der Kreisel: Weil die Rotationsachse der Erde
nicht senkrecht auf der Ekliptik (der Bahnebene des Erdumlaufs um die Sonne) steht, sondern

4



um einen Winkel ¢ =23.5° verdreht, iibt die Erde ein Drehmoment auf die Sonne, und des-

halb die Sonne auf die Erde aus. Wie beim Satellitenumlauf ergibt sich als mittleres Drehmo-
ment
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(R 1st der Radius der Erdbahn um die Sonne, 7, ist die Masse der Sonne) Es wirkt auf den

Drehimpuls @ C der Erdrotation (C ist wieder das Haupttragheitsmoment, also dasjenige be-
ziiglich der Rotationsachse), sodass sich die Prizessionsfrequenz
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cos¢sing ergibt. Im letzten Schritt
wurde wieder das 3. Kep-

lersche Gesetz @, R’ = Gm, fiir den Bahnumlauf der Erde mit der Kreisfrequenz @, ausge-
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nutzt. Aus dieser Prizessionsfrequenz ldsst sich also die dynamische Abplattung be-

stimmen;
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Ausdem Quadrupolmoment und der dynamischen Abplattung ergibt sich schliesslich das
Haupttragheitsmoment
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Fiir eine homogene Kugel hitte sich 0.4 ergeben, also muss der Kern eine hohere Dichte als
der Mantel haben.

Unterschied zwischen dem Potential des Erdellipsoids und dem Geopotential, aus dem ein mit
den Messungen vergleichbares Schwerefeld berechnet wird: Das Geopotential beschreibt die
gemeinsame Wirkung von Gravitations- und Zentrifugalkraft.

Die Zentrifugalbeschleunigung ist senkrecht von der Rotationsachse weg gerichtet und hat
den Betrag
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sie nimmt linear mit »sin ¢ zu und hat das Potential
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Das Geopotential ist

U=V+V, = :
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Die Variation der Schwerebeschleunigung mit der Breite S ist niherungsweise
g(8)=9.7805(1+0.005288sin’ /3):%2 ’

und muss bei gravimetrischen Messungen beriicksichtigt werden (neben dieser Breiten-Kor-
rektur gibt es noch eine Hohenkorrektur, die den verdnderten Abstand des Gravimeters vom
Erdmittelpunkt beriicksichtigt, und eine ,Bougerkorrektur’, welche die Schwerewirkung der
Gesteinsschichten zwischen Gravimeter und dem Erdellipsoid beriicksichtigt).

die Differenz zwischen der Schwerebeschleunigung am Pol und am Aquator (ca. 0.0527 2 )

ist zu ca 2/3 auf die am Pol fehlende Zentrifugalbeschleunigung zuriickzufiihren.

Als Geoid wird eine Fliche konstanten Potentials U, bezeichnet (anschaulich wire dies ge-

nau die Meeresoberfldche, wenn es nicht noch -> Geoidanomalien gébe, die das Potential
weiter verkomplizieren). Der Aquatorradius (3 = 90°) sei a und der polare Radius (3 =0°)
sei ¢, dann ergibt sich fiir diese beiden Radii
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Daraus lésst sich die geometrische Abplattung bestimmen
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Wenn wir auf der rechten Seite den kleinen Unterschied zwischen a und ¢ vernachlissigen,
ergibt sich

f:§J2+lgz )
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mit g ist das Verhiltnis der Zentrifugal- zur Gravitationsbeschleunigung am Aquator ge-
g

meint.

Fiir eine ganz genaue Beschreibung des Potentials des Geoids brauchen wir die allgemeine
Losung der Laplacegleichung

V=VvV,V,= G—M(l + i[r—Ej Zn:[ " cosmA+ S sinm l]Pn'” (cos9))
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fiir das Potential einer Massenverteilung auBerhalb derselben. Die Koeffizienten C,',S," die-
ser Kugelfunktionsentwicklung werden wieder aus Bahnschwankungen von kiinstlichen Sa-
telliten bestimmt. Die Terme Cj;,C;,S; usw., welche die ,Birnengestalt’ der Erde beschrei-

ben, sind 200- 1000mal kleiner als das Quadrupolmoment C. . Die héheren Terme beschrei-

ben noch kleinrdumigere Abweichungen von der Form des Rotationsellipsoides. Sehen wir in
ihnen die Kontinente bzw. die Verteilung von Wasser und Land auf der Erdoberfliche?

Die hypsographische Kurve, die die Hohenverteilung auf der Erdoberfldche beschreibt, hat
zwei distinkte Maxima: bei -4500m (der normale Ozeanboden) und bei 500 m (normale Kon-
tinente). Der Dichteunterschied zwischen Seewasser und den Gesteinen der kontinentalen

Kruste betriagt 1750 k% 5, sodass die kontinentale Kruste einen Masseniiberschuss von

9-10°kg pro m> haben miisste, der aber nicht beobachtet wird. Erklirung: Ozeanische Krus-

te ist ca Skm maéchtig, kontinentale Kruste dagegen 35-40km, und beide liegen au einem dich-
teren Mantel. Der og. Masseniiberschuss wird also durch Volumina mit geringerer Dichte
kompensiert. Die Herkunft der beiden verschieden Krustentypen werden in Kap 3.4 und 5.3
besprochen!

Als Isostasie wird ein dhnlicher Kompensationseffekt bei Gebirgen bezeichnet: Diese haben
gegeniiber der normalen kontinentalen Kruste eine zusdtzliche Masse, von der man wieder er-
warten sollte, dass sie im Geoid sichtbar wird. Alternativ kann man ein Lotabweichung (Ab-
weichung der Gravitationsbeschleunigung von der Senkrechten) erwarten — beides wird nicht
beobachtet. Erklarung: Die Gebirge haben ,Gebirgswurzeln’ — die kontinentale Kruste ist dort
sehr viel machtiger als 35- 40km.

Bemerkung zu den auf dem Mantel schwimmenden Kontinenten
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