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Lerneinheit 1: Bivariate Tabellenanalyse (Wiederholung)

Ziel der bivariaten Tabellenanalyse ist die statistische Untersuchung eines méglichen Zusam-
menhangs zwischen zwei Variablen.

Dazu werden in der gemeinsamen Verteilung der beiden Variablen die (relativen) Auftretens-
h&ufigkeiten der Auspréagungskombinationen der beiden Variablen betrachtet. Wenn X die
Spaltenvariable mit den Auspragungen Xy, Xy, ..., X;, ..., X; und Y die Zeilenvariablen mit den
Auspragungen yy, Yy, -..,Yj, ---, Y, bezeichnet, ergibt sich folgender Tabellenaufbau:
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Die inneren Zellen der Tabelle enthalten die gemeinsamen (relativen) Haufigkeiten der Aus-
pragungskombination (y;,x;) der beiden Variablen X und Y, das ist die bivariate Verteilung.

In der rechten Randspalte und der unteren Randzeile werden die Summen der Zeilen bzw.
Spalten aufsummiert. Entsprechend enthalt die rechte Randspalte die univariate Verteilung der
Zeilenvariable Y und die untere Randzeile die univariate Verteilung der Spaltenvariable X.
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Symbolik in Tabellen
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Die univariaten Verteilungen werden in der Tabellenanalyse daher auch als Randverteilungen
bezeichnet.

Wenn die Tabelle sich auf Populationsdaten bezieht, werden die absoluten Haufigkeiten in einer
beliebigen Tabellenzelle (i,j) durch ,,N;* symbolisiert und die relativen Haufigkeiten durch
T liegen Stichprobendaten vor, werden die Symbole ,,n;;“ fiir die absoluten und ,,p;" fur die
relativen Haufigkeiten verwendet.

Hinweis:
Da im Englischen der Buchstabe ,,f* fur ,,frequencies* steht, werden die absoluten Haufigkeit-
en auch oft durch F;; in der Population und f;; in der Stichprobe symbolisiert.

Schatzungen der Populationswerte werden meist durch ein ,,"* iber dem Symbol gekennzeich-
net, also N fur die absoluten und 7; fir die relativen Haufigkeiten.
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Die Analyse eines Zusammenhangs in einer Kreuztabelle

In einem Zufallsexperiment sind zwei Ereignisse statistisch unabhangig voneinander, wenn die
Wahrscheinlichkeit des gemeinsamen Auftretens gleich dem Produkt des Auftretens der einzel-
nen Ereignisse ist.
Entsprechend sind zwei Zufallsvariablen X und Y statistisch unabh&angig voneinander, wenn
die bivariate Verteilung das Produkt der univariaten Verteilungen ist:

m;=m, -« firalleiundj.

Statistische Abhangigkeit zwischen zwei Variablen wird dann als Abwesenheit von Unabhan-
gigkeit definiert und liegt somit vor, wenn fur mindestens einige Auftretenswahrscheinlich-
keiten gilt:

m; # m, -, fur alle oder einige i und j.

Stichprobenverteilung der Zellenhaufigkeiten

In einer einfachen Zufallsauswahl sind die absoluten wie die relativen Haufigkeiten konsistente
und erwartungstreue sowie asymptotisch normalverteilte Schatzer der entsprechenden Popula-
tionshaufigkeiten bzw. der bivariaten Wahrscheinlichkeitsverteilung von zwei Zufallsvariablen.

Bei einer einfachen Zufallsauswahl des Umfangs n mit Zuriicklegen bzw. bei einer unbegrenzt
grolRen Population ist die exakte Verteilung jeder Zellenhaufigkeit n;; eine Binomialverteilung:

n N n—nj

n; ~b(ngn,m;) = (n j‘“if (1-m;)
ij
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Stichprobenverteilung der Zellenh&aufigkeiten

Bei endlichem Populationsumfang N und einfacher Zufallsauswahl ohne Zuriicklegen ist jede
Zellenhdufigkeit dagegen hypergeometrisch verteilt:

n, ~ h(ni,-;n,N,Nu):(l:;]'[E:::,-UJI(I:J

Bei hinreichend grofRem Stichprobenumfang n kann die Stichprobenverteilung der absoluten
Hé&ufigkeit in einer Zelle auch durch eine Poisson-Verteilung berechnet werden:

N;i N
(n.nij) i e n-m;

n,!

n; ~ p(n Ay =N -nij):

ij’

Der Vorteil der Poisson-Verteilung gegenuber der Binomialverteilung bzw. der hypergeometri-
schen Verteilung ist, dass die einzelnen Zellenh&ufigkeiten — gegeben die Verteilungsparameter
A;; — voneinander statistisch unabhangig sind. Da sich die relativen Populationsanteile m;; (bzw.
N;/N) tber alle Zellen zu 1.0 aufsummieren missen, sind die Haufigkeiten bei einer Modellie-
rung Uber die Binomialverteilugn bzw. die hypergeometrische Verteilung dagegen nicht unab-
h&ngig voneinander.

Die Unabhangigkeit der Poissonverteilungen wird genutzt um eine Teststatistik zu finden, die
bei einer einfachen Zufallsauswahl die statistische Unabh&ngigkeit der Spalten- und Zeilen-
variable voneinander priifen kann.
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Chiquadrat-Test auf statistische Unabhangigkeit von Zeilen- und Spaltenvariable

Dazu wird die asymptotische Annaherung der Poisson-Verteilung an eine Normalverteilung mit
den Parameter i = A und o2 = A genutzt. Die Standardisierung dieser asymptotischen Normal-
verteilung ergibt fir jede Tabellenzelle eine asymptotisch standardnormalverteilte Variable:

n -Nn- N
il M N

T

Da die Summe von quadrierten Standardnormalverteilungen chiquadrat-verteilt ist, folgt fir die
Aufsummierung aller quadrierten Standardnormalverteilungen:
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Bei statistischer Unabhangigkeit von Zeilen- und Spaltenvariable in der Population gilt dann
entsprechend:

1 njj —>®©

(0, -,
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Wenn die A-Parameter der Poisson-Verteilungen unbekannt sind, miissen sie aus der Stichprobe
geschatzt werden.
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Chiquadrat-Test auf statistische Unabhéngigkeit von Zeilen- und Spaltenvariable

Bei statistischer Unabhéngigkeit in der Population werden dazu die relativen Haufigkeiten der

Randverteilungen als Schatzungen der entsprechenden Populationsanteile verwendet:
> ~ . ~ ~ n. n . n -n .
xij:n-nﬁ WennHO.n-n”-nﬂzn-p”-pﬂzn- . =

Die Teststatistik berechnet sich dann nach:

LU n L& (P =P p.)
= =N-
;; ni+.n+j ;; p|+ p+j

n

Um die Teststatistik anzuwenden, muss die Zahl der Freiheitsgrade bekannt sein. Diese ergibt
sich aus der Zahl der quadrierten asymptotischen Standardnormalverteilungen minus der Zahl
der flr die Schatzung der A;-Parameter verwendeten empirischen Informationen:

e Die Zahl der quadrierten asymptotischen Standardnormalverteilungen ist gleich der Zahl der
inneren Zellen der Kreuztabelle also 1xJ.

e Die Zahl der verwendeten empirischen Informationen ist gleich (I-1) + (J-1) +1, da aus der
Randverteilung der Zeilenvariable 1-1 relative Haufigkeiten p;, zur Schatzung der relativen
Populationshaufigkeiten m;, und J-1 relative Haufigkeiten p,; zur Schatzung der relativen
Populationshaufigkeiten r,; sowie die Fallzahl n bendtigt werden. Dass jeweils 1-1 statt | und
J-1 statt J Anteile bendtigt werden, liegt daran, dass sich die relativen Haufigkeiten einer
Verteilung jeweils zu 1.0 summieren.
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Chiquadrat-Test auf statistische Unabhéngigkeit von Zeilen- und Spaltenvariable

Die Zahl der Freiheitsgrade betragt daher
df = IxJ—(1-1)-(J-1)-1=(1-1)x(J-1)

Bei statistischer Unabhéngigkeit von Zeilen- und Spaltenvariable in der Population und einfa-
cher Zufallsauswahl ist die Teststatistik somit mit df = (I-1)-(J-1) Freiheitsgraden asymptotisch
chiquadrat-verteilt.

Wenn dagegen statistische Abhangigkeit besteht, ist die Teststatistik nichtzentral chiquadrat-
verteilt, weil die Erwartungswerte der Poisson-Verteilungen ungleich den unter der Annahme
der Unabhangigkeit geschatzten A;-Parametern sind. Der Nichtzentralitatsparameter v (nd) ist
eine Funktion der quadrierten Abweichungen der tatsachlich zutreffenden A;-Parametern von
den bei Unabhangigkeit glltigen Parameten: je starker die Differenzen sind, desto groRer ist v.
Da der Erwartungswert einer zentralen Chiquadrat-Verteilung gleich der Zahl der Freiheitsgrade
ist und der Erwartungswert einer nichtzentralen Chiquadrat-\Verteilung gleich der Summe aus
Freiheitsgraden und Nichtzentralitatsparameter, ist bei statistischem Zusammenhang in der
Population zwischen der Zeilen und der Spaltenvariable mit gréReren Werten der Teststatistik
zu rechnen als bei statistischer Unabhangigkeit.

Daraus ergibt sich folgende Vorgehensweise zur Priifung der statistischen Unabhéngigkeit
zwischen den beiden kreuztabellierten Variablen.
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Chiquadrat-Test auf statistische Unabhéngigkeit von Zeilen- und Spaltenvariable

Schritt 1: Formulierung von Null- und Alternativhypothese
Die Nullhypothese behauptet statistische Unabhangigkeit, die Alternativhypothese entsprechend
eine statistische Beziehung zwischen den beiden Variablen:
Ho: mjj = mi, -y fUri=1,2,...,1und j=1,2,....J
vs. Hyim # m, fur einige oder alle i=1,2,...,1 und j=1,2,...J.

Schritt 2: Auswahl von Teststatistik und Testverteilung
Als Teststatistik wird Pearsons Chiquadrat-Statistik herangezogen:

2
n. — ni+ .n+j
) i J ij n I ZJ:
i-1 j1 N, -N,; i=1 j1 Pi. - P,
n

Die Teststatistik ist bei zutreffender Nullhypothese mit df = (I-1)-(J-1) Freiheitsgraden chiqua-
drat-verteilt. Bei falscher Nullhypothese ist die Teststatistik nichtzentral chiquadrat-verteilt.

Schritt 3: Festlegung von Irrtumswahrscheinlichkeit und Ablehnungsbereich
Da bei falscher Nullhypothese mit grof3en Werten der Teststatistik zu rechnen ist, wird die
Nullhypothese mit der Irrtumswahrscheinlichkeit o abgelehnt, wenn die Teststatistik gréfier
oder gleich dem (1-a)-Quantil der Chiquadrat-Verteilung mit df = (1-1)-(J—1) Freiheitsgraden
Ist:
%% = A P1adr=(-1.0-1 = Hi
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Chiquadrat-Test auf statistische Unabhéngigkeit von Zeilen- und Spaltenvariable

Schritt 4: Entscheidung
In Abhdngigkeit von dem in der Stichprobe beobachteten Wert wird die Nullhyppthese
entsprechend der Regel aus Schritt 3 abgelehnt oder beibehalten.

Schritt 5: Prufung der Anwendungsvoraussetzungen

Der Test unterstellt, dass die Stichprobendaten aus einer einfachen Zufallsauswahl kommen
bzw. alle Stichprobenfélle als unabh&ngige und identisch verteilte Realisationen einer gemein-
samen bivariaten diskreten Verteilung mit den Auspragungswahrscheinlichkeiten r; aufgefasst
werden konnen.

Der Test gilt nur asymptotisch, wobei als Faustregel gilt, dass die Annéherung hinreichend
genau ist, wenn in allen Zellen i,j die erwarteten Haufigkeiten n;,-n,;/n > 5 ist, oder aber
zumindest in 80% aller Zellen und zudem jede Zelle eine erwartete Haufigkeit > 1 aufweist.

Alternative Teststatistik
Anstelle der nach dem Statistiker Pearson benannten Pearson Chiquadrat-Teststatistik kann
auch die LR-Teststatistik verwendet werden:

L2 = Z'Zin”'ln[nﬁ.n—ij} Z‘lei”n . %LJ

pi+ ’ p+j

Die beiden Teststatistiken sind asymptotisch &quivalent, so dass es bis auf die Berechnungs-
formel bei der Anwendung in den Schritten 1 bis 5 keine Unterschiede zum Vorgehen gegen-

uber dem Pearsons Chiquadrat-Test gibt.
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Starke eines symmetrischen Zusammenhangs

Neben der Frage, ob zwei Variablen statistisch unabh&ngig voneinander sind, interessiert im
Falle eines statistischen Zusammenhangs auch immer die Frage, wie stark dieser Zusammen-
hang ist.

Fur den Zusammenhang in einer Kreuztabelle sind unterschiedliche Zusammenhangsmalie
entwickelt worden. Bei zwei nominalskalierten Variablen wird sehr oft das Zusammenhangs-
mal Cramérs V verwendet. Die Idee hinter diesem Mal besteht darin, den in einer Kreuztabelle
beobachteten Zusammenhang mit dem maximal moglichen Zusammenhang in Beziehung zu
setzen. Ein maximaler oder deterministischer Zusammenhang besteht, wenn in einer Kreuzta-
belle entweder in jeder Zeile oder in jeder Spalte nur eine einzige Tabellenzelle besetzt ist, also
eine Haufigkeit ungleich Null aufweist. Bei quadratischen Tabellen mit gleicher Zahl von
Spalten und Zeilen bedeutet dies, dass in jeder Spalte und jeder Zeile genau eine Zelle besetzt
ist:

. Spaltenvariable X Beispiel fur einen perfekten Zu-
Zeilenvariable Y Xp 1 Xp i X e 1 X 2 sammenhang: In jeder Spalte bzw.
________ y. | 0 03 4 07 iny | Ny  jeder Zeile darf maximal eine Ta-
________ Yo | nyi 0% T 0F T 0 | ny bellenzelle eine Haufigkeit =0 auf-
________________________ P ..o weisen. Dann gibt es entweder fiir
________ Yi 1.0 imp i+ 04+ 0 | np _alleAuspragungen von X oder fiir
T R S I T R R alle Auspragungen von Y genau
Vi 0 : 0 i 0 r 0 eine korrepondierende Auspragung
2 Ny 1 Nipi PNy der anderen Variablen.
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Starke eines symmetrischen Zusammenhangs

Es kann gezeigt werden, dass beim Vorliegen eines solchen maximalen Zusammenhangs die

Teststatistik Pearsons Chiquadrat in der Stichprobe gerade gleich der Fallzahl mal dem kleine-

ren Wert aus der Spalten- bzw. Zeilenzahl der Tabelle minus Eins ist:
max(x*)=n-min(1-1J-1)

Umgekehrt gilt bei statistischer Unabhangigkeit in einer Kreuztabelle: p;; = p;, - p.;. Pearsons
Chiquadrat-Statistik ist dann genau Null.

Das symmetrische Zusammenhangsmal® Cramérs V ist nun definiert als positive Quadratwurzel
aus Pearsons Chiquadrat-Statistik geteilt durch den maximal moglichen Wert der Statistik:

ii(pij — P 'pj)2

2
V= N Pi - P;
n-min(1-1,J-1) min(1-1,J-1)

Der Maximalwert 1 von V wird nur bei einem perfekten Zusammenhang erreicht, der Minimal-
wert 0 nur dann, wenn die beiden Variablen in der Stichprobe statistisch unabhéngig vonein-
ander sind.

Aus Erfahrungswerten hat sich folgende Faustregel gebildet: Ist VV < 0.05 ist der Zusammen-
hang sehr klein und eher zu vernachl&ssigen, bei Werten zwischen 0.05 und 0.1 ist der Zusam-
menhang als gering, bei Werten (ber 0.1 bis 0.3 ist er als maRig, bei Werten >0.3 ist er als grof3
und bei Werten >0.5 als sehr grol3 zu bezeichnen.
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Interpretation eines symmetrischen Zusammenhangs

Die ber ein Zusammenhangsmaf gemessene Starke des Zusammenhangs gibt einen globalen
Eindruck tber die Enge der Beziehung zwischen zwei Variablen. Fir eine genauere Analyse ist
es sinnvoll, die beobachten und bei Unabhangigkeit erwarteten Haufigkeiten in den einzelnen
Tabellenzellen zu vergleichen.

Um einen Eindruck dartiber zu bekommen, ob eine Differenz groR oder klein ist, werden oft die
standardisierten Residuen berechnet:

Wenn in der Population die relative Haufigkeit r;; einer Auspragungskombination i,j von Zei-
len- und Spaltenvariable gerade gleich dem Produkt der relativen Haufigkeiten r;,-mt,; ist, dann
ist das standardisierte Residuum in dieser Zelle asymptotisch standardnormalverteilt. Werte <
—2 oder > +2 weisen dann darauf hin, dass eine Abweichung relativ groR ist.

Bei negativen Werten tritt die Auspragungskombination dann weniger haufig auf als bei Unab-
héngigkeit erwartet, bei positiven Werten tritt sie haufiger als erwartet auf. Aus dem Muster der
Werte lasst sich so erkennen, welche Auspragungskombinationen in der bivariaten Verteilung
»uberzufallig” oft oder ,,uberzuféllig* selten auftreten.
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Anwendungsbeispiel

Als ein Beispiel wird auf der Basis der Daten des Allbus 2006 der Zusammenhang zwischen der
Haltung zur Erlaubnis von Schwangerschaftsabbriichen nach dem Willen der Schwangeren und

der Mitgliedschaft in einer Religionsgemeinschaft untersucht.
Es ergibt sich folgende bivariate Haufigkeitstabelle:

Abtreibung Religionsgemeinsch.| Summe Abtreibung Religionsg. erwartet  y2-Anteil
erlaubt? nein ja nein nein 618.021 66.603
nein 415 1387 1802 nein ja 1183.979 32.813

ja 689 728 1417 ja nein 485.979 84.813
Summe 1104 2115 3219 ja ja 931.102 44.303
SUMME 3219.081  228.537

(Daten: Allbus 2006)

Zur Prufung der Nullhypothese, dass die beiden Variablen in der Population statistisch unab-
héngig voneinander sind, wird Pearsons Chiquadrat-Statistik berechnet.

Die Berechnung der erwarteten Haufigkeiten nach n;,-n,;/n fuhrt schnell zu Rundungsfehlern.
Zur Kontrolle wird die Summe der erwarteten Haufigkeiten berechnet, die gleich der Fallzahl n
sein muss. Im Beispiel betragt der Rundungsfehler 0.081 (=3219.081-3219).

Aus beobachten und erwarteten Haufigkeiten werden dann die Chiquadrat-Anteile fir jede Zelle
berechnet und aufsummiert. Die Summe ist der Wert der Chiquadrat-Statistik, im Beispiel

228.537.
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Anwendungsbeispiel

Abtreibung Religionsgemeinsch.| Summe Abtreibung Religionsg. erwartet  y2-Anteil
erlaubt? nein ja nein nein 618.021 66.603
nein 415 1387 1802 nein ja 1183.979 32.813
ja 689 728 1417 ja nein 485.979 84.813
Summe 1104 2115 3219 ]a ]a 931.102 44.303
SUMME 3219.081 228.537

(Daten: Allbus 2006)

Bei zwei dichotomen Variablen kann eine alternative Berechnungsformel verwendet werden,
die geringere Rundungsfehler ergibt:

2
ni+ n+'
2 Z(n”’_ n ]j n-(ny-n,—n,-n,)"  3219-(689-1387 —728-415)°
XZZZZ — 11 22 12 21 —
k=L N, N, NN, 1417-1802-1104 - 2115
n
= 230.589

In der Vierfeldertabelle ergeben sich df = (2-1)x(2—-1) = 1 Freiheitsgrade. Bei einer Irrtums-
wahrscheinlichkeit von 5% wird die Nullhypothese, dass kein Zusammenhang besteht, abge-
lehnt, wenn die Teststatistik das 95%-Quantil der Chiquadratverteilung mit 1 Freiheitgrad
erreicht oder Ubersteigt. Der kritische Quantilwert betragt 3.84. Da 230.6 sehr viel groRer ist, ist
die Nullhypothese abzulehnen. Vermutlich besteht in der Population ein Zusammenhang
zwischen der Mitgliedschaft in einer Religionsgemeinschaft und der Haltung zu Schwanger-

schaftsabbriichen.
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Anwendungsbeispiel

Abtreibung Religionsgemeinsch.| Summe Abtreibung Religionsg. erwartet  y2-Anteil
erlaubt? nein ja nein nein 618.021 66.603
nein 415 1387 1802 nein ja 1183.979 32.813

ja 689 728 1417 ja nein 485.979 84.813
Summe 1104 2115 3219 ja ja 931.102 44.303
(Daten: Allbus 2006) SUMME: 3219.081 228.537

Der Allbus basiert nicht auf einer einfachen Zufallsauswahl. Insofern ist eine Anwendungs-
voraussetzung nicht gegeben. Es ist zu hoffen, dass das Ergebnis robust ist.

Da die kleinste erwartete Haufigkeit mit einem Wert von 485.979 deutlich groRer 5 ist, kann
davon ausgegangen werden, dass die asymptotische Anndherung hinreichend genau ist.

Aus dem Chiquadratwert kann Cramérs V berechnet werden. Das Maximum ist in der
Vierfeldertabelle gleich der Fallzahl. Damit ergibt sich ein Wert von

2
Vo - X _ 230.589 0268,
n-mln(l—l,J—l) \ 3219

Es besteht somit ein mittelgroRer Zusammenhang zwischen den beiden Variablen.
In der Vierfeldertabelle ist V (evtl. bis auf das Vorzeichen) gleich dem symmetrischen Zusam-

menhangsmal’ @ (Phi), das hier ein negatives Vorzeichen aufweist:
Ny Ny =Ny "Ny

O = =—-0.268
\/n1+ Ny NNy,
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Anwendungsbeispiel
Abtreibung Religionsgemeinsch.| Summe Abtreibung Religionsg. erwartet  std. Resid.
erlaubt? nein ja nein nein 618.021 —-8.167
nein 415 1387 1802 nein ja 1183.979 5.900
ja 689 728 1417 ja nein 485.979 9.209
Summe 1104 2115 3219 ja ja 931.102 —6.656
(Daten: Allbus 2006) SUMME: 3219.081

Aus der Anordnung der Auspragungen in der Tabelle und dem negativen Vorzeichen von ®
folgt, dass die Mitgliedschaft in einer Religionsgemeinschaft mit einer regiden Haltung zu
Schwangerschaftsabbriichen einhergeht.

Dies l&sst sich auch erkennen, wenn man die standardisierten Residuen berechnet und inter-
pretiert: Es gibt deutlich weniger Félle, die gleichzeitig gegen die Erlaubnis von Schwanger-
schaftsabbriichen sind und keiner Religionsgemeinschaft angehdren oder die fir ein Erlaubnis
Verbot von Abbriichen sind und einer Religionsgemeinschaft angehdren als bei Unabhéngig-
keit zu erwarten wére; umgekehrt gibt es deutlich mehr Félle, die gegen eine Erlaubnis sind und
einer Gemeinschaft angehéren bzw. fir ein Erlaubnis sind und keiner Gemeinschaft angehdren.
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Starke eines asymmetrischen Zusammenhangs

Besteht ein Zusammenhang zwischen zwei Variablen, kann zwischen einem symmetrischen
oder ungerichteten und einem asymmetrischen oder gerichteten Zusammenhang unterschieden
werden. Wahrend bei einem ungerichteten Zusammenhang beide Variable gleich behandelt
werden, wird bei einem gerichteten Zusammenhang zwischen abhé&ngiger Variable und
unabhéngiger Variable unterschieden. Die abhangige Variable heil3t auch Kriterium oder
Kriteriumsvariable, die unabhangige erklarende Variable, Pradiktor oder Pradiktorvariable.

Die Unterscheidung zwischen abhangiger und unabhangiger Variable in asymmetrischen

Beziehungen ist sinnvoll,

e wenn entweder eine kausale Beziehung zwischen den Variablen vermutet oder unterstellt
wird, wobei die unabhdngige Variable auf die abhangige Variable wirkt,

e oder wenn der Zusammenhang fiir Vorhersagen genutzt werden soll, wobei dann Realisati-
onen der unabhangigen Vatriable dazu dienen, die Realisationen der abhdngigen Variable
vorherzusagen.

Ausgangspunkt der Zusammenhangsanalyse bei einem asymmetrischen Zusammenhang ist eine
Definition aus der Wahrscheinlichkeitstheorie, dass zwei Ereignisse dann statistisch unabhangig
voneinander sind, wenn die bedingte Auftretenswahrscheinlichkeit eines Ereignisses gegeben
das andere Ereignis gleich der unbedingten Auftretenswahrscheinlichkeit ist.

Entsprechend wird dann von Abhéngigkeit gesprochen, wenn die bedingten Auftretenswahr-
scheinlichkeiten von den unbedingten abweichen.
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Starke eines asymmetrischen Zusammenhangs

Angewendet auf die asymmetrische Beziehung zwischen zwei Variablen bedeutet das, dass ein
asymmetrischer Zusammenhang besteht, wenn sich die bedingten Verteilungen der abhangigen
Variablen bei verschiedenen Auspragungen der erklarenden Variablen unterscheiden.

Hinweis:

Bei statistischer Unabhéngigkeit ist die Unterscheidung zwischen symmetrischer und asymme-
trischer Beziehung irrelevant, weil die beiden Definitionen statistischer Unabhangigkeit als
Produkt der Randwahrscheinlichkeiten (Symmetrie) oder als Gleichheit von bedingter und
unbedingter Wahrscheinlichkeit (Gerichtetheit) aquivalent sind.

Wenn dagegen eine Beziehung besteht, ist die Unterscheidung zwischen gerichteter und un-
gerichteter Beziehung von Bedeutung, weil die Starke des Zusammenhangs in der Regel mit
unterschiedlichen Kriterien gemessen wird.

Da bei einem gerichteten Zusammenhang bedingte Verteilungen betrachtet werden, werden die

Haufigkeiten in der Kreuztabelle so umgerechnet, dass sie Unterschiede in den bedingten Ver-

teilungen aufzeigen kénnen:

e |st die Spaltenvariable erklarende Variable und die Zeilenvariable abh&ngige Variable, dann
enthalten die Elemente in den Spalten die relativen bedingten Haufigkeiten p;; oder p;;%.

e |st die Zeilenvariable erklarende Variable und die Spaltenvariable abhéngige Variable, dann
enthalten die Elemente in den Zeilen die relativen bedingten Haufigkeiten p,); oder p;%.

- i % =100 und p,) =L b %=100. 1
Pigy =7 DEW- Py 70 = LU0 27 UNG By == DZW. Py 70 = 10U ==

+j +j i+ i+
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Starke eines asymmetrischen Zusammenhangs

Zeilenvariable nach Spaltenvariable

Spaltenvariable nach Zeilenvariable

Zeilenvar- Spaltenvariable X Zeilenvar- Spaltenvariable X
riable Y X4 . X X, 2 riable Y X e X e Xy >
Y1 Py - P Py | P+ Y1 Pwr - Pay - Pay | 1.0 (pw)
Yi Pi) Pig) Pig) | Pi+ Yi Pi - Pij - Pap | 1.0 (pi)
Y Pigy - By - Pyyy | Prs Y Puyi - Py - Py | 1.0 (pi)
Y 10 .10 ..10 | 1.0 Y Por - Py o Py | LO
(Ps) - (P) - (Pw)

Fur die Messung der Starke einer gerichteten Beziehung werden oft PRE-Mal3e verwendet, die
den Anteil der Reduktion der Vorhersagefehler bei der abhéngigen Variable aufgrund der
Kenntnis der unabhéangigen Variable angeben.

Notwendig ist ein Kennwert fir das AusmaR der Vorhersagefehler. Ein moglicher Kennwert ist
ein geeignetes StreuungsmaR: je groRer die Streuung, desto schwieriger ist die Vorhersage einer
Realisation und desto groRer somit die Chance von Vorhersagefehlern.

Bei nominalskalierten Variablen ist die Devianz ein mogliches Streuungsmaf. Fir eine Variable
Y berechnet sich die Devianz D, nach'

=2 Zn )=-2:n- Zp,
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Starke eines asymmetrischen Zusammenhangs
Zeilenvariable nach Spaltenvariable Spaltenvariable nach Zeilenvariable
Zeilenvar- Spaltenvariable X Zeilenvar- Spaltenvariable X
riable Y X1 e X e Xq > riable Y X1 e X e Xg >
Y1 Py -+ Pig -+ Py | Pi+ Y1 Pwr - Pay -+ Pay | 1.0 (p1)
Yi Piwy -+ Pigy - Piy | Pix Yi P - Paj - Pay | 1.0 (pi,)
Y Pigy - By - Pyyy | Prs Y Poyi - Py - Py | 1.0 (pi)
)y 1.0 .10 ..10 | 10 )y Pig - Dyj - Py [ 1.0
(p+1) (p+,-) o (Ps)

Ein auf die Devianz bezogenes PRE-Mal} erfasst also, um welchen Anteil sich die Devianz der
abhéangigen Variable verringert, wenn die Werte der unabhangigen Variable bekannt sind und
enstprechend die relativen Summen der Devianzen der bedingten Verteilungen anstelle der
Devianz der Randverteilung berechnet werden.

Wenn die Zeilenvariable Y abhé&ngige Variable ist, berechnet sich die relative Devianzreduktion,
R*, die auch als Unsicherheitskoeffizient oder MacFaddens Pseudo-R-Quadrat bezeichnet wird,
nach:

‘ZZI: n(p;.) [zgin” (I(n)]_ Zpﬂ(Zp.m (pi(,-))j
_ o pr (i)
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Starke eines asymmetrischen Zusammenhangs

Zeilenvariable nach Spaltenvariable Spaltenvariable nach Zeilenvariable
Zeilenvar- Spaltenvariable X Zeilenvar- Spaltenvariable X
riable Y Xi e X e X 2 riable Y X e X e Xy >
Y1 Py -+ Pig -+ Py | Pi+ Y1 Pwr - Pay - Pay | 1.0 (pw)
Yi Piw -+ Pigy -+ Piy | Pi+ Yi P - Paj - Pay | 1.0 (pi,)
Y Pigy - By - Pyyy | Prs Y Puyi - Py - Py | 1.0 (pi)
)y 10 ..10 ..10 |10 > Pig - Py - Py | 10
(Ps1) - (P) - (Ps)

Ist die Spaltenvariable X abhéngige Variable ist, berechnet sich die relative Devianzreduktion
nach:

an (i Py In(p(i),-)]

j=1
J
;pﬂ ) In(p+j)

Als PRE-Mal ist die Interpretation einfach: Ein Wert von z.B. R* = 0.05 oder 5% besagt, dass
sich bei Kenntnis der unabhangigen Variable die Streuung der abh&ngigen Variable um 5%
reduziert wird, oder 5% der Streuung der abh&ngigen Variable durch die unabh&ngige Variable
erklart wird, wobei Erklarung nicht unbedingt im Sinne einer kausalen Erklarung gemeint ist.

Rg(.v =1-
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Starke eines asymmetrischen Zusammenhangs
Bei der Frage, ab wann ein Zusammenhang als gering, maRig oder stark zu bezeichnen ist, ist zu
beachten, dass die Devianzreduktion in der Regel deutlich kleinere Werte aufweist als etwa
Cramérs V.
Um annéhernde Vergleichbarkeit herzustellen, muss die positive Quadratwurzel aus der
Devianzreduktion gezogen werden. Danach ist ein Zusammenhang praktisch vernachléssigbar,
wenn die Devianzreduktion < 0.0025(=0.052) ist. Der gerichtete Zusammenhang ist gering,
wenn die Devianzreduktion zwischen 0.025 und <0.01 (=0.12), maRig wenn die Reduktion
zwischen 0.01 und 0.09 (=0.3?) liegt, groR ab einem Wert > 0.09 und sehr groR ab einem Wert
>0.25 (=0.5?) .
Hinweis:
Wenn abh&ngige und unabhéngige Variable vertauscht werden, ergeben sich in der Regel unter-
schiedliche Werte der Devianzreduktion.

Da bei statistischer Unabhéngigkeit nicht zwischen symmetrischer und asymmetrischer Bezie-
hung unterschieden werden muss, kann zum Testen der Nullhypothese, dass die Devianzreduk-
tion in der Population Null ist, Pearsons Chiquadrat-Test oder auch der LR-Test verwendet
werden. Der LR-Test ist etwas naheliegender, da die Differenz der bedingten von den unbe-
dingten Devianzen stets gleich dem Wert der LR-Statistik ist:

=23, In( Py j

i1 j1 Pi. - Py

J 1 I J
= _2'(;”” ' '“(pn)—;;”u ' In(pi(j))J = _2'( Ny 'n(pﬂ)_;;”u ' In(p(i)J)J
Vorlesung Statistik 3 ) o o L01-22

M-

1]
[N




Anwendungsbeispiel

Abtreibung Religionsgemeinsch.| Summe Abtreibung  Religionsgemeins. Randvert-
erlaubt? nein ja Erlaubt? nein ja teilung
nein 415 1387 1802 nein 812.086 1170.383  2090.946
ja 689 728 1417 ja 649.664 1552.837  2325.379
Summe 1104 2115 3219 Devianz 1461.750 2723.220 4416.325

(Daten: Allbus 2006)

Als Beispiel kann wieder der Zusammenhang zwischen Haltung zu Schwangerschaftsabbriichen
und Mitglied einer Religionsgemeinschaft betrachtet werden. Es liegt nahe die Mitgliedschaft
als erklarende Variable zu betrachten, die die Haltung zu Schwangerschaftsabbriichen beein-
flusst, da ein Verbot von Schwangerschaftsabbriichen von den in den in Deutschland dominie-
renden christlichen Religionsgemeinschaften gefordert wird.

Ist die Spaltenvariable erklarende Variable, wird zun&chst fiir die Zellen in jeder Spalte der
Devianzanteil der Zelle berechnet und aufsummiert, z.B. -2-:415-In(415/1104) = 812.086.

AnschlieRend kann die Devianzreduktion berechnet werden:
J

DY.X-
| 1461.75+2723.22

R =1-2 =1
D, 4416.325

=0.052

Gemessen Uber die Devianzreduktion reduziert sich die Streuung der Haltung zu Abtreibungen
also um 5.2% , wenn bekannt ist, ob eine Person einer Religionsgemeinschaft angehort.

Vorlesung Statistik 3 L01-23
Anwendungsbeispiel
Abtreibung Religionsgemeinsch.| Summe Religions-  Abtreibung erlaubt? Randvert-
erlaubt? nein ja gemeins. nein ja teilung
nein 415 1387 1802 nein 1218.750  993.615  2362.849
ja 689 728 1417 ja 726.106  969.690  1776.667
Summe 1104 2115 3219 Devianz 1944.856 1963.305 4139.516

(Daten: Allbus 2006)

Ist die Spaltenvariable erklarende Variable wird zunéchst fur die Zellen in jeder Spalte der
Devianzanteil der Zelle berechnet und aufsummiert, z.B. -2-415-In(415/1802) = 1218.750.
AnschlieRend kann die Devianzreduktion berechnet werden:

|

D

R/ :1_; e | 1944.856 +1963.305
Dy 4139.516

=0.056

Wird die Mitgliedschaft in einer Religionsgemeinschaft durch die Haltung zu Schwanger-
schaftsabbriichen vorhergesagt, betrdgt die Devianzreduktion 5.6%, ist also etwas hoher als bei
der Erklarung der Haltung zur Abtreibung durch Mitgliedschaft in einer Religionsgemeinschaft.

Soll getestet werden, ob in der Population kein Zusammenhang besteht, kann aus den Devian-
zen leicht die LR-Teststatistik berechnet werden.

J
L? =D, — > D, =4139.516-1944.856 1963.305 = 231.355

j=1
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Anwendungsbeispiel

Abtreibung Religionsgemeinsch.| Summe Abtreibung  Religionsgemeins. Randvert-
erlaubt? nein ja Erlaubt? nein ja teilung
nein 415 1387 1802 nein 812.086 1170.383  2090.946
ja 689 728 1417 ja 649.664 1552.837  2325.379
Summe 1104 2115 3219 Devianz 1461.750 2723.220 4416.325

(Daten: Allbus 2006)

Bis auf Rundungsfehler ergibt sich in der bivariaten Kreuztabelle der gleiche Wert auch, wenn
die umgekehrte Richtung betrachtet wird oder die LR-Teststatistik fur einen symmetrischen
Zusammenhang berechnet wird.,
> =D, - > D, =4416.325-1461.75— 2723.22 = 231.355
i=1

J
L” =D, - ) Dy, =4139.516 -1944.856 —1963.305 = 231.355
=1

ni+ 'n+j

1 J
L2=2-22nij~ln[nij/ j=231.230

n

Abtreibung Religionsg. erwartet  L2-Anteil . )
o nein 618021 _ 330542  Erwartungsgemaig weicht der Wert der LR-
nein ja 1183.979 439.020 Statistik mit 231.355 nur geringfiigig vom
ja nein 485.979 481.027 Wert von Pearsons Chiquadrat-Statistik ab,
ja ja 931.102 —358.275 der im Beispiel 231.598 betrégt.

SUMME: 3219.081 231.230
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Interpretation der gerichteten Beziehung

Neben der Starke des Zusammenhangs interessiert bei gerichteten Beziehungen auch stets, wie
die Art der Beziehung ist, also wie sich die bedingten Verteilungen der abhéngigen Variable bei
unterschiedlichen Werten der erklarenden Variablen unterscheiden.

Dazu konnen die relativen Haufigkeiten oder Prozentwerte einer Auspréagung der abhangigen
Variable bei verschiedenen Auspréagungen der unabhéngigen Variable miteinander verglichen

werden.

Wird die Haltung zur Abtreibung als ab-

Abtreibung | Religionsgemeinsch.| Summe héngig betrachtet, zeigt sich, dass Per-
erlaubt? nein ja sonen ohne Religionszugehdorigkeit mit
nein 37.6% 56.6% | 66.0% 37.6% einen um 28 Prozentpunkte nied-
Ja 62.4% 34.4% 44.0% rigeren Anteil von Gegnern von Ab-
Summe | 100.0% - 100.0% | 100.0% briichen haben als Mitglieder von Re-
(L104) (2115) - (3219) ligionsgemeinschaften mit 56.6%
(Daten: Allbus 2006) '
Wird die Mitgliedschaft als abhéngig
Abtreibung | Religionsgemeinsch.| Summe betrachtet, zeigt sich, dass Personen, die
erlaubt? nein ia Abbriche ablehnen, mit 23.0% einen
nein 23.0%  77.0% 100.0% (1802) um 25.6 Prozentpunkte geringeren An-
ja 48.6%  51.4% 100.0% (1417) teil von Nichtmitgliedern aufweisen als
Summe 34.3%  65.7% 100.0% (3219)  Personen, die Abbriiche erlauben wollen

(Daten: Allbus 2006)
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Interpretation der gerichteten Beziehung

Abtreibung Religionsgemeinsch.| Summe Additiver Zusammenhang:

erlaubt? nein ja Py + d = Py
nein 415 1387 1802 Y v Y=
ja 689 728 1417 1387 o080 - A
Summe 1104 2115 3219 2115 ' 1104

(Daten: Allbus 2006)

Wenn die Veranderungen der Prozentwerte (bzw. Anteile) mittels Prozentsatzdifferenzen (oder
Anteilsdifferenzen) verglichen werden, wird die Beziehung als additiver Zusammenhang mo-
delliert: Es wird betrachtet, welcher Wert bei einem Wechsel von einer Ausprégung der erkla-
renden Variable zu einer anderen Auspragung addiert (bzw. bei negativen Werten subtrahiert)
werden muss, um vom Ausgangswert der abhéngigen Variablen zum neuen Wert der abhéngigen
Variablen gegeben zu gelangen.

Da bei der Prozentsatzdifferenz der Wert der zweiten Spalte von dem der ersten abgezogen
wird, ist die zweite Spalte der Ausgangswert, zu dem ein Wert addiert bzw. subtrahiert werden
muss, um zum Wert der ersten Spalte zu gelangen:

Pyxa = Pyxex, = dy - Pyx=x, T dy = Pyix=x,
AL 187 = -0.28 0.656 + -0.28 = 0.376
1104 2115
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Additive und multiplikative Modellierung eines gerichteten Zusammenhangs

Abtreibung Religionsgemeinsch.| Summe Additiver Zusammenhang:

erlaubt? nein ja Py e + d = Py
nein 415 1387 1802 Y v Yoo
ja 689 728 1417 1387 o080 - A
Summe 1104 2115 3219 2115 ' 1104

(Daten: Allbus 2006)

Alternativ wird bei kategorialen Variablen eine Beziehung auch oft als multiplikativer Zusam-
menhang modelliert: Dann wird betrachtet, mit welchem Wert der Ausgangswert der abhan-
gigen Variable multipliziert werden muss, um bei einem Wechsel der Auspragungen der erkla-
renden Variable zum geénderten Wert zu gelangen.

Anstelle der Ausgangswerte oder Anteile der abhangigen Variable werden bei der multiplikati-
ven Modellierung in der Regel Auspragungsverhaltnisse betrachtet , die nach der englischen
Bezeichnung in der Statistik als Odds (englisch fir ,,Wette*) bezeichnet werden:
Das Odd ,,Abtreibung nein zu Abtreibung ja* betragt in der Randverteilung im Beispiel
1802 zu 1417 oder 1.272 (=1802/1417). Es gibt 1.272 mal so viele Befragte, die gegen
das Erlauben einer Abtreibung sind als es Befragte gibt, die fir das Erlauben sind.
Die konditionalen Odds bei Personen, die keiner Religionsgemeinschaft angehdren, be-
ragen 415 zu 689 oder 0.602, die derjenigen, die einer Gemeinschaft angehdren, betra-
gen 1387 zu 728 oder 1.901.
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Multiplikative Modellierung eines gerichteten Zusammenhangs

Abtreibung Religionsgemeinsch.| Summe Multiplikativer Zusammenhang:
erlaubt? nein ja My oy, x=x, Ny oy x=x,
nein 415 1387 1802 a7
ja 689 728 1417 Y=y, [X=x, Y=yo [X=x,
Summe 1104 2115 3219 1387/728 - 0316 = 415/689

(Daten: Allbus 2006)

Als Mal3 fiir die Hohe eines multiplikativen Zusammenhangs wird dann das Odds-Ratio be-
rechnet, das ist der Quotient von zwei Odds der abhangigen Variable bei verschiedenen Auspra-
gungen der erklarenden Variable.

In der Vierfeldertabelle wird das Odds-Ratio auch als Kreuzproduktverhéltnis bezeichnet und
durch den kleinen griechischen Buchstaben a symbolisiert:

M N i Beispiel: o = A15:728 _ 4 316
1387 -689

Ny Ny, Ny, Ny

n n

Hinweis:
Das gleiche Symbol « wird auch verwendet, um die Konstante in einer linearen Gleichung oder
auch die Irrtumswahrscheinlichkeit bei einem Test zu kennzeichnen. Mann muss daher aufpas-

sen, welche Bedeutung das Symbol jeweils hat.

Das Odds-Ratio gibt dann den Veranderungsfaktor der Odds bei einem Wechsel von der zweiten
zur ersten Auspragung der erklarenden Variable an:

n,/n, [/ n,/n, = a — n,/n, x o = n,/n,
415/689 / 1387/728 = 0.316 1905 - 0316 = 0.602
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Interpretation der gerichteten Beziehung
Abtreibung Religionsgemeinsch.| Summe
erlaubt? nein ja dyx% = 100(415/1104 — 1387/2115) = -28.0
nein 415 1387 e o= 415/689 / 1387/728 = 0.316
ja 689 728 1417
Summe 1104 2115 3219
(Daten: Allbus 2006)
Additiver Zusammenhang: Multiplikativer Zusammenhang:
1387+(_ . ): 415 1387x0.316:ﬁ
2115 1104 728 689

In der Vierfeldertabelle wird die Prozentsatzdifferenz (im Beispiel —28.0 Prozentpunkte) meist
héaufiger berechnet als das Odds-Ratio (im Beispiel der Faktor 0.316), da das additive Modell
der Differenz von Prozenten oder Anteilen eher der aus dem Alltag gewohnten Sicht auf Verén-

derungen entspricht.

Allerdings hat das Odds-Ratio in der Vierfeldertabelle den Vorteil, bei Vertauschung von ab-
héngiger und unabhangiger Variable stets den gleichen Wert zu ergeben:

oyx =415/689 / 1387/728 =0.316 = o, =415/1387 / 689/728.
Die Prozentsatzdifferenzen kdnnen sich sich dagegen bei Vertauschung von abhangiger und

unabhangiger Variable unterscheiden:
dyx% = 100(415/1104 — 1387/2115) = -28.0 # dy % =100(415/1802 — 689/1417) = —25.6.
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Interpretation der gerichteten Beziehung

Abtreibung Religionsgemeinsch.| Summe Abtreibung Religionsgemeinsch.| Summe
erlaubt? nein ja erlaubt? nein ja
nein 415 1387 1802 nein 4152 13872 1802 -2
ja 689 728 1417 ja 689 728 1417
Summe 1104 2115 3219 Summe 1519 3502 5021
(Daten: Allbus 2006) (Haufigkeiten in 1. Zeile verdoppelt)
dyx% = 100(415/1104 — 1387/2115) = -28.0 dy4% =100(830/1519 — 2774/3502) = —24.6
o =415/689 /1387/728 = 0.316 o =830/689 /2774/728 = 0.316

Werden (z.B. als Folge eines geanderten Stichprobenplans) die Auspragungshaufigkeiten einer
Kategorie der abh&ngigen Variablen um einen konstanten Faktor verandert, dann hat dies Aus-
wirkungen auf den Wert der Verdnderung im additiven Modell, aber nicht im multiplikativen
Modell.

Im Beispiel werden die Haufigkeiten in der ersten Zeile (Abtreibung sollte nicht erlaubt sein)
verdoppelt. Die Prozentsatzdifferenz sinkt dadurch von —28 Punkten auf —24.6 Punkte. Die
Odds-Ratios bleiben dagegen unverandert bei 0.316.

Diesem Vorteil der multiplikativen Sicht steht der Nachteil der ungewohnten Interpretation
gegentber. So bedeutet ein Verdnderungsfaktor von 1.0 keine Veranderung (entspricht also im
additiven Modell dem Zuwachs 0). Das Wachstum um das Doppelte (Faktor 2.0) ist im mul-
tiplikativen Modell genau so grofl? wie ein Riickgang auf die Hélfte (Faktor 0.5); im additiven
Modell kann ein Anstieg und ein Rlickgang dagegen direkt verglichen werden.
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Lerneinheit 2: Drittvariablenkontrolle bei Kreuztabellen

Mit Hilfe der Drittvariablenkontrolle wird untersucht wird, ob ein bivariater Zusammenhang
stabil bleibt oder sich &ndert, wenn nicht nur die gemeinsame Verteilung von zwei Variablen,
sondern von drei oder auch mehr Variablen gleichzeitig (simultan) betrachtet werden.
Als Beispiel aus der Empirievorlesung wird der Zusammenhang zwischen der Beurtei-
lung von Schwangerschaftsabbriichen nach dem Telefonbesitz im Haushalt und dem
Erhebungsgebiet betrachtet.

Telefonanschluss Bivariat zeigt sich nach den Daten des

Abtrelbung, wenn Im HaushaI'F? Allbus 1992, dass Haushalten, die tber
die Frau es will, ... - a nein einen Telefonanschluss verfligten eher flr
... sollte verboten Sein 4.7%  33.0% ein Verbot von Schwangerschaftsabbri-
... Sollte erlaubt sein 453% 67.0% chen waren als Personen, die tiber kein

(2331)  (782) Telefon verfugten.

(Quelle: ALLBUS 1992)

Abreit ¢I}efBundesrl]?nde?r N_lt_eulefBundeer]elmde?r Allerdings ,,verschwin-
? Ir:el ung, vylelznn elefonanschluss® elefonanschluss’ det* der Zusammen-
ie Frau es will, ... ja nein ja nein hang, wenn zwischen

... SOlIte erlaupt sein .070 .27/0 170 .07/0 dern unterschieden

(2026) (78) (305) (704) wird.

(Quelle: ALLBUS 1992)
Drittvariablenkontrolle bei Kreuztabellen

Alte Bundesldnder Neue Bundesléander Insgesamt
Abtreibung, wenn Telefonanschluss?  Telefonanschluss? Telefonanschluss
die Frau es will, ... ja nein ja nein ja nein
... sollte verboten sein  58.5%  62.8% 28.9%  29.7% 54.7%  33.0%
... sollte erlaubt sein 41.5%  37.2% 71.1%  70.3% 453%  67.0%

(2026) (78) (305) (704) (2331) (782)
(Quelle: ALLBUS 1992) dyx% =-4.3 dyx% =-0.8 dyx% = +21.7

Das Beispiel verdeutlicht, dass die bivariate Analyse oft nicht ausreicht, um einen Ausschnitt
aus der Wirklichkeit angemessen zu erfassen. Tatséchlich ist es moglich, dass ein zwischen zwei
Variablen beobachteter Zusammenhang bei Drittvariablenkontrolle geringer ausféllt, gar nicht
vorhanden ist oder bei ordinalen bzw. metrischen Variablen das Vorzeichen &ndert. Mdglich ist
aber auch, dass bei Drittvariablenkontrolle ein Zusammenhang starker wird oder Uberhaupt erst
sichtbar wird. Schliel3lich kann es auch vorkommen, dass der Zusammenhang in Abhangigkeit
von den Werten der Drittvariablen unterschiedlich ausféllt.

Um zu verstehen, wieso sich bivariate und konditionale Beziehungen unterscheiden kénnen, ist
es sinnvoll verschiedene Datenkonstellationen zu betrachten, die sich bei unterschiedlichen
kausalen Beziehungen zwischen den Variablen einstellen kénnen.




Drittvariablenkontrolle bei Kreuztabellen
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Zuvor einige Hinweise zur Notation:

Jede der simultan betrachteten Variablen definiert eine Dimension der Kreuztabelle. Bei drei
Variablen ergibt sich so eine dreidimensionale Tabelle. Die Darstellung erfolgt aber meist so,
dass mehrere zweidimensionale Kreuztabellen prasentiert werden, die nebeneinander oder un-
tereinander stehen. Die zweidimensionalen Tabellen heiffen Partialtabellen, da sie die bivariate
Verteilung von zwei Variablen gegeben die Ausprédgung(en) der Drittvariable(n) enthalten.

Jede Dimension einer mehrdimensionalen Tabelle wird durch einen eigenen Index identifiziert.
Dabei gilt i.A., dass sich der erste Index auf die Zeilenvariable der Partialtabellen (im Beispiel
Y) bezieht, der zweite Index auf die Spaltenvariable der Partialtabellen (im Beispiel X) und der
dritte und evtl. weitere Indizes auf die Drittvariablen (im Beispiel W) beziehen.

So bezeichnet ny, die Haufigkeit der Auspragungskombination (Y=y;, X=x;, W=w,).

Drittvariablenkontrolle bei Kreuztabellen

W

W, W, Wy

X X X
Y | X Xy e X DI Y Xy Xy 2 X; X, e Xy )y
Y1 | Pucy Pazga) -+ Py [Pien) P2y Pizc2) -+ P2 | Pir2) || Paacky) Piaky -+ Puky | Pisk)
Yo | Parcy) Pozcyy -+ Paicyy |P2+cy) |Porc2) Pazc2) - Pax2) | Pa2) |-+ | Pareky Pazaeky - Paycky | Pk
Yo Py Py - Puca [Py [P P o Pu [Py || P Piagk - Puk) | Prsck)
2| Parr) Paog) - Paaqay [Peecty [Poaz) Paaz) - Paa2)| Pasa) | | Poaciy Paagiy -+ Paaci | Paeii

In der Regel erfolgt die Berechnung relativer Haufigkeiten innerhalb der Partialtabellen. Zur
Kennzeichnung der Drittvariablen werden die Indizes der Drittvariablen in Klammern gesetzt
und durch einen Punkt vor dem Index gekennzeichnet.
Die auf eine Partialtabelle bezogene relative Haufigkeit py; ) von Y berechnet sich so nach:
n..
_ ijk
p”(.k) n++k
Konditionale relative Haufigkeiten innerhalb der Partialtabellen berechnen sich analog zu biva-
riaten Tabellen innerhalb der Kreuztabellen. Der Index der unabhangigen Variable ist ebenfalls
in Klammern gesetzt allerdings ohne Punkt vor dem Index.
Die durch die Auspragung X=x; bedingte relative Haufigkeit von Y in der Partialtabelle W=w,
berechnet sich daher nach:
Niji pi'(.k)
Py = — =
n+jk p+j(.k)




Drittvariablenkontrolle bei Kreuztabellen

Analog ergibt sich die durch Y=y, bedingte relative Haufigkeit von X in der Partialtabelle W=w,
nach:

M Pij

Piyick) = =
Nivk  Piv

Ahnlich erfolgt die Kennzeichnung von ZusammenhangsmaRen in den Partialtabellen, die als
konditionale Zusammenhangsmalie bezeichnet werden, da sie konditional gegeben die Auspra-
gungen der Drittvariablen gelten.

Bei ZusammenhangsmaBen werden die Variablen meist explizit genannt: dyy-1)% ist so die
Prozentsatzdifferenz in der Partialtabelle fiir W=1, wenn Y abhéngige und X erkldrende Variable
ist. Entsprechend bezeichnet dyy -1, % die Prozentsatzdifferenz, wenn X abhangige und Y unab-
hangige Variable ist, und dyx-1y% die Prozentsatzdifferenz mit W als abhangiger, Y als unab-
hangiger und X als Drittvariable mit der Auspragung X=1.

Wenn die konditionalen Zusammenhangsmafe bei allen Auspragungen der Drittvariablen die
gleichen Werte aufweisen, spricht man auch von partiellen Zusammenhangsmafen. Bei partiel-
len Zusammenhangsmalien kann die Auspragung der Kontrollvariablen ausgelassen werden;
dyxw % ist also die partielle Prozentsatzdifferenz mit Y als abhangiger, X als erklarender und
W als Kontrollvariable.
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Partialtabellen und Randtabellen

Analog zu den univariaten Randverteilungen in bivariaten Kreuztabellen ergeben sich zwei- oder
mehrdimensionale Randtabellen durch Aggregieren, d.h. Aufsummieren tiber alle Werte von
Drittvariablen. Aus einer dreidimensionalen Kreuztabelle lassen sich so drei zweidimensionale
Randtabellen erstellen:

Ww=1 W=0
X=1 X=0|X=1 X=0 >
Y=1 252 90 | 63 105 | 510
Y=0 98 60 | 87 245 | 490
)y 350 150 |150 350 (1000
Aufsummieren Uber W: Aufsummieren Uber X: Aufsummieren Uber Y:

X=1 X=0 )
=1| 315 195| 510
=0] 185 305| 490
500 500| 1000

W=1W=0 2

1| 342 168| 510
0] 158 332 490
500 500( 1000

X=1 X=0 )

=1/ 350 150 500
=0] 150 350| 500
500 500| 1000

Mz 2|2

Ml< <|<
M <|<

Kausale Beziehungen zwischen drei Variablen

In den folgenden Beispielen werden die Daten entsprechend einer vorgegebenen Kausalstruktur
durch Simulation generiert. Dabei ist Y stets die abhangige Variable und X und W sind unabhén-
gige Variablen, die Y kausal beeinflussen.
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1) Nur X wirkt additiv auf Y, X und W sind statistisch unabhangig voneinander

Die Daten sind so generiert, dass X einen additiven Effekt auf Y hat.

Die Drittvariable W ist statistisch unabhéngig von X und Y.

Diese Kausalstruktur lasst sich durch ein Pfadmodell darstellen, indem ein
gerichteter Pfad von der erklarenden Variable X auf die abhéngige Variable
Y geht und W weder mit X noch mit Y verbunden ist.

Generierte Daten: Bedingte relative Haufigkeiten:

W=1 W=0 W=1 W=0
X=1 X=0 X=1 X=0 > X=1 X=0 X=1 X=0 >
Y=1 140 110 140 110 500 Y=1 56 44 56 44 .50
Y=0 110 140 110 140 500 Y=0 44 56 44 56 .50
)3 250 250 | 250 250 |1000 n (250) (250) | (250) (250) | (1000)
Dyyw=1) =012 Dyyy=g) = 0.12
Randtabelle Y nach X: Randtabelle Y nach W: Randtabelle W nach X:
Y X=1 X=0 > Y W=1 W=0 > Y X=1 X=0 >
Y=1| .56 44 .50 Y=1| .50 .50 .50 w=1| .50 .50 .50
Y=0| .44 .56 .50 Y=0| .50 .50 .50 W=0| .50 .50 .50
2. | (500) (500) |(1000) 2. | (500) (500) | (1000) z (500) (500) | (1000)
Nur X wirkt additiv auf Y, X und W sind statistisch unabhangig voneinander
Generierte Daten: Bedingte relative Haufigkeiten:
W=1 W=0 w=1 W=0
X=1 X=0 X=1 X=0 > X=1 X=0 X=1 X=0 >
Y=1 140 110 140 110 500 Y=1 56 44 56 44 .50
Y=0 110 140 110 140 500 Y=0 44 .56 44 .56 .50
2z 250 250 250 250 |1000 n (250) (250) | (250) (250) [ (1000)
Randtabelle Y nach X: Randtabelle Y nach W: Randtabelle W nach X:
Y X=1 X=0 > Y W=1 W=0 > W X=1 X=0 >
Y=1| .56 44 .50 Y=1| .50 .50 .50 w=1| .50 .50 .50
Y=0| .44 .56 .50 Y=0| .50 .50 .50 W=0| .50 .50 .50
2. [ (500) (500) |(1000) 2. [ (500) (500) | (1000) 2z (500) (500) | (1000)
dyx=12.0 dyw=0 dywx=0

In dieser Datenkonstellation unterscheidet sich der bivariate Effekt gemessen (ber die Prozent-
satzdifferenz dy% nicht von den kondtionalen Zusammenhangsmafen dy -1, % und
dyxw=0%0, die daher als partielles Zusammenhangsmaf dyy ., % zusammengefasst werden
kdnnen.

Asymmetrische und symmetrische Zusammenhangsmale sind nur identisch, wenn bei Vertau-

schung von abhangiger und erklarender Variable die Werte der asymmetrischen Malie gleich
bleiben.




2) Nur X wirkt additiv auf Y, X und W sind nicht statistisch unabhéngig

Gegendiiber der vorigen Situation unterscheidet sich diese Datenkonstellation

dadurch, dass zwar weiterhin nur X auf W additiv wirkt, X aber nicht mehr

statistisch unabhangig von W ist.
Der ungerichtete (symmetrische) Zusammenhang zwischen X und W wird

im Pfaddiagramm durch eine Verbindungslinie symbolisiert, die an beiden

Enden eine Pfeilspitze aufweist.

[X]

Generierte Daten: Bedingte relative Haufigkeiten:
W=1 W=0 W=1 W=0
X=1 X=0 X=1 X=0 > X=1 X=0 X=1 X=0 >
Y=1 196 66 84 154 500 Y=1 .56 44 .56 44 .50
Y=0 154 84 66 196 500 Y=0 44 .56 44 .56 .50
> 350 150 150 350 |1000 n (350) (150) | (350) (150) [ (1000)
Randtabelle Y nach X: Randtabelle Y nach W: Randtabelle W nach X:
Y X=1 X=0 > Y W=1 W=0 > W X=1 X=0 >
Y=1| .56 44 .50 Y=1| .524 .476 .50 W=1| .70 .30 .50
Y=0| .44 .56 .50 Y=0| .476 .524 .50 W=0| .70 .70 .50
> | (500) (500) |(1000) > | (500) (500) | (1000) > | (500) (500) | (1000)
dyy=12.0 dyy = 4.8 dyyx =40.0
Dy = 0.12 @,y = 0.08 @, = 0.40
Nur X wirkt additiv auf Y, X und W sind nicht statistisch unabhangig
Generierte Daten: Bedingte relative Haufigkeiten:
w=1 W=0 w=1 W=0
X=1 X=0 X=1 X=0 > X=1 X=0 X=1 X=0 >
Y=1 196 66 84 154 500 Y=1 .56 44 .56 44 .50
Y=0 154 84 66 196 500 Y=0 44 56 A4 .56 .50
> 350 150 150 350 (1000 n (350) (150) | (350) (150) [ (1000)
Oy %=12.0  dyxqy=0)%=12.0
Randtabelle Y nach X: Randtabelle Y nach W: Randtabelle W nach X:
Y X=1 X=0 > Y Ww=1 W=0 > W X=1 X=0 >
Y=1| .56 44 .50 Y=1| .524 476 .50 w=1| .70 .30 .50
Y=0| .44 .56 .50 Y=0| .476 .524 .50 W=0| .70 .70 .50
> | (500) (500) |(1000) > | (500) (500) | (1000) > | (500) (500) | (1000)
dyy = 12.0 dyy=4.8 dyx =40.0
Dy, = 0.12 @,y = 0.048 @, = 0.40

Die bivariaten und konditionalen Beziehungen zwischen X und Y unterscheiden sich nicht von
der Situation einer statistisch unabhé&ngigen Drittvariable.
Allerdings zeigt diese Datenkonstellation bivariat einen Zusammenhang zwischen Y und W, der
dadurch hervorgerufen wird, dass X sowohl mit W als auch mit Y zusammenhangt und so einen
korrelierten Effekt zwischen Y und W bewirkt, der nicht kausal interpretiert werden kann und
verschwindet, wenn Partialtabellen zwischen Y und W mit X als Drittvariable betrachtet werden.




3) X und W wirken beide additiv auf W, sind aber voneinander unabhangig

wirken, die beiden erklarenden Variablen aber statistisch unabhangig von-

Die Daten sind so generiert worden, dass sowohl X als auch W auf Y additiv
einander sind.

Generierte Daten: Bedingte relative Haufigkeiten:
w=1 w=0 w=1 W=0
X=1 X=0| X=1 X=0 > X=1 X=0 | X=1 X=0 >
Y=1 | 180 150 | 105 75 | 510 y=1| .72 60| .42 .30 5l
Y=0 70 100 | 145 175 | 490 Y=0 | .28 .40 | 58 .70 49
> 250 250 | 250 250 1000 n (250) (250) | (250) (250) | (1000)

Ayxw=%0=12.0  dyyw=%=12.0
Dyyw=1) = 0.127 Dyy =gy = 0.125

Randtabelle Y nach X: Randtabelle Y nach W: Randtabelle W nach X:
Y X=1 X=0 > Y w=1 W=0 > W X=1 X=0 >
Y=1| .57 .45 51 Y=1| .66 .36 51 w=1| 50 .50 .50
Y=0| .43 .55 .49 Y=0| .34 .64 .49 W=0| .50 .50 .50
> | (500) (500) |(1000) 2> | (500) (500) | (1000) ) (500) (500) | (1000)
dyx=12.0 dyw=30.0 dwx=0
Dy, =0.12 ®,,y =0.30 Dy =0

X und W wirken beide additiv auf W, sind aber voneinander unabhéngig

Generierte Daten: Bedingte relative Haufigkeiten:
W=1 W=0 W=1 W=0
X=1 X=0 X=1 X=0 > X=1 X=0 X=1 X=0 >
Y=1 180 150 105 75 510 Y=1 72 .60 42 .30 51
Y=0 70 100 145 175 490 Y=0 28 .40 .58 .70 .49
) 250 250 | 250 250 (1000 n (250) (250) | (250) (250) | (1000)

Ayxw=%0=12.0  dyyw=%=12.0
CI)XY(W=1) =0.127 cDXy(Wzo) =0.125

Randtabelle Y nach X: Randtabelle Y nach W: Randtabelle W nach X:
Y X=1 X=0 > Y W=1 W=0 > W X=1 X=0 >
Y=1| .57 .45 51 Y=1| .66 .36 51 w=1| 50 .50 .50
Y=0| .43 .55 .49 Y=0| .34 .64 .49 W=0| .50 .50 .50
2. | (500) (500) |(1000) 2> | (500) (500) | (1000) > (500) (500) | (1000)
dyx=12.0 dyw=30.0 dwx=0
dy, =0.12 @,y =0.30 Dy, =0

Wenn X und W statistisch unabhé&ngig voneinander sind und beide auf Y additiv wirken, dann
sind die bivariaten Effekte auf die abh&ngige Variable gleich den konditionalen (bzw. partiellen)
Effekten. Dass dies auch fir W gilt, wird deutlich, wenn die Rolle von W und X in der Dritt-
variablenkontrolle vertauscht werden und der konditionale Effekt von W auf Y in den durch X
definierten Partialtabellen berechnet wird.

Im Datenbeispiel gilt dy,% = dyyyx=1)% = dywx=0% = dywpg% = 30.0.




4) X und W wirken beide additiv auf W, X und W sind nicht unabhéangig

(ungerichteter) statistischer Zusammenhang.

Im Unterschied zur vorherigen Situation besteht nun zwischen X und W ein @ -
1Y]

Dies ist eine oft auftretende Konstellation bei Umfragedaten. @
Generierte Daten: Bedingte relative Haufigkeiten:
w=1 w=0 w=1 Ww=0
X=1 X=0 | X=1 X=0 > X=1 X=0 | X=1 X=0 >
Y=1 | 252 90 63 105 | 510 y=1| .72 60| .42 .30 5l
Y=0 98 60 87 245 | 490 Y=0 .28 .40 58 .70 49
> 350 150 | 150 350 1000 n (350) (150) | (150) (350) | (1000)

Ayxw=%0=12.0  dyy=0%=12.0
qDXY(W:l) =0.118 (DXY(WZO) =0.116

Randtabelle Y nach X: Randtabelle Y nach W: Randtabelle W nach X:
Y X=1 X=0 > Y w=1 W=0 > W X=1 X=0 >
Y=1| .63 .39 51 Y=1| .684 .336 51 w=1| .70 .30 .50
Y=0| .47 .61 .49 Y=0| .316 .664 .49 W=0| .30 .70 .50
> | (500) (500) |(1000) 2> | (500) (500) | (1000) ) (500) (500) | (1000)
dyx=24.0 dyyw=34.8 dyx = 40.0
Dy, =024 @,y = 0.348 Dy, = 0.40

X und W wirken beide additiv auf W, X und W sind nicht unabhéngig

Generierte Daten: Bedingte relative Haufigkeiten:
W=1 W=0 W=1 W=0
X=1 X=0 X=1 X=0 > X=1 X=0 X=1 X=0 >
Y=1 252 90 63 105 510 Y=1 .72 .60 42 .30 51
Y=0 98 60 87 245 490 Y=0 .28 .40 58 .70 .49
> 350 150 | 150 350 (1000 n (350) (150) | (150) (350) | (1000)
Oyxw=p=12.0  Oyy=%=12.0
Dyyqw=p) = 0.118 Dy o) = 0.116
Randtabelle Y nach X: Randtabelle Y nach W: Randtabelle W nach X:
Y X=1 X=0 > Y W=1 W=0 > W X=1 X=0 >
Y=1| .63 .39 51 Y=1| .684 .336 51 w=1| .70 .30 .50
Y=0| .47 .61 .49 Y=0| .316 .664 .49 W=0| .30 .70 .50
> | (500) (500) |(1000) > | (500) (500) | (1000) > | (500) (500) | (1000)
dyy = 24.0 dyy = 34.8 dyx = 40.0
Dy, = 0.24 @,y = 0.348 Dy, = 0.40

Wenn X und W nicht statistisch unabhéngig voneinander sind und beide auf Y additiv wirken,
dann unterscheiden sich die bivariaten Effekte von den konditionalen (bzw. partiellen) Effekten.
Es wird dann auch davon gesprochen, dass die bivariaten Effekte konfundiert sind.

Wie Konfundierung entsteht, wird deutlich, wenn man die kausalen Beziehung zwischen den
drei Variablen X und W néher betrachtet.




Konfundierung

@ Die Daten wurden so generiert, dass X sowohl auf Y wie auf W wirkt und W

+.12 ey
zusétzlich auf X.
+-40,, Um einen vollstdndigen Eindruck der Datengenerierung zu bekommen, wer-
+.30 den die Pfeile mit den Effektstarken (hier gemessen tber Anteilsdifferenzen)

(W] .
beschriftet.

Aus dem Pfaddiagramm lasst sich nun folgendes entnehmen:

e Wenn X ansteigt, d.h. bei der in den Tabellen wiedergegebenen Kodierungen von X=0 auf
X=1 wechselt, dann bewirkt dies eine Erhdhung des Anteils von Y=1 um +0.12. Dies ist der
sogenannte direkte Effekt, der bei Drittvariablenkontrolle mit W als Kontrollvariable sichtbar
wird.

e Da X auch auf W wirkt, bewirkt eine Erhdhung von X zusatzlich durch einen direkten Effekt
auf W eine Erhéhung des Anteils von W=1 um +0.4.

e Ein Veranderung von W durch einen Wechsel von W=0 auf W=1 bewirkt durch den direkten
Effekt von W auf Y einen Anstieg des Anteils von Y=1 um 0.3.

Durch eine Veréanderung in X steigt der Anteil der Félle von W=1 um 0.4 oder 40% an. Diese
zusétzlichen 40% Falle bewirken nun einen Anstieg des Anteils von Y=1. Da beim Wechsel
von X=0 auf X=1 nicht alle, sondern nur 40% von W=0 auf W=1 wechseln, steigt der Anteil
von Y=1 nicht um 0.3 sondern nur um 40% von 0.3, also um 0.4x0.3 = 0.12 oder 12%. Dies
ist der sogenannte indirekte Effekt von X auf Y, der tiber W vermittel wird. W wird in diesem
Zusammenhang auch als Mediatorvariable fiir den Effekt von X auf Y bezeichnet.
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Konfundierung

@ 12 ¢ Insgesamt bewirkt ein Anstieg von X=0 auf X=1 einen sogenannten
' totalen Effekt von +0.24 oder 24%, wobei der totale Effekt die Summe
+'4O,, aus dem direkten und den indirekten Effekten ist.
+.30 Betrachtet man die bivariate Kreuztabelle von Y und X, so zeigt sich, dass

(W]

Eine Ursache der Konfundierung besteht also darin, dass im bivariaten Zusammenhang nicht nur
der direkte Effekt berlicksichtigt wird, sondern auch mdgliche indirekte Effekte. Wenn X und W
statistisch unabhangig voneinander sind (wie in den Datenkonstellationen (1) und (3), dann gibt
es keinen indirekten Effekt und der bivariate additive Effekt ist gleich dem partiellen additiven
Effekt bei Drittvariablenkontrolle.

Auffallend ist weiter, dass auch der bivariate Effekt d.,,% der Drittvariable mit 34.8 Prozent-
punkten deutlich groRer ist als die konditionalen Effekte, die gleich grofR sind und damit einen
partiellen Effekt von dyyyx)% = 30.0 Prozentpunkte aufweisen. Der partielle Effekt von W auf
Y bei Drittvariablenkontrolle durch X ist also wieder der direkte Effekt von W auf Y.

der bivariate Effekt gleich dem totalen Effekt ist.

o Tatséchlich gibt es eine Gemeinsamkeit von W und Y, die nicht auf den Effekt von W auf Y
zuriickzufuhren ist. Beide Variablen werden ndmlich durch X beeinflusst. Diese Gemeinsam-
keit bewirkt eine Beziehung zwischen den Variablen und damit eine zusatzliche Quelle flr den
statistischen bivariaten Zusammenhang. Man spricht hier von einen korrelierten Effekt, wobei
das Wort ,,Effekt* hier ungunstig ist, da es tatséchlich eher um eine gemeinsame Ursache (X)
geht, die sowohl auf W wie auf Y wirkt.

\orlesung Statistik 3 L02-16




Konfundierung

@ Im Beispiel berechnet sich der korrelierte Effekt als Produkt aus dem direk-

t12 ten Effekt von X auf Y und von X auf W und betragt somit 0.12x0.4 =
+40 0.048.
+.30

@ Der bivariate Effekt von W auf Y ist die Summe aus den direkten Effekt und
dem korrelierten Effekt und betragt somit 0.30 + 0.048 = 0.348.

Generell gilt fir sogenannte lineare Modelle, bei denen nur additive Effekte und Beziehungen
bestehen, dass die HOhe des bivariaten Zusammenhangs stets die Summe aus dem direkten
Effekt und allen indirekten und korrelierten Effekten ist.

Einen korrelierten Effekt hatten wir auch bereits in der Datenkonstellation 2) beobachtet, bei der
W keinen direkten Effekt auf Y hat, aber mit X zusammenhéngt. Die Héhe des korrelierten
Effekt ist wiederum das Produkt aus dem Effekt von X auf Y und dem Effekt zwischen X und W,
im Beispiel 0.12 x04 = 0.048.

Korrelierte Effekte gibt es auch, wenn die Richtung der Beziehung zwischen zwei Variablen
nicht klar ist. Der Unterschied zu indirekten Effekten besteht ausschlieRlich darin, dass bei indi-
rekten Effekten klar ist, dass eine Wirkung iber Mediatorvariablen vermittelt wird.

Wenn direkte und indirekte bzw. korrelierte Effekte in die gleiche Richtung wirken, also wie im
Beispiel alle positiv sind oder alle negativ sind, dann sind die partiellen Effekte stets kleiner als
die bivariaten Effekte.

Dies ist eine Situation, wie sie in der Sozialforschung sehr oft zu beobachten ist.

5) Scheinkausalitat

X Ein Spezialfall von Konfundierung liegt vor, wenn ein bivariater Effekt be-
E—'io steht, aber die konditionalen Effekte Null sind. Wenn der bivariate Effekt
+.40 ausschlieBlich Folge eines korrelierten Effekt ist, spricht man auch von

@ +.30 Scheinkausalitat. Im Beispiel besteht ein korrelierter Effekt zwischen X
und Y in H6he von 0.4x0.3 = 0.12, der durch die gemeinsame Ursache W

bewirkt wird.
Generierte Daten: Bedingte relative Haufigkeiten:
W=1 W=0 W=1 W=0
X=1 X=0 [ X=1 X=0 > X=1 X=0 | X=1 X=0 >
Y=1 | 210 90 45 105 | 450 Y=1 .60 .60 | .30 .30 45
Y=0 140 60 105 245 550 Y=0 40 .40 .70 .70 .55
) 350 150 | 150 350 {1000 n (350) (150) | (150) (350) | (1000)
dyxw=1)%=0 dyxw=0%=0
xy(w=1) ~ 0 Dy w=0) = 0
Randtabelle Y nach X: Randtabelle Y nach W: Randtabelle X nach W:
Y X=1 X=0 ) Y W=1 W=0 > X W=1 W=0 >
Y=1| .51 .39 .45 Y=1| .60 .30 .45 X=1| .70 .30 .50
Y=0[ .49 .61 .55 Y=0[ .40 .70 .55 X=0| .30 .70 .50
2 | (500) (500) |(1000) 2 | (500) (500) | (1000) ) (500) (500) | (1000)
dyy=12.0 dyy = 30.0 dyy = 40.0

Dy =0.121 ®yyy = 0.302 Dy = 0.40




6) Interpretation eines Effektes tiber eine Mediatorvariable

+.

[X1.+0
a0

\4

(W]

Die gleiche Datenkonstellation wie die Scheinkausalitét ergibt sich, wenn X
ausschlieBlich tiber eine Kausalkette indirekter Effekte auf Y wirkt. Werden
Partialtabellen iber die Auspragungen der Mediatorvariable W gebildet,
wird der bivariate Effekt durch die Kausalkette Gber W interpretiert. Da es

keinen direkten Effekt gibt, sind die konditionalen Effekte wieder Null. Im
Beispiel ergibt sich so der bivariate Effekt als 0.4x0.3 = 0.12.

Generierte Daten: Bedingte relative Haufigkeiten:
W=1 W=0 W=1 W=0
X=1 X=0 X=1 X=0 > X=1 X=0 X=1 X=0 >
Y=1 | 210 90 45 105 | 450 Y=1 .60 .60 30 .30 .45
Y=0 140 60 105 245 550 Y=0 40 .40 .70 .70 .55
)y 350 150 150 350 (1000 n (350) (150) | (150) (350) | (1000)
Ay xw=1)%=0 Ay xw=0%=0
Dyvw=1)~ 0 Dyvw=0) = 0
Randtabelle Y nach X: Randtabelle Y nach W: Randtabelle W nach X:
Y X=1 X=0 > Y Ww=1 W=0 > W X=1 X=0 >
Y=1| .51 .39 .45 Y=1| .60 .30 .45 w=1| .70 .30 .50
Y=0]| .49 .61 .55 Y=0| .40 .70 .55 Ww=0| .30 .70 .50
2. | (500) (500) |(1000) 2. | (500) (500) | (1000) 2 (500) (500) | (1000)
dyy=12.0 dyy = 30.0 dyy = 40.0
Dy =0.121 Dy = 0.302 Dy, = 0.40

7) Suppression
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wie der direkte Effekt: +.12 —0.2x0.3 = 0.06.

Wenn die direkten Effekte positiv, die indirekten bzw. korrelierten Effekte
dagegen negativ wirken oder umgekehrt, dann spricht man von Suppres-
sion, d.h. der bivariate Effekt ist kleiner als die konditionalen bzw. partiellen
Effekte. Im Beispiel fuhrt der negative korrelierte Effekt von X auf Y Gber
die Suppressorvariable W dazu, dass der bivariate Effekt halb so hoch ist

Generierte Daten: Bedingte relative Haufigkeiten:
W=1 W=0 W=1 W=0
X=1 X=0 X=1 X=0 > X=1 X=0 X=1 X=0 >
Y=1 144 180 126 60 510 Y=1 .72 .60 42 .30 51
Y=0 56 120 174 140 490 Y=0 .28 .40 58 .70 .49
2 200 300 300 200 |[1000 (200) (300) | (300) (200) | (1000)
dyxw=n%=12.0  dyyay=0)%=12.0
Dy =) = 0.123 Dyyy=g) = 0.122
Randtabelle Y nach X: Randtabelle Y nach W: Randtabelle W nach X:
Y X=1 X=0 ) Y | w=1 W=0 ) W [ X=1 X=0 )
Y=1| .54 .48 51 Y=1| .648 .372 51 w=1l| .40 .60 .50
Y=0| .46 .52 .49 Y=0| .352 .628 .49 W=0| .60 .40 .50
2. | (500) (500) |(1000) 2. | (500) (500) | (1000) ) (500) (500) | (1000)
dyx=6.0 dyy = 27.6 dyyx = —20.0
Dy, = 0.06 Dyyy = 0.276 Dy = —0.20




8) Scheinbare Nichtbeziehung
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Wenn indirekte oder korrelierte Effekte genau so grof3 sind wie der direkte
Effekt, dann besteht bivariat statistische Unabhangigkeit. Man bezeichnet
diese extreme Form der Suppression auch als scheinbare Nichtbeziehung.
Im Beispiel hebt der negative korrelierte Effekt von —0.4x0.3 = —0.12 den
direkten Effekt von +0.12 exakt auf.

Generierte Daten: Bedingte relative Haufigkeiten:
W=1 W=0 w=1 W=0
X=1 X=0 X=1 X=0 > X=1 X=0 X=1 X=0 >
Y=1 108 210 147 45 510 Y=1 .72 .60 42 .30 51
Y=0 42 140 203 105 490 Y=0 .28 .40 58 .70 .49
2 150 350 350 150 |[1000 (150) (350) | (350) (150) | (1000)
dyxw=n%=12.0  dyyay=0%=12.0
Dyyqwep) = 0114 Dyyyog = 0.113
Randtabelle Y nach X: Randtabelle Y nach W: Randtabelle W nach X:
Y X=1 X=0 > Y Ww=1 W=0 > W X=1 X=0 >
Y=1| .51 51 51 Y=1| .636 .384 51 w=1l| .30 .70 .50
Y=0[ .49 .49 .49 Y=0| .364 .616 .49 W=0| .70 .30 .50
2. | (500) (500) |(1000) 2. | (500) (500) | (1000) ) (500) (500) | (1000)
dyx =0 dyy = 25.2 dyx =—40.0
Dy =0 Dyyy = 0.252 Dy = —0.40

9) Verzerrung
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daher 0.12 -0.18 = —-0.06.

\Von Verzerrung spricht man, wenn der bivariate Effekt ein anderes Vorzei-
chen hat als die konditionalen bzw. partiellen Effekte. Dies tritt auf, wenn
die indirekten bzw. korrelierten Effekte groRer sind als die direkten Effekte
und ein anderes Vorzeichen aufweisen. Im Beispiel ist der indirekte Effekt
—0.6x0.3 = —0.18, der direkte Effekt dagegen +0.12. Der bivariate Effekt ist

Generierte Daten: Bedingte relative Haufigkeiten:
W=1 W=0 W=1 W=0
X=1 X=0 X=1 X=0 > X=1 X=0 X=1 X=0 >
Y=1 72 240 168 30 | 510 Y=1 .72 .60 42 .30 .51
Y=0 28 160 232 70 490 Y=0 .28 .40 58 .70 .49
2 100 400 400 100 |1000 (100) (400) | (400) (100) | (1000)
dyxw=n%=12.0  dyyay=0)%=12.0
Dy w=1) = 0.099 Dyy =) = 0.098
Randtabelle Y nach X: Randtabelle Y nach W: Randtabelle W nach X:
Y X=1 X=0 ) Y | w=1 W=0 ) W [ X=1 X=0 )
Y=1| .48 .54 51 Y=1| .624 .396 51 w=1l| .20 .80 .50
Y=0| .52 .46 .49 Y=0| .376 .604 .49 W=0| .80 .20 .50
2. | (500) (500) |(1000) 2. | (500) (500) | (1000) ) (500) (500) | (1000)
dyx=-6.0 dyy =228 dyx =—60.0
@, =-0.06 @, =0.228 ®,,, =—0.60




10) Interaktionseffekte

Wenn sich die konditionalen Beziehungen in den Partialtabellen unter-
scheiden, dann besteht eine Interaktion zwischen erklarenden Variablen
bei ihrem Effekt auf die abhangige Variable. Im Beispiel betragt der

konditionale Effekt von X auf Y +0.12, wenn W=1, und —0.12, wenn
W=0.

Generierte Daten: Bedingte relative Haufigkeiten:
W=1 W=0 W=1 W=0
X=1 X=0 X=1 X=0 > X=1 X=0 X=1 X=0 >
Y=1 140 110 110 140 500 Y=1 56 .44 44 56 .50
Y=0 110 140 140 110 500 Y=0 56 44 56 44 .50
> 250 250 | 250 250 |1000 (250) (250) | (250) (250) | (1000)

Ayxw=%0=12.0  dyyy=0)%=-12.0
Oyyw=1) =~ 012 Dyyy=g) = —0.12

Randtabelle Y nach X: Randtabelle Y nach W: Randtabelle W nach X:

Y X=1 X=0 > Y w=1 W=0 > W X=1 X=0 >

Y=1| .50 .50 .50 Y=1| .50 .50 .50 w=1| 50 .50 .50

Y=0[ .50 .50 .50 Y=0[ .50 .50 .50 W=0| .50 .50 .50

2. | (500) (500) |(1000) 2. | (500) (500) | (1000) > (500) (500) | (1000)

dyx=0 dyw=0 dwx=0
Dy =0 Dy =0 Dy =0
Interaktionseffekte
Generierte Daten: Bedingte relative Haufigkeiten:
w=1 W=0 w=1 W=0
X=1 X=0 [ X=1 X=0 > X=1 X=0 | X=1 X=0 >

Y=1 | 140 110 110 140 500 Y=1 56 .44 44 56 .50

Y=0 110 140 140 110 500 Y=0 .56 .44 .56 44 .50

z 250 250 250 250 |1000 (250) (250) | (250) (250) | (1000)

dyxw=)%0=12.0  dyyw=0%=—12.0
Dyyw=1y = 0.12  Dyyy=g) = —0.12
Randtabelle Y nach X: Randtabelle Y nach W: Randtabelle W nach X:
Y X=1 X=0 > Y w=1 W=0 > W X=1 X=0 >
Y=1| .50 .50 .50 Y=1| .50 .50 .50 w=1| 50 .50 .50
Y=0[ .50 .50 .50 Y=0[ .50 .50 .50 W=0| .50 .50 .50
2> | (500) (500) |(1000) 2> | (500) (500) | (1000) 2 (500) (500) | (1000)
dyx=.0 dyw=0 dwx =0
Dy, =0 Dy =0 Dy =0

Beim Vorliegen eines Interaktionseffektes zwischen X und W sind auch die konditionalen Effek-
te von W verschieden, im Beispiel ist dyyyx=1)% = 0.12 und dyyyx=0% = -0.12.

Das Beispiel zeigt auch, dass eine (trivariate) statistische Beziehung zwischen den drei Varia-
blen X, Y und W bestehen kann, obwohl bivariat alle Variablen jeweils unabhéngig voneinander
sind, was hier Folge davon ist, dass sich die positiven und negativen (konditionalen) Effekte

bivariat jeweils ausgleichen und zusétzlich die beiden erkldrenden Vartiablen unabhéngig von-
einander sind.




Interaktionseffekte

Im Pfaddiagramm ist der Interaktionseffekt so dargestellt, dass es neben
dem direkten Effekt von X bzw. W auf Y noch einen weiteren Pfeil gibt,
der zwei Anfénge bei den miteinander interagierenden erkl&renden Varia-
blen hat, die wie beim Buchstaben ,,Y* zusammenlaufen, bevor sie auf
die abhdngige Variable weisen. Die beiden direkten Effekte von X und W
auf Y in HOhe von jeweils —0.12 werden bisweilen auch als Haupteffekte
bezeichnet, der gemeinsame Effekt ist dann der Interaktionseffekt.

Das Pfadmodell zeigt, dass der gemeinsame Interaktionseffekt als direkter Effekt des Produktes
der beiden erkl&renden Variablen X und Y betrachtet werden kann:
Wenn W=0 ist, ergibt sich so der negative konditionale Effekt von X auf Y:
—0.12xX +0.24x(XxW) = —0.12xX +0.24x(Xx0) = -0.12,
Wenn W=1, ergibt sich dagegen ein positiver konditionale Effekt:
—0.12xX +0.24x(XxW) = —0.12xX +0.24x(Xx1) = +0.12.
Ganz symmetrisch ergeben sich auch die konditionalen Effekte von W auf Y wenn X=0 als:
—0.12xW +0.24x(XxW) = —-0.12xW+0.24x(0xW) = -0.12,
bzw. wenn X=1 als:
—0.12xW +0.24x(XxW) = —0.12xW+0.24x(1xW) = +0.12.

Interaktionseffekte

Bei Vorliegen eines Interaktionseffekt besteht immer eine Symmetrie
zwischen erklarender Variable X und Kontrollvariable W: Wenn X bei
unterschiedlichen Werten von W unterschiedliche Effekte auf Y auf-
weist, dann weist auch W unterschiedliche Effekte auf Y bei verschiede-
nen Werten von X auf.

Wenn im obigen Pfaddiagramm der Haupteffekt von W auf Y Null ist, dann bedeutet das, dass in
der Partialtabelle von X=1 kein Zusammenhang zwischen W und Y besteht, bei X=1 dagegen
ein positiver Effekt von +0.24:

Bedingte relative Haufigkeiten: Bedingte relative Haufigkeiten:
=L X=0 w=1 W=0
W=1 W=0 | W=1 W=0 > X=1 X=0 X=1 X=0 >
Y=1 56 .32 44 44 .50 Y=1 56 44 32 44 .50
Y=0 .56 .58 .66 .66 .50 Y=0 56 44 .68 .66 .50
(250) (250) | (250) (250) | (1000) (250) (250) | (250) (250) | (1000)

Aus inhaltlich-theoretischen Griinden wird bisweilen die Symmetrie zwischen erklarender
Variable und Drittvariable bei Interaktionseffekten aufgegeben und argumentiert, dass die
Drittvariable den Effekt der erklédrenden Variable kausal beeinflusst.




Interaktionseffekte

@ Im Pfaddiagram kann das so ausgedriickt werden, dass die Drittvariable
W einen Effekt auf den Pfad von X nach Y hat.
Bei dieser Sichtweise spricht man auch davon, dass W eine Moderator-

variable ist, die den Effekt der erklarenden Variable X auf die abhangige

Variable Y moderiert.

Ob eine solche asymmetrische Sichtweise, bei der zwischen erklarender Variable und Modera-
torvariable unterschieden wird, oder eine symmetrische Sichtweise mit zwei interaktiv zusam-
menwirkenden erklarenden Variablen zutrifft, lasst sich anhand der Daten allein nicht ent-
scheiden.

Anders kann die Situation aussehen, wenn ein experimentelles Untersuchungsdesign vorliegt
und und X und W unabhéngig voneinander in einer bestimmten zeitlichen Abfolge manipuliert
werden kdnnen. Bei einem reinen Moderatoreffekt sollte der Moderator W bei X=0Y nicht
beeinflussen.

Kausalanalysen

Uber bivariate Zusammenhangsanalysen hinausgehende multivariate Analysen von mehr als
zwei Variablen werden oft damit begriindet, dass nur so die kausalen Zusammenhéange zwischen
zwei Variablen sichtbar werden.

In diesem Sinne hat sich so im Ausgangsbeispiel zu dieser Lerneinheit gezeigt, dass der bivariat
bestehende Zusammenhang zwischen Telefonbesitz und Einstellung zu Schwangerschafts-
abbriichen bei der dreidimensionalen Betrachtung mit Erhebungsgebiet als Kontrollvariable
nicht sichtbar ist, also die bivariate Beziehung offenbar ein Beispiel fur Scheinkausalitat ist. Mit
Hilfe multivariater Analysen ist es so moglich, Scheinkausalitdten aufzudecken und postulierte
kausale Zusammenhange empirisch zu widerlegen.

Man spricht auch von Kausalanalysen, wenn in multivariaten Analysen Gberprift wird, ob die
beobachteten Beziehungen zwischen Variablen so auftreten, wie es ein Pfadmodell der postu-
lierten Kausalstruktur erwarten lasst.

Zeigt sich bei einer solchen Analyse, dass eine empirisch beobachtete Datenkonstellation nicht
mit der postulierten Kausalstruktur Gibereinstimmt, kann daraus geschlossen werden, dass die
postulierte Kausalstruktur vermutlich falsch ist. Umgekehrt lassen sich durch Kausalanalysen
allerdings zutreffende kausale Vermutungen nicht mit hinreichender Sicherheit bestatigen.

Dies hat mehrere Griinde:
e Zum einen konnen unterschiedliche Kausalordnungen empirisch die gleiche Form aufweisen.
So haben z.B. Scheinkausalitat und Interpretation die gleichen empirischen Konsequenzen.




Kausalanalysen

Scheinkausalitt: X Interpretation: X

W beeinfluss /'- X beeinflusst
Sowohl X wie Y <

@ indirekt Uber W Y @

Wenn unterschiedliche kausale Prozesse die gleichen empirischen Konsequenzen haben, wird
dies als Beobachtungsaquivalenz bezeichnet. Bei zwei beobachtungsaquivalenten Modellen
lasst sich nicht ausschliel3lich anhand der Daten entscheiden, welches Modell zutrifft.

Erst mit Hilfe zusatzlicher Informationen lassen sich bisweilen doch Aussagen treffen, wel-
ches beobachtungsaquivalente Modell zutrifft. Wenn in einem experimentellen Untersu-
chungsdesign der Wert von W durch das Treatment festgelegt wird, 1&sst sich beobachten, ob
sich nur Y (wie bei der Interpretation) oder auch X (wie bei Scheinkausalitat) verandert. Fir
aussagekraftigere Kausalprifungen bedarf es daher neben den Daten zusétzliche Informatio-
nen Uber das Forschungsdesign.

¢ Dies ist auch notwendig, um gravierende Fehlinterpretationen zu vermeiden, die sich insbe-
sondere dadurch ergeben kdnnen, dass anstelle der tatsachlichen kausalen Beziehungen eine
ganz andere Kausalstruktur angenommen wird, die dann auch zu einer ganz anderen Daten-
interpretation fuhren kann. Als Beispiel kann eine Datenkonstellation herangezogen werden,
bei der zwei statistisch unabhangige Variablen X und W auf Y mit dyy )% = dyyy% = 40
erhéhen. Das Beispiel zeigt die Folgen, wenn félschlicherweise W als abhéngige Variable
betrachtet wird, die durch X erklart wird, wobei Y Kontrollvariable ist.

Kausalanalysen

40
.40

Fehlspezifikation: Korrekte Spezifikation:
Y=1 Y=0 W=1 W=0
X=1 X=0 X=1 X=0 > X=1 X=0 X=1 X=0 >
W=1| 216 180 24 180 600 Y=1 | 216 180 80 24 500
W=0 80 24 80 216 400 Y=0 24 180 80 216 500
z 296 204 104 396 (1000 X 240 360 160 240 |1000
Bedingte relative Haufigkeiten: Bedingte relative Haufigkeiten:
Y=1 Y=0 w=1 W=0
X=1 X=0 | X=1 X=0 > X=1 X=0 | X=1 X=0 >
W=1 | .730 .882 | .231 .455 .60 Y=1 90 .50 50 .10 .50
W=0 | .270 .118 | .769 .345 .40 Y=0 10 .50 .50 .90 .50
n (296) (204) | (104) (396) | (1000) n (240) (360) | (160) (240) | (1000)
Oyxw=n?0 = —15.3  dyx=0% = —22.4 dys=p% = 40.0 dyxy=0% = 40.0
Dyywopy = —0.185  Dyyy=) = —0.185 Dyyqwog) = 0414 Dyyyog) = 0.447

Auf der rechten Seite ist die korrekte Kausalstruktur, auf der linken Seite die unzutreffende
Kausalstruktur abgebildet. Wird bei der Zusammenhangsanalyse eine unzutreffende Kausal-
struktur angenommen, spricht man von einer Fehlspezifikation.




Kausalanalysen

Als Folge der Fehlspezifikation ergibt sich der falsche Eindruck, das X und Y mit einem
Interaktionseffekt W beeinflussen. Die empirischen Daten weisen nicht darauf hin, dass die
bei der Fehlspezifikation geschatzten Beziehungen Artefakte sind und die Realitét (d.h. hier
der wahre datengenerierende Prozess) nicht korrekt erfassen.

e Die Datenkonstellation ist auch nicht immer eindeutig. So ist zwar sehr oft zu beobachten,
dass bei Drittvariablenkontrolle die Hohe der bivariaten Zusammenhange abnimmt. Aller-
dings verschwinden Effekte nur selten vollkommen, wie das im Idealfall der Scheinkausalitét
oder der Interpretation der Fall sein sollte.

Dann ist die Datenkonstellationen nicht so klar, dass eindeutig eine der oben dargestellten
Konstellationen sichtbar ist. Betrachtet man etwa die Daten des Eingangsbeispiels, lassen die
Daten den Schluss zu, dass zwischen Telefonbesitz und Rigiditét bei der Bewertung von
Schwangerschaftsabbriichen Scheinkausalitat (oder Interpretation durch die Region) vorliegt,
weil bei Kontrolle durch die Region der Zusammenhang nicht besteht. Da der verbleibende
(sehr geringe) Zusammenhang ein anderes Vorzeichen aufweist, konnen die Daten auch als
Beispiel fur eine Verzerrung dienen. Und da sich die konditionalen Zusammenhange mit
Werten von —4.3 und —0.8 unterscheiden, kdnnte man auch von einem Interaktionseffekt
ausgehen.

Kausalanalysen

Alte Bundesldnder Neue Bundesléander Insgesamt
Abtreibung, wenn Telefonanschluss?  Telefonanschluss? Telefonanschluss
die Frau es will, ... ja nein ja nein ja nein
... sollte verboten sein  58.5%  62.8% 28.9%  29.7% 54.7%  33.0%
... sollte erlaubt sein 41.5%  37.2% 71.1%  70.3% 453%  67.0%

(2026) (78) (305) (704) (2331) (782)
(Quelle: ALLBUS 1992) dyx% =-4.3 dyx% =-0.8 dyx% = +21.7

Eine gewisse Hilfestellung bieten hier statistische Tests. Mit ihrer Hilfe kdnnen und missen auch

in multivariaten Datenanalysen beobachtete statistische Zusammenhange abgesichert werden.
So ergeben im Beispiel die Pearsons Chiquadrat-Statistiken, dass in den beiden Partial-
tabellen keine signifikanten Zusammenhange bestehen: In den alten Bundeslandern betragt
die Teststatistik 0.58, in den neuen Bundeslandern 0.07. Bei jeweils df=1 Freiheitsgrad ist
der kritische Wert bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% 3.84. Da die Teststatistiken
kleiner sind, kénnen die Nullhypothesen, dass es in den Partialtabellen keinen Zusammen-
hang gibt, nicht ausgeschlossen werden.

Abtreibung | Telefon? Telefon?

erlaubt? ja__nein | Summe ja__ nein | Summe

verboten 1185 49 | 1234 88 209 297

erlaubt 841 29 870 217 495 712

Summe 2026 78 | 2104 305 704 | 1009
x?=0.58 x?=0.07




Kausalanalysen

Die Interpretation von Datenanalysen kommt vor allem nicht ohne theoretischer Uberlegungen
aus. So ist es im Beispiel des Telefonbesitzes und der Haltung zu Schwangerschaftsabbriichen
zwar offensichtlich, dass der Telefonbesitz nicht die Einstellung zu Abtreibungen kausal beein-
flusst. In anderen Situationen mag man aber eher aus einem beobachteten Zusammenhang (einer
Korrelation) auf die Existenz einer kausalen Beziehung schlieRen.

Bei der Beurteilung von Zusammenhangen muss neben der Kontrolle durch geeignete statisti-
sche Tests und der Berticksichtigung des Untersuchungsdesigns insbesondere auch die Bedeu-
tung der Variablen bzw. die Operationalisierung der Konstrukte bedacht werden.
So kann im Allbus-Beispiel auch das Erhebungsgebiet keinen kausalen Einfluss auf die
Haltung zu Schwangerschaftsabbriichen haben. Das Erhebungsgebiet kann jedoch als
Indikator fiir Sozialisationsbedingungen in der ehemaligen DDR interpretiert werden. In
der DDR galt ein liberaleres Abtreibungsrecht, das in der Bevolkerung akzeptiert war.
Zudem war der Einfluss der Kirchen geringer, da der Anteil der Mitglieder geringer war.
Es ist daher damit zu rechnen, dass Personen, die in der DDR aufgewachsen sind, eine
liberalere Einstellung haben als Personen aus den alten Bundeslandern.
Maoglicherweise wirkt sich dies auch auf Personen auf, die nach der Auflésung der DDR
in die neuen Bundeslander zogen und etwa tber Gesprache Einstellungen der bereits zu
DDR-Zeiten dort lebenden Personen ibernehmen.
Bei solchen theoretischen Uberlegungen ist unbedingt zu unterscheiden, was reine ad-hoc-
Vermutung ist und was empirisch abgesichert ist bzw. empirisch abzusichern ist. So kann etwa
durch aktuellere Daten gepruft werden, ob es auf dem Gebiet der DDR noch heute andere
Haltungen zu Schwangerschaftsabbriichen gibt als in den alten L&ndern.

Kausalanalysen

1992 2006
Abtreibung, wenn Erhebungsgebiet
die Frau es will, ... West Ost West Ost
... sollte verboten sein  58.7%  29.4% 65.2%  37.8%
... Sollte erlaubt sein 41.3% 70.6%  34.8% 62.2%
(2104) (1009) (2148) (1086)
(Quelle: ALLBUS 1992&2006)  dy% = 29.3 dyx% = 27.4

Tatsachlich zeigt der Vergleich der Daten des Allbus 1992 mit denen des Allbus 2006, dass
weiterhin eine grolRe Ost-West-Differenz bei der Beurteilung von Schwangerschaftsabbriichen
zu beobachten ist. Die Prozentsatzdifferenz ist nur ganz geringfligig gesunken. Dies spricht da-
fir, dass sich zumindest bei der Bewertung von Schwangerschaftsabbriichen bestehende Vorstel-
lungen aus der DDR bis 2006 erhalten habe,

Auffallig ist, dass 2006 in Ost wie West ein etwas hoherer Anteil von Personen fiir ein Verbot
sind als 2002. Insgesamt hat also die Ridigitat in dieser Frage zugenommen und zwar etwa
genau stark bei Personen aus dem Gebiet der ehemaligen DDR wie bei Personen aus den alten
Landern.

Da 2006 alle Befragten tber ein Telefon verfiigten, kann nicht mehr wie 1992 der Frage nach-
gegangen werden, ob sich Telefonbesitzer und Personen ohne Telefon in ihrer Einstellung un-
terscheiden.




Auswahl des Analysemodells

Generierte Daten:

Bedingte relative Haufigkeiten:

W=1 W=0 w=1 W=0
X=1 X=0 | X=1 X=0 2 X=1 X=0 | X=1 X=0 2
Y=11252 90| 63 105 | 510 Y=1 | 72 60| .42 .30 | .51
Y=0 | 98 60 | 87 245 | 490 Y=0 | 28 .40 | 58 .70 | .49
by 350 150 | 150 350 [1000 n (350) (150) | (150) (350) | (1000)
o= 1714 o= 1.690 dYX(W:l)%Z].Z.O dYX(W:O)%:]-Z-O

Gerade bei Priifung von Vermutungen tber kausale Zusammenhange kann auch das Analyse-
modell Gber das Ergebnis entscheiden.
So konnen die beispielhaften Datenkonstellationen auch mittel multiplikativer Zusammenhangs-
malie analysiert werden. Solange statistische Unabhangigkeit in den (Partial-) Tabellen besteht,
unterscheiden sich die Ergebnisse nicht. Unterschiede kann es jedoch geben, wenn Zusammen-
hénge auftreten.
So zeigt sich bei der Datenkonstellation 4), bei der X und W additiv auf Y wirken und die beiden
erklarenden Variablen einen positiven Zusammenhang aufweisen, dass bei Drittvariablenkon-
trolle die konditionalen Prozentsatzdifferenzen gleich grof? sind. Werden stattdessen die multi-
plikativen Odd-Ratios als Zusammenhangsmalie berechnet, dann ist das Odds-Ratio mit 1.714 in
der linken Partialtabelle (W=1) etwas groler als das Odds-Ratio in der rechten Partialtabelle

(W=0) mit 1.690.

Auswahl des Analysemodells

Generierte Daten: Bedingte relative Haufigkeiten:
WS R w=1 W=0
X=1 X=0 | X=1 X=0 | > X=1 X=0 | X=1 X=0 >
Y=1 | 252 90 63 105 | 510 Y=1| .72 60| .42 .30 51
Y=0 98 60 87 245 | 490 Y=0 | .28 .40 | .58 .70 49
x 350 150 | 150 350 |1000 n (350) (150) | (150) (350) | (1000)
o= 1714  a= 1.690 Ay =120 dyy=0%=12.0

Dyyw=1) = 0.118 Dy =0 = 0.116

Im Beispiel ist die Differenz gering, bei anderen Datenlagen kann es aber durchaus vorkommen,
dass das multiplikative Modell einen deutlichen Interaktionseffekt aufweist, das additive Modell
dagegen nicht.

Héaufiger dirfte der umgekehrte Fall auftreten. So zeigt die unten wiedergegebene Datenkon-
stellation, dass in den beiden Partialtabellen das Odds-Ratio jeweils a=2 ist, sich die Prozent-
satzdifferenzen dagegen mit dyy w=1y% = 7.6 und dyy =% = 16.7 deutlich unterscheiden.

Generierte Daten: Bedingte relative Haufigkeiten:
w=1 W=0 w=1 W=0
X=1 X=0 | X=1 X=0 | > X=1 X=0 | X=1 X=0 >
Y=l ] 200 250 | 160 120 | 730 Y=1 | 571 .833 | .667 .500 73
¥=0 | 20 S0 | 80 120 | 270 Y=0 | .429 .167 | .333 .500 27
> 220 300 240 240 |1000 n (350) (150) | (150) (350) | (1000)
o= 2 o= 2 Ayxwep%0=7-6  Oyxooo)%0=16.7

Dyyw=1) = 0.110 Dyyy=g) = 0.169




Auswahl des Analysemodells

Tatséchlich wurden fiir das letzte Beispiel die Daten so generiert, dass X auf Y mit einem Odds-
Ratio von 2 und W auf Y mit einem Odds-Ratio von 5 wirkt. Nur wenn die Daten additiv mit
Prozentsatzdifferenzen analysiert werden, zeigt sich ein Interaktionseffekt.

In der Realitét ist der ,,wahre* Kausalmechanismus des datengenerierenden Prozesses nicht
bekannt. Wenn sich eine Datenkonstellation mit zwei Analysemodellen gleich gut erfassen lasst,
wird dann oft das Modell genommen, das ,,sparsamer* ist, was in der Statistik bedeutet, dass es
durch weniger Parameter beschrieben werden kann.
So ist im letzten Beispiel das multiplikative Modell sparsamer, da es ohne Interaktionseffekt
auskommt, wahrend das additive Model einen zusatzlichen Interaktionseffekt bendtigt. Um-
gekehrt war es im anderen Beispiel, wo nur additive Modell ohne Interaktionseffekt aus-
kommt.

Letztlich h&ngt auch die Auswahl eines Analysmodells neben rein praktischen Gesichtspunkten
wie die Verfuigbarkeit und leichte Anwendbarkeit von den theoretischen Erwartungen ab, die ein
Sozialforscher tiber den zu untersuchenden Ausschnitt aus der Realitat hat.

Wenn sich zeigt, dass die Erwartungen falsch sind, kann es moglicherweise auch sinnvoll sein,
auf ein Analysemodell anzuwenden, dass angemessener erscheint.




Lerneinheit 3: Die generelle Logik der Chiquadrat-Tests

Mitglied in Religionsgemeinschaft?

Schwangerschaftsabbruch nein ja insgesamt

... sollte erlaubt sein 0.2140 ( 689) 0.2262 (728) 0.4402 (1417)
... sollte verboten sein 0.1289 (415) 0.4309 (1387) 0.5598 (1802)
insgesamt 0.3429 (1104) 0.6570 (2115) 1.0000 (3219)

Sowohl Pearsons Chiquadrat-Test wie auch der LR-Test prufen die Nullhypothese, dass die
Auftretenswahrscheinlichkeiten von Zeilen- und Spaltenvariable in den Zellen einer bivariaten
Kreuztabelle gleich dem Produkt der Auftretenswahrscheinlichkeiten der Randverteilungen
sind: Hy: mj; = m;, - 7 VS, Hy! my; # mg, - ;.
Werden Null- und Alternativhypothese verglichen, kann die Nullhypothese auch als eine
Restriktion tber die Auftretenswahrscheinlichkeiten in einer Kreuztabelle aufgefasst werden.
Die Alternativhypothese beinhaltet dagegen keine Restriktionen tber die Wahrscheinlichkei-
ten. Bei dieser Sichtweise kann man auch davon ausgehen, dass zwei statistische Modelle
gegeneinander getestet werden:

e das restriktives Modell der Nullhypothese,

e und das weniger restriktive oder liberale Modell der Alternativhypothese.

Hinweis:
Formal stimmt diese Sicht nicht ganz mit der Hypothesenformulierung nach dem Neyman-

Pearsons-Test Uberein, da das liberale Modell (H,) ja gerade die Wahrscheinlichkeiten des
restriktiven Modells (H,) ausschlief3t.
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Die generelle Logik der Chiquadrat-Tests

Ahnlich wie bei der Idee der proportionalen Fehlerreduktion bei asymmetrischen Zusammen-
hangsmalen kann bei der Unterscheidung zwischen einem liberalen und einem restriktiven
Modell gepriift werden, welches Modell besser mit den empirischen Daten einer Stichprobe
vereinbar ist.

Tatsachlich sind sowohl Pearsons Chiquadrat-Teststatistik als auch die LR-Teststatistik so
aufgebaut, dass Differenzen bzw. Quotienten zwischen den unter der Nullhypothese und der
Alternativhypothese berechneten geschatzten Wahrscheinlichkeiten bzw. Populationsanteilen in
die Berechnung einfliel3en.

Unter der Alternativhypothese des liberalen Modells gibt es keine Restriktionen fir die beob-
achteten Haufigkeiten bzw. Anteile. Die geschatzten erwarteten Haufigkeiten e;; bzw. Popu-
lationsanteile sind dann gleich den beobachteten Haufigkeiten und Anteilen:

e,|H, =% |H, =n, und &, |H, = p,

Entsprechend gilt dann fir die geschéatzten erwarteten Haufigkeiten bzw. Anteile:

N n.-n..
_ i+ +]j ~ _
eij|H0—kij|H0_ n und nij|H0_pi+'p+j

Die Teststatistiken sind Funktionen dieser geschétzten Haufigkeiten bzw. Anteile.
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Die generelle Logik der Chiquadrat-Tests

Mitglied in Religionsgemeinschaft?

Schwangerschaftsabbruch nein ja insgesamt
... sollte erlaubt sein 0.2140 ( 689) 0.2262 (728) 0.4402 (1417)
... sollte verboten sein 0.1289 (415) 0.4309 (1387) 0.5598 (1802)
insgesamt 0.3429 (1104) 0.6570 (2115) 1.0000 (3219)
CRT ST
I3 i n L J e..|H —e._|H I3 ﬁ;..|H —ﬁ:.|H
2 ij 1 ij 0 ij 0 i 1
X = = = - —
;; r]i+'n+j ;; eij|H0 ;; ni|H1
n
1] n. L3 e. |H J T |H
L2=2 n.-n L 1=2 n.-In| 2—2|=2 n.-In| 2
§; ! nH’ n+j ;; ! eij|Hl 2; ! nlj|H1
n

Wenn die Teststatistiken zu keinem signifikanten Ergebnis fihren, kann dies so interpretiert
werden, dass sich das restriktive Modell nicht signifikant vom liberalen Modell unterscheidet.
Bei einem signifikanten Ergebnis ist das restriktive Modell dagegen signifikant schlechter mit
empirischen Daten vereinbar als das liberale Modell.
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Die generelle Logik der Chiquadrat-Tests

Mitglied in Religionsgemeinschaft?

Schwangerschaftsabbruch nein ja insgesamt

... sollte erlaubt sein 0.2140 ( 689) 0.2262 (728) 0.4402 (1417)
.. sollte verboten sein 0.1289 (415) 0.4309 (1387) 0.5598 (1802)
insgesamt 0.3429 (1104) 0.6570 (2115) 1.0000 (3219)

Wenn das restriktive Modell zutrifft, sind beide Teststatistiken zentral chiquadrat-verteilt, wenn
das liberale Modell zutrifft, sind beide Teststatistiken nichtzentral chiquadrat-verteilt, wobei
der Wert des Nichtzentralitatsparameters eine Funktion der Unterschiede zwischen den Wahr-
scheinlichkeiten bzw. Populationsanteilen des restriktiven und des liberalen Modells sind.
Die Freiheitsgrade der Teststatistik kdnnen aus den Differenzen der Parameter berechnet
werden, die im liberalen bzw. restriktiven Modell geschétzt werden.
Werden die erwarteten Haufigkeiten geschétzt, sind diese im liberalen Modell der H,
gleich der Anzahl der Tabellenzellen, im Beispiel also 4. Im restriktiven Modell der H,
berechnen sie sich aus den Randverteilungen, wobei neben der Gesamtfallzahl n nur
jeweils eine Haufigkeit zu schatzen ist, da die komplementéare Haufigkeit die Differenz
von der Fallzahl ist: n,, =n — n;, und n,, = n —n,,. Im Beispiel werden fiir das restrik-
tive Modell somit 3 Parameter geschatzt. Die Chiquadratverteilung hat daher df=4-3=
1 Freiheitsgrad.
Die gleiche Zahl ergibt sich bei Berechnung Uber die zu schatzenden relativen Haufig-
keiten. Da die Tabelle 4 Zellen hat und sich Anteile zu 1 summieren, missen im liberalen
Modell 3 Anteile geschatzt werden und im restriktiven Modell 2 Anteile in den beiden
Randverteilungen. Die Differenz ist wieder df=1.
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Die generelle Logik der Chiquadrat-Tests

Mitglied in Religionsgemeinschaft?

Schwangerschaftsabbruch nein ja insgesamt

... sollte erlaubt sein 0.2140 ( 689) 0.2262 (728) 0.4402 (1417)
... sollte verboten sein 0.1289 (415) 0.4309 (1387) 0.5598 (1802)
insgesamt 0.3429 (1104) 0.6570 (2115) 1.0000 (3219)

Fur die Beispieldaten der Vierfeldertabelle berechnen sich die Teststatistiken als:

2 2 2
59 1417-1104 Jog. 1417-2115 415 1802:1104
- 3219 3219 3219
X = 14171104 14172115 1802-1104
3219 3219 3219
2
(1387"182§Li;04)
T 1802.1104 =230.6
2115
B:=2~6894n(2Eﬁ9j+7284n(22§2J+4154n(£g§9j+13874n(£§99j
1510 2892 1920 3679
-231.2

Bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% und df=1 Freiheitsgrad sind beide Teststatistiken
grofer als das 95%-Quantil der Chiquadratverteilung , das 3.84 betrégt.
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Die generelle Logik der Chiquadrat-Tests

Mitglied in Religionsgemeinschaft?

Schwangerschaftsabbruch nein ja insgesamt

... sollte erlaubt sein 0.2140 ( 689) 0.2262 (728) 0.4402 (1417)
.. sollte verboten sein 0.1289 (415) 0.4309 (1387) 0.5598 (1802)
insgesamt 0.3429 (1104) 0.6570 (2115) 1.0000 (3219)

Diese Logik der beiden Chiquadrattests kann ganz generell fir beliebige Hypothesentests an-
gewendet werden, solange die Nullhypothese jeweils einem restriktiven Modell zugeordnet
werden kann und die Alternativhypothese einem liberalen Modell ohne Restriktionen.

Als ein weiteres Beispiel kann so z.B. die Hypothese gepruft werden, dass die Populations-
anteile in allen vier Tabellenzellen gleich grof3 und damit gleich 1/4 sind:
Ho: mjj = 0.25 Hy: my; # 0.25.

Die Teststatistiken berechnen sich bei dieser Nullhypothese folgendermalien:
(2140 -.25)° , (2262 25)° , (1289 25)° , (4309 25)°
25 25 .25 .25

=2 (689 . In('zigoj +728- In('zggzj +415.- In('lzggj +1387- In(%n =600.5

Die Teststatistiken unterscheiden sich in ihren Absolutwerten, relativ als Quotient sind die
Werte aber nicht sehr unterschiedlich: 634.2/600.5 = 1.056
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Die generelle Logik der Chiquadrat-Tests

Mitglied in Religionsgemeinschaft?

Schwangerschaftsabbruch nein ja insgesamt

... sollte erlaubt sein 0.2140 ( 689) 0.2262 (728) 0.4402 (1417)
... sollte verboten sein 0.1289 (415) 0.4309 (1387) 0.5598 (1802)
insgesamt 0.3429 (1104) 0.6570 (2115) 1.0000 (3219)

Unter der Nullhypothese wird kein Populationsanteil geschétzt, unter der Alternativhypothese
werden wie beim Test auf statistische Unabhé&ngigkeit drei Anteile geschétzt. Also betragt die
Zahl der Freiheitsgrade df = 3—-0 = 3. Bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% betréagt der
kritische Wert dann 7.815.

Da beide Teststatistiken jeweils sehr viel groRer sind, muss die Nullhypothese verworfen wer-
den. Es kann nicht davon ausgegangen werden, dass die Populationsanteile in den vier Zellen
gleich sind.

Hierarchische Testung bei LR-Tests

Die Teststatistik des LR-Test gilt fur die Aufsummierung Uber alle Zellen einer beliebig dimen-
sionalen Tabelle. In den folgenden Beispielen wird daher nur ein Index i verwendet, der bei
einer bivariaten Kreuztabelle fur die Kombination aus Zeilen- und Spaltenindex steht, bei mehr-
dimensionalen Tabellen fur entsprechend mehr Indizes.
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Hierarchische Testung bei LR-Tests

Die Alternativhypothese beinhaltet keine Restriktionen ber die Zellenhdufigkeiten, so dass die
absoluten bzw. relativen Haufigkeiten unter der Alternativhypothese immer gleich den beob-
achteten absoluten oder relativen Haufigkeiten in den Tabellenzellen sind.

Der LR-Test erlaubt jedoch auch einen Test einer sehr restriktiven Nullhypothese gegen eine
weniger restriktive Alternativhypothese.

So ist etwa im obigen Beispiel die Hypothese, dass alle vier relativen Haufigkeiten gleich grof3
sind, eine restriktivere Annahme als die, dass sie sich aus dem Produkt der Randverteilungen
ergeben, wie das die Nullhypothese im Tests auf statistische Unabh&ngigkeit postuliert.

Der LR-Test erlaubt nun, die starkere Restriktion gegen die weniger starke zu testen, wenn die
starkere Restriktion als Spezialfall der weniger starken aufzufassen ist.
Das ist hier der Fall, da das Modell der Gleichverteilung als Spezialfall der statistischen
Unabhéangigkeit formuliert werden kann:

Ho: mj; = mom,; und my.= m,; = 0.5 vs. Hy: my; = mm, und m 0.5 oder m,; = 0.5.

In der Statistik spricht man davon, dass zwei statistische Modelle hierarchisch ineinander
geschachtelt (engl. nested) sind, wenn das restriktivere Modell zusétzliche Restriktionen gegen-
uber dem weniger restriktiven (Alternativ-) Modell behauptet.

Wenn die Modell mit H, und H, korrespondieren, erlaubt die LR-Teststatistik die Priifung des
restriktiven Modells unter H, gegen das weniger restriktive Alternativmodell unter H,,.
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Hierarchische Testung bei LR-Tests

Mitglied in Religionsgemeinschaft?

Schwangerschaftsabbruch nein ja insgesamt

... sollte erlaubt sein 0.2140 ( 689) 0.2262 (728) 0.4402 (1417)
... sollte verboten sein 0.1289 (415) 0.4309 (1387) 0.5598 (1802)
insgesamt 0.3429 (1104) 0.6570 (2115) 1.0000 (3219)

Fur die generelle Teststatistik des LR-Tests werden neben den beobachteten Haufigkeiten so-
wohl die erwarteten Haufigkeiten unter der Nullhypothese wie der Alternativhypothese ben6-

tigt:

=2 o] He)-2 T 20

Die erwarteten Haufigkeiten unter dem restriktiven Hy-Modell sind im Beispiel stets e;|H, =
804.75 = 3219.0.25, die unter dem weniger restriktiven H;-Modell sind die bei statistischer

Unabhangigkeit erwarteten Haufigkeiten: e;[H,;

= n;,-n,/n. Einsetzen der Werte in die

allgemeine Formel und Aufsummieren (ber die 4 Tabellenzellen ergibt den Wert 2 = 370.5

Abtreibung Religionsg. ny eglH; L L2-Anteil
ja nein 689 485.979 804.75 —693.743
ja ja 728 931.102 804.75 212.339
nein nein 415 618.021 804.75 —219.128
nein ja 1387  1183.979 804.75 1071.054
SUMME: 3219 3219.0812 3219 370.522
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Mitglied in Religionsgemeinschaft?
Schwangerschaftsabbruch nein ja insgesamt
... sollte erlaubt sein 0.2140 ( 689) 0.2262 (728) 0.4402 (1417)
.. sollte verboten sein 0.1289 (415) 0.4309 (1387) 0.5598 (1802)
insgesamt 0.3429 (1104) 0.6570 (2115) 1.0000 (3219)

Wenn die Nullhypothese zutrifft, ist die Teststatistik chiquadrat-verteilt, wenn die Alternativ-
hypothese zutrifft, ist die Teststatistik nichtzentral chiquadrat-verteilt. Die Zahl der Freiheits-
grade ergibt sich wieder aus der Differenz der zu schatzenden Parameter. Fir die Schéatzung der
erwarteten Haufigkeiten im weniger restriktiven Modell der Alternativhypothese H; missen
zwei Populationsanteile fir die Randverteilungen geschétzt werden, flr die erwarteten Haufig-
keiten im restriktiven Modell der Nullhypothese H, gar keine Populationsanteile. Die Zahl der
Freiheitsgrade im Test von H, vs. H, betragt hier also df =2—-0 = 2.

Bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% wird die Nullhypothese abgelehnt, wenn die Test-
statistik grof3er ist als das 95%-Quantil der Chiquadrat-Verteilung mit df=2Freiheitsgrad, also
groRer ist als 5.99. Dies ist hier der Fall. Es ist eher davon auszugehen, dass die beiden Varia-
blen statistisch unabh&ngig voneinander sind als dass die Populationsanteile in allen vier Tabel-

lenzellen gleich groR sind.

Hierarchische Chiquadrat-Tests haben die Eigenschaft, dass sich die Teststatistiken aufsummie-
ren, was die Berechnung der Teststatistiken erleichtern kann.
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Hierarchische Testung bei LR-Tests

Mitglied in Religionsgemeinschaft?

Schwangerschaftsabbruch nein ja insgesamt

... sollte erlaubt sein 0.2140 ( 689) 0.2262 (728) 0.4402 (1417)
... sollte verboten sein 0.1289 (415) 0.4309 (1387) 0.5598 (1802)
insgesamt 0.3429 (1104) 0.6570 (2115) 1.0000 (3219)

So ergab der Test auf Unabhangigkeit der beiden Variablen eine LR-Statistik von 231.2 bei df
= 1 Freiheitsgrad. Der Test auf Gleichverteilung in allen vier Zellen ergab eine Teststatistik
von 600. 5 bei df = 3 Freiheitsgraden. Die Differenz ist 600.5 — 231.2 = 369.3 bei df =3-1=2
Freiheitsgraden. Bis auf Rundungsfehler ist das genau der Wert der gerade berechnet wurde.
Tatsachlich folgt dies aus der allgemeinen Formel fiir die LR-Statistik:

e E B

{|Hq e,|H, e,|H,

Es stellt sich die Frage, warum eine starker restriktivere (Null-) Hypothese gegen eine weniger

starke (Alternativ-) Hypothese getestet werden sollte.

Dies liegt an der Teststarke der beiden Tests:

» Der LR-Test einer strengen gegen eine weniger strenge Hypothese hat eine grofiere Trenn-
scharfe als der LR-Test der strengen Hypothese gegen die Alternative, dass gar keine Restrik-
tionen formuliert werden.
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Hierarchische Testung bei LR-Tests

« Allerdings setzt der hierarchische Test streng genommen voraus, dass zumindest die weniger
strenge Hypothese zutrifft. Im Beispiel wurde aber auch die weniger strenge Hypothese ab-
gelehnt.

Es hat sich jedoch herausgestellt, dass der hierarchische LR-Test i.a. recht robust gegentiber
der Annahme der Gultigkeit der Alternativhypothese ist. Der Test fiihrt also auch dann oft zu
richtigen Ergebnissen beziiglich der Nullhypothese, wenn die Alternativhypothese nicht zu-
trifft. Eine falsche Nullhypothese wird also auch dann meistens korrekt abgelehnt, wenn
bereits die Alternativhypothese falsch ist.

Die Mdglichkeit des hierarchischen Testens hat dazu gefiihrt, dass der LR-Test in der Statistik
eine sehr grofl3e Bedeutung spielt.

Pearsons Chiquadrat-Statistik weist diese Eigenschaft nicht aus. Zwar kann auch mit Pearsons
Chiquadrat-Statistik ein beliebig strenges H,-Modell getestet werden. Das liberale H,-Modell
besagt aber stets, dass gar keine Restriktionen vorliegen.

Aufgrund der Aquivalenz der beiden Tests bei einer Alternativhypothese ohne jegliche Restrik-
tionen stellt sich allerdings oft das gleiche Ergebnis ein, wenn Differenzen von Pearsons Chi-
quadrat-Statistiken zur hierarchischen Testung genutzt wird.

Die Annaherung von Pearsons Teststatistik an die Chiquadrat-Verteilung erfolgt schneller als
die Annaherung beim LR-Test. Pearsons Chiquadrat-Test ist daher bei Alternativhypothesen,
die gar keine Restriktionen postulieren meist vertrauenswiirdiger.
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Hypothesenprifung in trivariaten Kreuztabellen

Die Logik des Chiquadrat-Tests kann auch fir Tests von Hypothesen in trivariaten Tabellen an-
gewendet werden. Solche Test kdnnen insbesondere genutzt werden, um Hypothesen tber kau-
sale Zusammenhange zu prifen:

* Flhrt der Test auf Unabhéngigkeit aller drei Variablen zu keinem signifikanten Ergebnis,
dann ist davon auszugehen, dass es auch keine kausale Beziehung zwischen den drei Varia-
blen gibt. Allerdings ist die Mdglichkeit einer scheinbaren Nichtbeziehung nicht ganz ausge-
schlossen, die durch indirekte, korrelierte oder Interaktionseffekte mit nicht gemessenen wei-
teren Variablen hervorgerufen wird.

 Besteht kein signifikanter Zusammenhang mit der Kontrollvariable, dann ist es vermutlich
ausgeschlossen, dass die Kontrollvariable einen Interaktionseffekt, einen direkten oder einen
indirekten Effekt auf die abhangige Variable hat, so dass eine bivariate Analyse der verblei-
benden Variablen hinreichend ist.

» Um Scheinkausalitat oder einen indirekten Effekt zu priifen, muss die gemeinsame Erkl&-
rungsgroRe oder die intervenierende Variable als Kontrollvariable fungieren. Gibt es dann
keine konditionalen Effekte, liegt vermutlich Scheinkausalitit bzw. ein indirekter Effekt vor.

* Bei additiven Effekten ergeben sich bei Kontrolle durch die Drittvariable in den Partialtabel-
len etwa gleich starke Effekte. Dies gilt auch, wenn erkl&rende Variable und Drittvariable
vertauscht werden.

» Dem gegenduber liegt ein Interaktionseffekt vor, wenn sich die konditionalen Effekte in den
Partialtabellen stark (und signifikant) unterscheiden.

I Zu beachten ist, dass Fehlspezifikationen bei allen Test zu falschen Schlussfolgerungen
fihren konnen.
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Test der statistischen Unabhangigkeit unter drei Variablen

Als Beispiel fir die Prifung der Unabhéngigkeit von drei Variablen werden aus den Daten des
Allbus 2006 die drei Variablen allgemeine Wirtschaftslage (AWL), eigene Wirtschaftslage
(EWL) und Erwerbstétigkeit mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit betrachtet.

Um nicht zu groRe Tabellen zu erhalten, sind die urspringlich jeweils flinf Auspragungen von
AWL und EWL zu den beiden Auspragungen gut (Code: 1) und nicht gut (2) zusammengefasst.
Als erwerbstétig bzw. erwerbssuchend (Code: 1) werden ganztags und halbtags erwerbstétige
Personen sowie Arbeitslose aufgefasst, als nicht erwerbstatig (2) die Ubrigen Befragten, solange
diese keine Nebenerwerbstatigkeit austiben.

Die Durchfuhrung des Tests auf statistische Unabhéngigkeit aller drei Variablen erfolgt nach
den Ublichen vier bzw. flinf Schritten.

Schritt 1: Formulierung von Null- und Alternativhypothese
Die Nullhypothese postuliert, dass alle drei Variablen statistisch unabhéngig voneinander sind.
Die gemeinsamen Populationsanteile in den Tabellenzellen sind dann gleich den Produkten der
entsprechenden Randanteile in der Population:
i = Thee " Tujo * Tauk firallei=1,2,...,1,j=1,2,...,.J und k=1,2,....K

Die Alternativhypothese behauptet keine Restriktionen uber die gemeinsamen Populationsan-
teile der inneren Tabellenzellen. Daraus folgt fiir das zu testende Hypothesenpaar:

Hy: Tk = Mo " T

"M, VEISUS Hy:my, # m,, - 1, « .,

oje

Vorlesung Statistik 3 L03-14




Prifung der statistischen Unabhangigkeit von drei Variablen

Schritt 2: Auswahl von Teststatistik und Kennwerteverteilung:
Als Teststatistik kommt sowohl Pearsons Chiquadratstatistik als auch die LR-Teststatistik in
Frage.

Fur die Anwendung des Tests werden Schéatzungen der Populationsanteile bzw. der erwarteten
absoluten Haufigkeiten unter der Annahme benétigt, dass die Nullhypothese zutrifft. In einfa-
chen Zufallsauswahlen sind die Randanteile p;,,, p.;, und p,, konsistente und erwartungstreue
Schétzer der entsprechenden Populationsanteile.

Aus ihnen kdnnen dann die bei Giltigkeit der Nullhypothese geschatzten Anteile bzw. erwar-

teten Haufigkeiten in den Zellen berechnet werden:
&ijk |HO = &i ) &J ’ &k = pioo : pcjo ’ pook
nojo nOOk ni” ' nojo ' nook

n.
= e, =N-p..-P.i. P =N- lee | . —
& e Tl sk n n n n?

Diese Statistiken kénnen dann in die allgemeine Formeln von Pearsons Chiquadrat-Statistik y?
bzw. der LR-Statistik L2 eingesetzt werden:

) ) [n ni.-'n.j.'n..k i
i [H, — 7 H,) L L& (P P P P) LSS
z:n, (ﬂ:|| i il"'o -n. K i k _
* Zul ni|H0 ;;kzl: pi..'p.j.'p..k ;;; ni"'nﬂ"' ook
n2
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Prifung der statistischen Unabhangigkeit von drei Variablen X, Y und Z
bzw.:
7 |H e,|H LK n.
L2=2-Y'n. -In 7}'| L1=2-Yn -In| 22X |=2. n. -In ik
R R g R A

n2
Wenn die Nullhypothese richtig ist, sind die beiden Teststatistiken asymptotisch chiquadrat-
verteilt, bei falscher Nullhypothese nichtzentral chiquadrat-verteilt.
Die Zahl der Freiheitsgrade ergibt sich aus der Differenz der aus den Daten zu schétzenden Po-
pulationsanteile. Die Tabelle hat insgesamt IxJxK Tabellenzellen. Bei Giiltigkeit der Alterna-
tivhypothese missen I-J-K-1 Anteile geschétzt werden, da die Summe aller Zellenanteile 1.0
sein muss. Bei Gliltigkeit der Nullhypothese miissen nur (I-1)+(J—1)+(K-1) univariate Rand-
wahrscheinlichkeiten geschatzt werden. Daraus folgt die Zahl der Freiheitsgrade als:

df =1-3-K-1-(1-1)-(3-1)~(K-1)=1-J- K- 1 -J-K +2

Schritt 3: Festlegung von Irrtumswahrscheinlichkeiten und kritischen Werten

Die Irrtumswahrscheinlichkeit ist mit 5% vorgegeben.

Da alle drei Variablen dichotomisiert sind, ergeben sich df = 2.2.2-2-2-2+2 = 4 Freiheitsgrade.
Da die nichtzentrale Chiquadrat-\Verteilung einen gréReren Erwartungswert hat als die zentrale
Chiquadrat-Verteilung wird die Nullhypothese bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% ab-
gelehnt, wenn die Teststatistik das 95%-Quantil der Chiquadrat-Verteilung mit df=4 Freiheits-
graden erreicht oder tiberschreitet.
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Prifung der statistischen Unabhangigkeit von drei Variablen X, Y und Z

Erwerbstatigkeit (2)
ja(zy) nein (z,)
Eigene Wirt- Allgemeine Wirtschaftsl.(X)  Allgemeine Wirtschafsl. (X) Randverteilungen
schaftslage () gut (x,) nicht gut (x,) gut (x,) nicht gut (x,) Y X Z
gut (y,) 64.8% (160) 33.7% ( 557) 73.1% (152) 40.5% (469) 1338 455 1898
nicht gut (y,) 35.2% ( 87) 66.3% (1094) 26.9% ( 56) 59.5% (688) 1925 2808 1365
(Quelle: Allbus 2006) 3263 3263 3263

Aus einer Chiquadrat-Tabelle ist zu entnehmen, dass der kritische Wert, d.h. das 95%-Quantil
der Chiquadrat-Verteilung mit df=4 Freieitsgraden 9.488 betragt.

Schritt 4: Berechnung der Teststatistik und Entscheidung
Fur die Berechnung werden die Randverteilung aller drei Variablen benétigt, die sich durch
Aufsummieren ber die entsprechenden Tabellenzellen ergeben.

Daraus werden dann die die bei giltiger Nullhypothese erwarteten Haufigkeiten berechnet:

N..-N..-N -455.
€iik =+2k bei i=1, j=1,k=1,z.B: e, = 1338 4551898 =108.52

n 32637

Aus den erwarteten und den beobachteten Haufigkeiten werden fir jede einzelne Zelle die
Chiquadrat-Anteile berechnet. Fir die erste Zelle ergeben sich:

2 2
n,,—e 160-108.52
2 ( 111 111) :( ) —24.42 Llel:2_nm,|n[nnlj:2.160.|n[—1;’86%2]:124.24

e 108.52 »

elll
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Prifung der statistischen Unabhangigkeit von drei Variablen X, Y und Z

Berechnung der Teststatistiken %2 und L? bei Hy: 1y = e, * e+ T

erwerbstdtig  AWL EWL Niik Biik x>-Anteil  L2-Anteil
ja gut gut 160 108.52 24.42 124.24
ja gut nicht gut 87 156.14 30.62 -101.76
ja nicht gut gut 557 669.75 18.98 -205.35
ja nicht gut nicht gut 1094 963.58 17.65 277.75
nein gut gut 152 78.05 70.07 202.63
nein gut nicht gut 56 112.29 28.22 -77.92
nein nicht gut gut 469 481.67 0.33 -25.00
nein nicht gut nicht gut 688 692.99 0.04 -9.94

Summe 3263 3262.99  190.33 184.65

~3263

Die Aufsummierung ergibt die Werte der Teststatistiken:

nln n.j. nook
2 2 o | Mik _T
=Y >y =190.33 L’ = Z

2 2
nijk
D> 2-ny-In =184.65
i=1 j=1 k=1 ni-- ’ ncjc ’ nook i=1 j=1 k=1 nioo : nojo ' nook
n? n?

Beide Teststatistiken sind deutlich groRer als der kritische Wer 9.488. Die Nullhypothese ist da-
her abzulehnen. Bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% kann davon ausgegangen werden,
dass die drei Variablen allgemeine und eigene Wirtschaftslage und Erwerbstatigkeit nicht sta-
tistisch unabhéngig voneinander sind.
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Prifung der statistischen Unabhangigkeit von drei Variablen X, Y und Z

Berechnung der Teststatistiken %2 und L? bei Hy: 1y = e, * e+ T

erwerbstdtig  AWL EWL Niik Ciik x>-Anteil  L2-Anteil
ja gut gut 160 108.52 24.42 124.24
ja gut nicht gut 87 156.14 30.62 -101.76
ja nicht gut gut 557 669.75 18.98 -205.35
ja nicht gut nicht gut 1094 963.58 17.65 277.75
nein gut gut 152 78.05 70.07 202.63
nein gut nicht gut 56 112.29 28.22 -77.92
nein nicht gut gut 469 481.67 0.33 -25.00
nein nicht gut nicht gut 688 692.99 0.04 -9.94

Summe 3263 3262.99  190.33 184.65

~3263

Schritt 5: Kontrolle der Anwendungsvoraussetzungen

Die Chiquadrat-Verteilungen sind nur asymptotisch giltig. Als Faustregel gilt, dass moglichst
alle erwarteten Haufigkeiten grof3er 5 oder aber mindest 80% der Zellen grofer 5 und alle Zel-
len eine erwartete Haufigkeit groRer 1 aufweisen.

Wie aus der Spalte e, der Tabelle zur Berechnung der Teststatistiken zu entnehmen ist, ist
diese Bedingung erfillt, da die kleinste erwartete Haufigkeit 78.05 > 5 ist.
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Prufung der statistischen Unabhangigkeit einer von zwei anderen Variablen

Der Test auf Unabhéngigkeit zeigt, dass vermutlich eine Abhangigkeit zwischen den drei
Varablen allgemeine und eigene wirtschaftliche Lage und Erwerbstatigkeit vorliegt.
Maglicherweise ist aber die Erwerbstatigkeit von den beiden anderen Variablen unabhéangig.
Dies kann wiederum mit einem Chiquadrat-Test gepruft werden.

Schritt 1: Formulierung von Null- und Alternativhypothese
Wenn in einer trivariaten Haufigkeitstabelle die Zeilen- und Spaltenvariable von der dritten
Variablen statistisch unabhangig sind, muss gelten:

i = Tijo * Touk furallei=1,2,...,1,j=1,2,...,J und k=1,2,....K

ije

Daraus ergibt sich folgendes Hypothesenpaar:

Ho: iy = g, - T, VErsus Hy:my, # my, -7,

Schritt 2: Auswahl von Teststatistik und Kennwerteverteilung:
Fur die Teststatistiken werden wiederum die bei gultiger Nullhypothese erwarteten Haufigkei-
ten benotigt. Diese berechnen sich wieder tiber die ensprechenden Anteile in der Randtabelle
der allgemeinen und eigenen Wirtschaftslage und der Randverteilung der Erwerbstatigkeit:
N, n n.,-n
— _ 1Je ook _ Ije eek
eijk_n'pijo'p-ok_n'T' .
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Prufung der statistischen Unabhangigkeit einer von zwei anderen Variablen

Fur die Berechnung kann die Ausgangstabelle so umsortiert werden, dass die Kombinationen
der Auspréagungen von allgemeiner und eigener Wirtschaftslage in den Spalten stehen und die
Auspragungen der Erwerbstatigkeit in den Zeilen:

Erwerbstatigkeit (W)
ja (wy) nein (w,)
Eigene Wirt- Allgemeine Wirtschaftsl.(X)  Allgemeine Wirtschafsl. (X)
schaftslage () gut (x,) nicht gut (x,) gut (x,) nicht gut (x,)
gut (y,) 64.8% (160) 33.7% ( 557) 73.1% (152) 40.5% (469)

nicht gut (y,) 35.2% ( 87) 66.3% (1094) 26.9% ( 56) 59.5% (688)
(Quelle: Allbus 2006)

U
Kombination von AWL und EWL

AWL gut gut nicht gut nicht gut

EWL gut nicht gut gut nicht gut

Erwerbstatigkeit Summe
ja 160 87 557 1094 1898

nein 152 56 469 688 1365

Summe 312 143 1026 1782 3263
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Prufung der statistischen Unabhangigkeit einer von zwei anderen Variablen

Kombination von AWL und EWL
AWL gut gut nicht gut nicht gut
EWL gut nicht gut gut nicht gut
Erwerbstatigkeit Summe
ja 160 87 557 1094 1898
nein 152 56 469 688 1365
Summe 312 143 1026 1782 3263

Die Berechnung der erwarteten Haufigkeiten entspricht dann formal der Berechnung bei der
Prufung der Unabhangigkeit in einer bivariaten Kreuztabelle, bei der die Zeilenvariable aus der
Kombination aller Auspragungen der ersten beiden Variablen der trivariaten Tabelle, hier also
aus AWL und EWL, gebildet wird. Die bei gultiger Nullhypothese chiquadrat-verteilten Test-
statistiken berechnen sich dann nach:

nk- no,lj
—1.|H )2 I 3 K (p.. — P - P.. )2 K 1, (nk,ij_nj
2=n' (p| TE,| 0 -n. ijk ij k _
x Z &i |Ho ;;; Pij - Pauk ;i,j—l My, - N,
n
~ H e |H K 1, n, ..
12=2 in[ Bl | o 5o [ &P DS g, | M
Zi:nl n(ﬁ:i|Hoj Zi:nl n(edHJ ;ij—l M1 Mo N
n
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Prufung der statistischen Unabhangigkeit einer von zwei anderen Variablen

Schritt 3: Festlegung von Irrtumswahrscheinlichkeiten und kritischen Werten

Wenn wieder von einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% ausgegangen wird, wird die Nullhy-
pothese abgelehnt, wenn die Teststatistiken groRer oder gleich dem 95%-Quantil einer Chiqua-
drat-Verteilung sind.

Die Freiheitsgrade ergeben sich aufgrund der formalen Gleichheit mit einem Test auf Unab-
héngigkeit von zwei Variablen nach df = (I-J-1)-(K-1) Freiheitsgraden. Da hier alle drei Va-
riablen dichotomisiert sind, ergeben sich df = (2:2-1)-(2-1) = 3 Freiheitsgrade.

Der kritische Wert betragt dann 7.815.

Schritt 4: Berechnung der Teststatistik und Entscheidung
Zur Berechnung der Teststatistik mussen zunéchst wieder aus den beobachteten Daten die bei
gultiger Nullhypothese erwarteten Haufigkeiten berechnet werden:

Bei Unabhéngigkeit erwartete Haufigkeiten (n=3263)

AWL gut gut nicht gut nicht gut
EWL gut nicht gut gut nicht gut
Erwerbstatigkeit (n=312) (n=143) (n=1026) (n=1782)
ja (n=1898) 181.48 83.18 596.80 1036.54
nein (n=1365) 130.52 59.82 429.20 745.46

Aus den erwarteten und den beobachteten Haufigkeiten werden sodann die Chiquadrat-Anteile
in den einzelnen Zellen berechnet. Die Aufsummierung ergibt wieder die Werte der Teststatisti-
ken.
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Prufung der statistischen Unabhangigkeit einer von zwei anderen Variablen
Berechnung der Teststatistiken %2 und L? bei Hy: my = . T
erwerbstdtig  AWL EWL Niik Biik x>-Anteil  L2-Anteil
ja gut gut 160 181.48 2.54 -40.31
ja gut nicht gut 87 83.18 0.18 7.81
ja nicht gut gut 557 596.80 2.65 -76.88
ja nicht gut nicht gut 1094 1036.54 3.19 118.05
nein gut gut 152 130.52 0.16 46.32
nein gut nicht gut 56 59.82 0.24 -7.39
nein nicht gut gut 469 429.20 3.69 83.18
nein nicht gut nicht gut 688 745.46 4.43 -110.37
Summe 3263 3263.00 20.88 20.41
[n..k _ M ”--k]
5 303 SHELERVEEPY SENTIL o o PN BTN ISR
x i1 o1 kel Mijo * Noak i ik Mije * Nuok
n n

Da die Teststatistiken Werte von 20.88 bzw. 20.41 haben und damit groRer als der kritische
Wert 7.815 sind, ist die Nullhypothese zu verwerfen.

Bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% sind die Erwerbstétigkeit und die bivariate Ver-
teilung der Einschétzung der allgemeinen und der eigenen Wirtschaftslage voneinander statis-
tisch abhéngig.
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Prufung der statistischen Unabhangigkeit einer von zwei anderen Variablen

Berechnung der Teststatistiken %2 und L? bei Hy: 1y = . T

erwerbstdtig  AWL EWL Niik Biik x>-Anteil  L2-Anteil
ja gut gut 160 181.48 2.54 -40.31
ja gut nicht gut 87 83.18 0.18 7.81
ja nicht gut gut 557 596.80 2.65 -76.88
ja nicht gut nicht gut 1094 1036.54 3.19 118.05
nein gut gut 152 130.52 0.16 46.32
nein gut nicht gut 56 59.82 0.24 -7.39
nein nicht gut gut 469 429.20 3.69 83.18
nein nicht gut nicht gut 688 745.46 4.43 -110.37

Summe 3263 3263.00 20.88 20.41

Die Chiquadrat-Anteile der einzelnen Zellen kénnen genutzt werden, um zu prifen, ob es in der
jeweiligen Zelle eine signifikante Abweichung der beobachteten und der erwarteten Haufig-
keiten gibt, da die Zahlen asymptotisch mit df=1 chiquadrat-verteilt sind. Obwohl nur die aller-
letzte Zelle mit einem Wert von 4.43 grolier als der kritische Wert 3.84 sind, zeigt sich, dass ins-
gesamt doch eine deutliche Abhangigkeit besteht.

Schritt 5: Kontrolle der Anwendungsvoraussetzungen
Da die Kkleinste erwartete Haufigkeite 59.82 > 5 ist, ist die asymptotische Anndherung an die
Chiquadratverteilung vermutlich hinreichend genau.
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Prufung der statistischen Unabhangigkeit einer von zwei anderen Variablen

Wenn alle drei Variablen statistisch unabh&ngig voneinander sind, dann miissen auch zwei
Variablen von der dritten statistisch unabhangig sein. Das Modell der Unabhangigkeit aller drei
Variablen ist daher ein Spezialfall des Modells der Unabhéngigkeit einer Variable von den
anderen beiden. Daher kann mit Hilfe des LR-Tests die Unabh&ngigkeit aller drei Variablen
gegen die Alternativhypothese der Unabhangigkeit einer Variablen von den anderen getestet
werden:

Ho! Tijk = T Tajs - T VETSUS Hyl Ty = Ty - T

Die Teststatistik ist die Differenz der LR-Statistiken der ersten beiden Tests, die Zahl der Frei-
heitsgrade ebenfalls gleich der Differenz:

Modell L2 df
M,: EWL, AWL und Erwerbstatigkeit sind unabhéngig 184.65 4
M,: Erwerbstétigkeit ist unabhangig von AWL u. EWL 20.41 3
Differenz (L2-Teststatistik) 164.24 1

Die Nullhypothese, dass das strengere Modell M,, nicht signifikant schlechter mit den Daten zu
vereinbaren ist als das weniger strenge Modell M; muss bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit
von 5% abgelehnt werden, da die Teststatistik viel grofer ist als der kritische Wert 3.84. der
gleich dem 95%-Quantil der Chiquadrat-Verteilung ist.
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Prufung der Beziehung in den Partialtabellen

Innerhalb jeder Partialtabelle lassen sich alle Tests fiir bivariate Kreuztabellen anwenden.

Die Testergebnisse gelten dann fur die Subpopulation, die durch die Auspragung der Kontroll-
variablen definiert ist.

Da die einzelnen Partialtabellen unabhangig voneinander sind, und die Summe von unabhangi-
gen Chiquadrat-Verteilungen wiederum chiquadrat-verteilt ist, kénnen bei Chiquadrat-Tests die
Werte der Teststatistiken und der Freiheitsgrade in den Partialtabellen aufsummiert werden und
ergeben dann einen Test Uber alle Partialtabellen. So kann mit Chiquadrat-Tests gepruft werden,
ob es bei Kontrolle einer Drittvariablen einen Zusammenhang zwischen zwei Variablen gibt.
Als Beispiel wird der konditionale Zusammenhang zwischen allgemeiner und eigener Wirt-
schaftslage bei Kontrolle der Erwerbstatigkeit getestet.

Schritt 1: Formulierung von Null- und Alternativhypothese
Das Hypothesenpaar behauptet innerhalb aller Partialtabellen einen statistischen Zusammen-
hang:

Hot g = Thagy * Ty VETSUS Hyt T # Tu gy * T

Formal wird dazu in jeder Partialtabelle der tGibliche Test auf statistische Unabhangigkeit durch-
gefihrt und anschlieRend die Summe der Teststatistiken berechnet.
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Prufung der Beziehung in den Partialtabellen

Schritt 2: Auswahl von Teststatistik und Kennwerteverteilung:
Die Teststatistik ist die Summe aus den Teststatistiken in den Partialtabellen:

(pi —T, |H0)2 K ! (pij(k) ~Piew p.j(k))
2 _ . = .
DY 7 H, o 2,

2
J
k=1 i=1 j=1 pi.(k) ) p.j(k)

2

n Mgy Meju

R A

P e Misgy “Mejoy
nook

—

e.|H K o N
12=2.-S'n -In| 22 =% 2. n. In i(k)
3" {ei“*oj R

nook

Wenn die Nullhypothese zutrifft und somit in allen Partialtabelle kein Zusammenhang zwi-
schen Spalten- und Zeilenvariable besteht, dann sind beide Teststatistiken chiquadrat-verteilt.
Gibt es in mindestens einer Partialtabelle einen Zusammenhang, dann sind die Teststatistiken
nichtzentral chiquadrat-verteilt.

Die Zahl der Freiheitsgrade ist gleich der Summe der Freiheitsgrade in den Partialtabellen:

df =K-(1-1)-(3-1)
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Prufung der Beziehung in den Partialtabellen

Schritt 3: Festlegung von Irrtumswahrscheinlichkeiten und kritischen Werten
Wenn von einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% ausgegangen wird, wird die Nullhypothese
abgelehnt, wenn die Teststatistiken grofier oder gleich dem 95%-Quantil einer Chiquadrat-Ver-
teilung sind. Da alle Variablen dichotomisiert sind, betragt die Zahl der Freiheitsgrade hier

df = 2.(2-1)-(2-1) = 2.

Aus der Tabelle mit Quantilen der Chiquadrat-Verteilung ist zu entnehmen, dass der kritische
Wert 5.99 betragt.

Schritt 4: Berechnung der Teststatistik und Entscheidung

Erwerbstatigkeit (W)
ja (wy) nein (w,)
Eigene Wirt- Allgemeine Wirtschaftsl.(X)  Allgemeine Wirtschafsl. (X)
schaftslage () gut (x,) nicht gut (x,) gut (x,) nicht gut (x,)
gut (y,) 64.8% (160) 33.7% ( 557) 73.1% (152) 40.5% (469)

nicht gut (y,) 35.2% ( 87) 66.3% (1094) 26.9% ( 56) 59.5% (688)
(Quelle: Allbus 2006)

) (160-1094 - 557 -87)° (152-688—469-56)°
72 =1898- +1365-
717-1181- 247 -1651 621-744-208-1157

=88.07 +75.29=163.36
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Prufung der Beziehung in den Partialtabellen

Erwerbstatigkeit (W)
ja (wy) nein (W)
Eigene Wirt- Allgemeine Wirtschaftsl.(X)  Allgemeine Wirtschafsl. (X)
schaftslage (YY) gut (x,) nicht gut (x,) gut (x,) nicht gut (x,)
gut (y,) 64.8% (160) 33.7% ( 557) 73.1% (152) 40.5% (469)

nichtgut(y,)  35.2% ( 87) 66.3% (1094) 26.9% ( 56) 59.5% (688)

(Quelle: Allbus 2006)
160-|n(160 J+557-In( 557 j+87 m[ 87 j+1094-|n( 1094 j
93.31 153.69 1027.31
+152-In( 152 )+469-In( 469 j+5e.m( 56 jmgam[ 688 j
94.63 526.37 113.37 630.63

623.69
=85.19+76.64=161.83

L*=2.

Da die Teststatistiken mit Werten von 163.36 bzw. 161.83 groRer sind als der kritische Wert
5.99, ist die Nullhypothese abzulehnen. Auch bei Kontrolle der Erwerbstatigkeit besteht zwi-
schen der allgemeinen und der eigenen Beurteilung der Wirtschaftslage ein Zusammenhang..

Schritt 5: Kontrolle der Anwendungsvoraussetzungen
Da die kleinste erwartete Haufigkeite 717-247/1898 = 93.31 > 5 ist, ist die asymptotische An-
néherung an die Chiquadratverteilung vermutlich hinreichend genau.
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Prufung der Beziehung in den Partialtabellen

Ganz analog kann auch der Zusammenhang zwischen der Erwerbstatigkeit und der eigenen
Wirtschaftslage bei Kontrolle der allgemeinen Wirtschaftslage geprift werden:

Allgemeine Wirtschaftslage (W)

gut (w,) nicht gut (w,)
Eigene Wirt- Erwerbstatigkeit (X) Erwerbstatigkeit (X)
schaftslage () ja (x,) nein (x,) ja (X) nein (x,)
gut (y,) 64.8% (160) 73.1% (152) 33.7% ( 557) 40.5% (469)

nicht gut (y,) 35.2% ( 87) 26.9% ( 56) 66.3% (1094) 59.5% (688)
(Quelle: Allbus 1996)

x?>=3.61+13.56 =17.17 und L? = 3.63 +13.51 = 17.14

Beide Teststatistiken sind groRer als der kritische Wert 5.99, so dass auch hier die Nullhypothe-
se abzulehnen ist, dass in den Partialtabellen kein Zusammenhang besteht.

Da der kleinste Erwartungswert 143-208/455 = 65.4 > 5, sind auch hier die Anwendungsvor-
aussetzungen erftllt.

Bei der Betrachtung der Partialtabellen fallt allerdings auf, dass der Zusammenhang zwischen
Erwerbstatigkeit und eigener Wirtschaftslage bei der Einschatzung der allgemeinen Wirt-
schaftslage als gut das Signifikanzniveau von 5% nicht ganz erreicht, da 3.61 < 3.84 = 25041
Es scheint daher nicht ausgeschlossen, dass nur bei einer nicht guten Beurteilung der allgemei-
nen Lage ein Zusammenhang zwischen Erwerbstatigkeit und eigener Wirtschaftslage besteht.
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Z-Test auf Interaktion tber Vergleich der Prozentsatzdifferenzen

Allgemeine Wirtschaftslage (W)

gut (w,) nicht gut (w,)
Eigene Wirt- Erwerbstatigkeit (X) Erwerbstatigkeit (X)
schaftslage (Y) ja (x,) nein (x,) ja (Xy) nein (x,)
gut (y,) 64.8% (160) 73.1% (152) 33.7% ( 557) 40.5% (469)

nicht gut (y,) 35.2% ( 87) 26.9% ( 56) 66.3% (1094) 59.5% (688)
(Quelle: Allbus 1996)

Dies wurde bedeuten, dass ein Interaktionseffekt zwischen Erwerbtsétigkeit und allgemeiner
Wirtschaftslage besteht, da die Erwerbtstatigkeit die eigene Wirtschaftslage nur bei nicht guter
Wirtschaftslage beeinflusst.

Auf der anderen Seite betrégt die Prozentsatzdifferenz in der linken Partialtabelle —8.3 Punkte,
in der rechten Partialtabelle dagegen nur —6.8 Punkte. Die Insignifikanz der linken Partialtabelle
kann also auch Folge der deutlich geringeren Fallzahl sein.

Die Differenz der Prozentsatzdifferenzen von 1.5 Punkten stellt sich notwendigerweise in glei-
cher Hohe ein, wenn die Erwerbstatigkeit Kontrollvariable ist. Bei Erwerbstatigen betréagt die
Prozentsatzdifferenz der allgemeinen Wirtschaftslage 31.1 Punkte, bei nicht Erwerbstatigen mit
32.6 Punkten genau 1.5 Punkte mehr.

Da Prozentsatzdifferenzen asymptotisch normalverteilt sind, kann ein moglicher Interaktionsef-
fekt tiber einen Z-Test der Differenzen der beiden voneinander unabhangigen Prozentsatzdiffe-
renzen in den Partialtabellen getestet werden.

Vorlesung Statistik 3 L03-32




Z-Test auf Interaktion Uber Vergleich der Prozentsatzdifferenzen

Allgemeine Wirtschaftslage (W)

gut (w,) nicht gut (w,)
Eigene Wirt- Erwerbstatigkeit (X) Erwerbstatigkeit (X)
schaftslage (Y) ja (x,) nein (x,) ja (Xy) nein (x,)
gut (y,) 64.8% (160) 73.1% (152) 33.7% ( 557) 40.5% (469)

nicht gut (y,) 35.2% ( 87) 26.9% ( 56) 66.3% (1094) 59.5% (688)
(Quelle: Allbus 1996)

Schritt 1: Formulierung von Null- und Alternativhypothese
Bei einem Interaktionseffekt mussen sich die beiden Prozentsatzdifferenzen in der Population

unterscheiden. Die Nullhypothese behauptet daher keine Differenz, die Alternativhypthese eine
Differenz:

Hy: dyx(z=1)% — Qyx(z=0% = 0 V8. Hy: dyxz21)% — dyx(z=% # 0.

Schritt 2: Auswahl von Teststatistik und Kennwerteverteilung:

Prozentsatzdifferenzen bzw. Anteilsdifferenzen sind asymptotisch normalverteilt. Dann ist auch
die Differenz von unabhangigen Prozentsatzdifferenzen asymptotisch normalverteilt. Die Test-
statistik berechnet sich nach:

(dyxq % — dyyxy %)/100

r]11(1) ’ r‘21(1) n n12(1) ) n22(1) n r‘11(2) 'n21(2) n n12(2) 'n22(2)
n3 n3 n’ n3
00(1) oo(l) 00(2) 00(2)
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Z-Test auf Interaktion tUber Vergleich der Prozentsatzdifferenzen

Allgemeine Wirtschaftslage (W)

gut (w,) nicht gut (w,)
Eigene Wirt- Erwerbstatigkeit (X) Erwerbstatigkeit (X)
schaftslage (Y) ja (x,) nein (x,) ja (Xy) nein (x,)
gut (y,) 64.8% (160) 73.1% (152) 33.7% ( 557) 40.5% (469)

nicht gut (y,) 35.2% ( 87) 26.9% ( 56) 66.3% (1094) 59.5% (688)
(Quelle: Allbus 1996)

Schritt 3: Festlegung von Irrtumswahrscheinlichkeiten und kritischen Werten
Wenn von einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% ausgegangen wird, wird die Nullhypothese
im zweiseitigen Test abgelehnt, wenn die Teststatistik kleiner/gleich dem 2.5%-Quantil oder

groRer/gleich dem 97.5%-Quantil der Standardnormalverteilung ist. Die kritischen Werte sind
daher £1.96.

Schritt 4: Berechnung der Teststatistik und Entscheidung

(160 B 152}_( 557 469 j
S 247 _208) \1651 1157 0319
\/(160-87 152-56}(557-1094 469-688)

+ +
2473 208° 1651° 11573
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Z-Test auf Interaktion Uber Vergleich der Prozentsatzdifferenzen

Allgemeine Wirtschaftslage (W)

gut (w,) nicht gut (w,)
Eigene Wirt- Erwerbstatigkeit (X) Erwerbstatigkeit (X)
schaftslage (Y) ja (x,) nein (x,) ja (Xy) nein (x,)
gut (y,) 64.8% (160) 73.1% (152) 33.7% ( 557) 40.5% (469)

nicht gut (y,) 35.2% ( 87) 26.9% ( 56) 66.3% (1094) 59.5% (688)
(Quelle: Allbus 1996)

Da die Teststatistik groRer ist als der untere und kleiner ist als der obere kritische Wert, kann die
Nullhypothese bei einer Irrtunswahrscheinlichkeit von 5% nicht verworfen werden.

Es kann also nicht davon ausgegangen werdne, dass ein Interaktionseffekt besteht. Vermutlich
sind die Prozentsatzdifferenzen in der Population gleich grof.

Schritt 5: Kontrolle der Anwendungsvoraussetzungen

Zur Prufung der Anwendungsvoraussetzungen muss fir jede Prozentsatzdifferenzdifferenz die
hinreichende Annéherung an die Normalverteilung gepruft werden.

Die Fallzahlen sind in allen Spalten gréRer 60. Darlber hinaus gilt: 247-87/160 = 134.3 > 9,
208-56/152 = 76.6 > 9, 1651.557/1094 = 840.6 > 9 und 1157-469/688 = 788.7 > 9.

Die Anwendungsvoraussetzungen scheinen erfullt zu sein.
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Lerneinheit 4: Bivariate lineare Regression (Wiederholung)

In der Tabellenanalyse wird der Einfluss einer erklérenden Variable X auf eine abhéngige
Variable Y untersucht, indem die bedingten Verteilungen der abhéngigen Variable bei unter-
schiedlichen Auspragungen der erklarenden Variable verglichen werden.

Da metrische Variablen in der Regel sehr vielen Auspragungen haben, ist es praktisch unmag-
lich, eine groRe Zahl von bedingten Verteilungen vergleichend zu betrachten.

Statt der bedingten Verteilungen werden daher bei metrischen Variablen nur KenngroRen dieser
bedingten Verteilungen bei unterschiedlichen Werten der erklarenden Variable analysiert.

Im linearen Regressionsmodell wird dabei angenommen, dass sich die bedingten Populati-
onsmittelwerte der abhéngigen Variable durch eine lineare Funktion der Auspragungen der
erklarenden Variable beschreiben lassen.

Wenn p(Y|X = x) die bedingten Populationsmittelwerte von Y gegeben die Auspragung x der
erklarenden Variable X symbolisiert, gilt dann:

u(Y|X=x)=a+p-x

Als Beispiel wird der gerichtete Zusammenhang zwischen dem Alter der Partner von
insgesamt 185 Befragten aus dem Allbus 2006 betrachtet, die eine Lebenspartnerin bzw.
einen Lebenspartner haben, mit dem sie nicht zusammenleben. Da nur das Geschlecht
der befragten Person und nicht ihres Partners erfasst wurde, wird in den folgenden
Analysen unterstellt, dass es sich um heterosexuelle Partnerschaften handelt.
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Bedeutung der Regressionskoeffizienten

Die beiden Regressionskoeffizienten e (alpha) und g (beta) der linearen Gleichung p(Y|X=x) =
o+f:x (die nicht mit den Symbolen fiir die Fehlerwahrscheinlichkeiten beim statistischen Te-
sten verwechselt werden diirfen!) bestimmen die Lage der Regressionsgerade bei einer grafi-
schen Darstellung der Beziehung in einem Koordinatensystem.

y 10+
ol Im Beispiel ist eine Regres-
+ sionsgerade mit der Regres-
671 sionskonstante oo = 2 und B =
4 F ‘B =+0.5 0.5 eingezeichnet:
1 U(Y|X=5) = 2 +0.55 u(Y|X)=2+0.5 X
— ol -g‘a:_zg — - :::4'5: Wenn X = 0, dann ist der
0 8—6 4 2 ,0 2 4 6 8 10 bedingte Mittelwert von Y =
1 X 2.
4T Wenn X um +1 Einheit an-
64 steigt, steigt der bedingte
T Mittelwert von Y um +0.5
-8+ o
1 Einheiten an.
-10 +

* Die Regressionskonstante (auch als Interzept bezeichnet) o gibt den Mittelwert von Y an,
wenn X =0 ist.

 Das Regressionsgewicht 8 gibt die Steigung der Geraden an.
Vorlesung Statistik 3 L04-2




Bedeutung der Regressionskoeffizienten

Unterscheiden sich zwei Regressionsgera-

101\;( den nur beim Wert des Interzepts a, dann

Y=4-05X 81 Y=4+05X verlaufen sie parallel.
6! v=2+05x Die Gerade mit dem groBeren Wert beim
Y=4+0-X | Interzept liegt dabei tiber der Gerade mit

j/ dem kleineren Wert beim Interzept.
= A S P 4 Je grolRer der Wert von b, desto steiler ist
-10 -8 o 4 -2 o] 2 4 6 8 10
/ 2+ der Kurvenverlauf.

1 Bei positiven Werten steigt die Kurve an,
°71 bei negativen Werten fallt die Kurve ab,
°71 ist b=0, verlduft die Gerade wagerecht.
a0l

Hat das Regressionsgewichts einen positiven Wert (g > 0), weist dies auf eine positive Bezie-
hung hin: je groler der Wert von X, desto groRer ist auch der bedingte Mittelwert von Y.

Ist das Regressionsgewicht negativ 3 < 0, spricht dies fiir eine negative Beziehung: je gréRer
der Wert von X, desto kleiner ist der bedingte Mittelwert von Y.

Bei Unabhéngigkeit zwischen X und Y gilt notwendigerweise: 3 = 0. Alle bedingten Mittel-
werte sind dann gleich der Konstante o.. Das Umgekehrte gilt nicht: Wenn das Regressionsge-
wicht null ist, besteht zwar kein linearer bzw. allgemeiner kein tendenziell monotoner Zusam-
menhang; maoglich ist aber ein nichtmonotoner, z.B. wellenférmig verlaufender Zusammen-
hang.
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Bedeutung der Regressionskoeffizienten

o0

80 - . .
Im Beispiel der linearen Regression des

Alters des weiblichen Partnerin auf das
Alter des mannlichen Partners ergibt sich
bei den Daten des Allbus 1996 folgende
geschéatzte Regressionsgleichung:

A(Y[X=x)=Y =1.623+0.876-x

Alter der Partnerin
2

e 20 30 40 50 60 70 RO 90
Alter des Partners

Mit Hilfe der Regressionskoeffizienten lassen sich fir beliebige Werte der erklarenden Variable
X die bedingten Populationsmittelwerte der abh&ngigen Variable Y berechnen.

Da diese Werte zur Vorhersage der Werte der abhéngigen Variable benutzt werden kdnnen,
werden Sie auch als Vorhersagewerte bezeichnet.

A _ Wenn im Beispiel der Mann 20 Jahre ist, ist also damit zu
XL (YIX)I=11.623F.0.67617X rechnen, dass seine Partnerin im Mittel 19.143 Jahre alt

20 1.623+0.876-20 =19.143 : o . .
51 16234087621 =20019 ISt Istder Mann 30, dann ist die Frau im Mittel 27.903

30 1623+0876:30 =27.903 vahrealt . o
0 1623+0876-0 = 1623 DieBerechnung erlaubt allerdings auch ganz unsinnige

-5  1.623+0.876:(-5) =-2.757  Vorhersagen: Ist der Mann 0 Jahre alt, ist die Frau 1.623
Jahre alt, ist der Mann =5 Jahre alt, ist die Frau —2.757

. Jahre alt.
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Bedeutung der Regressionskoeffizienten

o0
80 -

Alter der Partnerin
3

10 20

Y =1.623+0.876- X

30 40 50 60 70 80

Alter des Partners

» Kausalinterpretation:
Der Anstieg des Werte der erklarenden Variable bewirkt im Mittel eine Veranderung der ab-
hangigen Variable um B Einheiten.

Im Beispiel wiirde also bei einem Anstieg des Alters des Mannes (X) um 1 Jahr das
Alter der Partnerin (Y) bei unverheiratet zusammenlebenden Paaren im Durchschnitt
um 0.853 Jahre ansteigen. Diese kausale Interpretation ist hier offensichtlich nicht

sinnvoll!

* Prognostische Interpretation:
Die Vorhersagewerte werden benutzt, um bei einem beliebigen Fall bei Kenntnis des Wertes
der erklarenden Variable mdglichst gut den Wert der abhéngigen Variable vorherzusagen.

Im Beispiel macht nur die prognostische Interpretation Sinn.

Vorlesung Statistik 3

o0

Bei der Interpretation ist also zu beachten,
dass die Vorhersagewerte nur bei sinnvollen
Werten der erklarenden Variable auch sinn-
volle Vorhersagewerte liefern konnen.

Generell wird bei der Interpretation einer
Regressionsgleichung zwischen einer Kau-
salinterpretation und einer rein prognosti-
schen Interpretation unterschieden.
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Bedeutung der Regressionskoeffizienten

o0

80 Y

Alter der Partnerin
2

20

=1.623+0.876-X

30 40 50 60 70
Alter des Partners

o0

¥ s =1.623+0.876-20=19.143
¥ s =1.623+0.876-45=41.043
V.0 =1.623+0.876-70 = 62.943

Aus den Vorhersagewerten der Regressions-
gleichung ist auch abzulesen, dass mit zu-
nehmenden Alter des Mannes der mittlere
Altersabstand zur im Durchschnitt jlingeren
Partnerin ansteigt.

Obwohl im Beispiel die Regressionsgleichung selbst nicht kausal interpretiert wird, kann die
\orhersagegleichung doch auch als Hinweis fir eine spezifische kausale Interpretation genutzt

werden.

So mag es die Norm geben, nach denen in einer Partnerschaft die Frau eher jlinger zu sein
hat als der Mann. Der zunehmende Altersabstand kann dahingehend gedeutet werden, dass
entweder altere Manner starker als jungere Manner deutlich jiingere Frauen bevorzugen
bzw. umgekehrt &ltere Frauen starker als jingere Frauen deutlich &altere Manner, oder dass
sich die Norm des alter zu seienden Mannes im Laufe der Zeit abschwéacht, so das die Norm
heute eher von alteren als von jlingeren Personen beachtet wird. Das Regressionsgewicht
ungleich 0 kann aber auch Folge von Messfehlern sein, der zunehmende Abstand dann ein
Artefakt hervorgerufen durch die messfehlerbedingte Regression zur Mitte.
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OLS-Schéatzung der Regressionskoeffizienten
90
80
70
60
50
40 TS I

L ,-:!'5 RO
30 .t '

Alter der Partnerin

|
10 20 30 40 50 60 70 80 90
Alter des Partners

In empirischen Anwendungen des linearen Regressionsmodells miissen die Werte der Regres-
sionskoeffizienten erst aus Stichprobendaten geschatzt werden. Dazu liegen zun&chst nur die
Stichprobenrealisierungen vor, die als Punkte in ein Koordinatensystem eingetragen werden
konnen, wobei die Werte der erklarenden Variable entlang der horizontalen X-Achse und die
Werte der abh&ngigen Variable entlang der vertikalen Y-Achse aufgetragen werden.

Das Beispiel zeigt alle 185 Falle von nicht zusammenlebenden unverheirateten Paaren aus

der Stichprobe des Allbus 2006.
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OLS-Schatzung der Regressionskoeffizienten
9 &

Alter der Partnerin

|
10 20 30 40 50 60 70 80 90
Alter des Partners
Werden in der Stichprobe fir jede realisierte Auspragung der erklarenden Variable die beding-
ten Stichprobenmittelwerte der abh&ngigen Variable berechnet und in das Koordinatensystem
eingetragen, ergibt sich bei einer Verbindung der Mittelwerte durch eine Kurve in der Regel
keine gerade Linie, sondern eine unregelmaRig verlaufende Kurve, die jedoch moglicherweise

einen Trend erkennen I&sst.
Im Beispiel ist so ersichtlich, dass das mittlere Alter der Frau tendenziell mit dem Alter

des Mannes ansteigt.
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OLS-Schatzung der Regressionskoeffizienten
90

80
70
60
50
40

Alter der Partnerin

|

10 20 30 40 50 60 70 80 90

Alter des Partners

Fur die Schatzung wird angenommen, dass die Abweichungen der bedingten Stichprobenmittel-
werte von einer Geraden ausschlielRlich auf den Zufalligkeiten der Fallauswahl beruhen und
sich eine Gerade ergeben wirde, lagen alle Félle der Population vor.
Die unbekannte Regressionsgerade wird dann nach der Kleinstquadratmethode (engl: ordinary
least squares, OLS) so aus den Stichprobendaten geschatzt, dass die Summe der quadrierten
Differenzen der Realisierungen der abhé&ngigen Variable von der geschétzten Regressions-
gerade minimal ist.
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OLS-Schatzung der Regressionskoeffizienten

Beim Fall mit der Rang-
nummer 103 ist der Part-
ner 34 Jahre alt und die
Partnerin 16 Jahre.

!

10 20 30 40 50 60 70 80 90
Alter des Partners (X)

Alter der Partnerin (Y)

Die Differenzen e; = y; — (a+b-x;) der Realisierungen y; der abhéngigen Variable von der (ge-
schatzten) Regressionsgerade werden als Residuen bezeichnet und zur Residualvariable E zu-
sammengefasst.
Da es positive und negative Residuen gibt, werden bei der OLS-Schétzung die geschatzten
Regressionskoeffizienten a und b so bestimmt, dass die Summe der quadrierten Stichproben-
residuen minimal ist:

Q(a,b)=>(y,—(a+b-x, ))2 =Y e? = minimal

i=1 i=1
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OLS-Schatzung der Regressionskoeffizienten

90 - . Die Regressionskonstante a ist
80 Y =1.623+0.876-X dann die Differenz von b mal

: dem Stichprobenmittelwert der
erklarenden Variable vom Stich-
probenmittelwert der abhangigen
Variable.

a=y-b-X

Alter der Partnerin
3

e 20 30 40 S50 60 70 RO 90
Alter des Partners

Mit Hilfe der Differentialrechnung kann gezeigt werden, dass die Minimierungsfunktion
Q(a,b) genau dann ein Minimum aufweist, wenn b der Quotient aus der Kovariation bzw. Ko-
varianz zwischen abhangiger und erklarender Variable geteilt durch die Variation bzw. Varianz
der erklarenden Variable ist.

n n Zyl 'in n
) i=1 i=1

Yi_y'xi_X Yi X — Yi Xi_ny_ ~
b:SPYX:;( )( ):; n _ it _Svx _Owx
n n 2 n 2 ~2
SSx > (x - %)’ >x, > xt-n-x? x - Ox
i=1 n w2\ : i=1
i-1 ! n
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OLS-Schatzung der Regressionskoeffizienten
b SP,,  34087.3243 0.876

o0
80 -

SS, 38899.9460

_ Sy _184.2558 _
s2  210.2760

_ Gy 1852572
6% 211.4127

a =32.7568 - 0.876 - 35.5405

0 20 30 40 50 60 70 RO 90 ~1.623
Alter des Partners

Y =1.623+0.876- X

876

876

Alter der Partnerin
2

n=185: » Xx. =6575: . =6060
Fall X Y X2 Y2 XY Z ! Zy,
1 21 21 4l adl o 4dl N w7 = 272579 >y = 23676

185 61 62 3721 3844 3782 Ny .y - 249463
Y 6575 6060 272579 232676 249463

s; =42506.196 /185 = 210.2760
X =6575/185 = 35.5405 ; y = 6060 /185=32.7568 s =37311.4378/185=184.7030

SS, = 272579 — 6575 /185 = 38899.9460 Syx =36241.4919/185 =184.2558

SS, =232676 —6060% /185 = 34170.0541 62 =42506.196 /184 = 211.4127

SP,, = 249463 - 6575- 6060 /185 = 34087.3243 6%, =37311.4378/184 =185.7068
G,y = 36241.4919 /184 =185.2572
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Eigenschaften der Stichprobenresiduen bei der OLS-Methode

Die Kleinstquadratmethode fiihrt dazu, dass die Stichprobenresiduen bestimmte Eigenschaften
haben:
(1) Die Summe der Residuen ist O:

de=>y-a-b-x=0
i=1 i=1

(2) Dann ist auch der Mittelwert der Residuen 0 und die Stichprobenvarianz gleich dem Mittel-
wert der quadrierten Residuen:

e=l Ve 0213
€= iZ:l:ei 0;s2 - ;ei

Da die Varianz der Stichprobenresiduen gleich dem Mittelwert der quadrierten Residuen
ist, minimiert die OLS-Methode also auch diese Residualvarianz in der Stichprobe.

(3) Die Residuen sind mit den Realisierungen der erklérenden Variablen und den Vorhersage-
werten unkorreliert:

SPxe =Zn:(xi —X)-¢, =Zn:Xi €, =0= 8, =P =0 I =2 9

i=1 i=1 SX .SE
n n SP, S,
_ J_v)l.e — a — _"YE_ Q- _ _YE _
SP=2.(Vi-Y) &=y &=0=s; = =01 = =0
i-1 i-1 n Sg *Sg
Vorlesung Statistik 3 L04-13

Variationszerlegung

Bei der OLS-Schétzung der Regressionskoeffizienten wird formal die abhéngige Variable Y als
eine Linearkombination aus der erklarenden Variable X und einer Residualvariable E aufgefasst:

Y=Y+E=a+bh-X+E

Aus der Unkorreliertheit der Stichprobenresiduen mit den Vorhersagewerten und den Regeln fiir
Linearkombinationen von unabhangigen Variablen folgt dann, dass die Varianz bzw. Variation
der abh&ngigen Variable gleich der Summe aus der Varianz bzw. Variation der Vorhersagewerte
und der Stichprobenresiduen ist:
SS, =SS, +SS. = > (%, -y) +>.et=> (y;-Y)
i=1

i=1 i=1

wn
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Als PRE-Mal fiir die Starke der Beziehung bietet es sich daher an, die Variationsverhéltnisse in
Beziehung zu setzen. Das so gebildete asymmetrische Zusammenhangsmal ist der Determina-
tionskoeffizient R?:

(9]
wm
04
<
|
<
~
N

2 SE — Sf( Y i=1
Rl el s, T o T eSS, . o
Y Y (y;-Y) YOI (YY)

i=1 i=1l
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Variationszerlegung

0 z
80 - L _
E Yi =V = (xpy) = (69,72)
£ 70 ¢ 72 - 62.067= \ /
g L
S 60
a yi— v = 723276
ks 50 = 39.24
5 w0
< v = 32.76
30 - = 62.07-32.76
20 =29.31
10 EIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII!IIIIIIIIH
10 20 30 40 50 60 70 80 90

Alter des Partners

In der grafischen Darstellung ist gut erkennbar, wie bei den Féllen die Distanzen der abhangi-
gen Variable zur Regressionsgerade (rot eingezeichnet) meistens geringer sind als zum Mittel-
wert (griin eingezeichnet) der abhangigen Variable.
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Determinationskoeffizient, Korrelation und Regressionsgewichte

In der bivariaten linearen Regression gibt es zwischen dem Determinationskoeffizient, der Pro-
duktmomentkorrelation und den beiden Regressionsgewichten der Regressionen von Y auf X
und von X auf Y Zusammenhange:

» Der Determinationskoeffizient ist das Quadrat der Produktmomentkorrelation.

RZ_SSQ _ian:(y y) _iz:‘(awtb X —y)2 _izn_l:((y_b X)+b X.—Y) _;(b (X,—Y))z
SS, iZl:(M_Y)Z Izn;(yl—y)Z Z(yl_y)z é(yl_y)z
_ 2SSX_ zsf(_(svx) f(_( ) 2_ ,
=b -g—b -g_ (Si)z g—sx 52 _[Sx Svj =(ryx)

» Der Determinationskoeffizient ist das Produkt der Regressionsgewichte der Regressionen von
Y auf X und von X auf Y.
Um die Richtung der Regression zu unterscheiden, werden die Regressionskoeffizienten mit
Indizes versehen:

Y:av.x+bv.x'X+EY3bY.x: = = ;aY.Xzy_bY.X'X

X:ax.v+bx.Y'Y+Ex:>bx.Y: = = ;ax.vzi_bx.\('

<
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Determinationskoeffizient, Korrelation und Regressionsgewichte
Fur den Determinationskoeffizient gilt dann:

2
RZZ(SYX) :SYX_SYX:b ‘b
2 2 2 2 Y. X “MXy
Sx Sy Sx Sy

» Werden abh&ngige und erklarende Variable tber die Z-Transformation standardisiert, dann
sind die Regressionskonstanten null und die standardisierten Regressionsgewichte gleich der
Produktmomentkorrelation.

Dies gilt sowohl fiir die Regression von Y auf X als auch flr die Regression von X auf Y.

Y-y X=X
Z, = y1Zx: Ly =23, +bzz Ly+E, 1 Zy=a, , +bzz -Zy, +E,
sY Sx v YoX Y X -Ly x-Ly X
s(Z,,Z r _ -
=b, , = ( Yz X):ﬁz"vx;azz =Z,-b, , -Z,=0-b, , -0=0
Y <X SZX 1 Y <X Y <X Y - =X
s(Zy,Z r _ -
:>bzz :w:ﬁ:r\(x;azz :Zx_bzz 'ZY:O_bzz -0=0
X =Y SZY 1 X <Y X <Y X &Y
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Anwendungsbeispiel
Variable ’ Mittelwert | (Ko-) Variationen ‘ Stichproben- ‘ Korrelationen
(n=185) (ko)varianzen
Alter des mannl. Partners| 35.541 38899.946 210.276 1.000
Alter der Partnerin 32.757 34087.324 34170.054 | 184.256 184.703 0.935 1.000

Zur Verdeutlichung werden im Beispiel aus dem Allbus 2006 alle Koeffizienten der beiden

maoglichen Regressionen berechnet.

Als Ausgangsdaten werden neben der Fallzahl die Mittelwerte der Variablen und entweder die

Variationen und Kovariationen, die Varianzen und Kovarianzen oder die Korrelationen und

Standardabweichungen bendtigt.

Bei den Varianzen und Kovarianzen ist darauf zu achten, ob es sich um Stichprobenstatistiken

s5,S%Sxyhandelt oder um die geschatzten Populationsparameter 62,52 5., .

» Wenn Variationen oder Varianzen vorliegen, werden zundchst die unstandardisierten Regres-
sionskoeffizienten berechnet und daraus anschlie3end die standardisierten Gewichte.

_SP,, _34087.324 _SP,, _34087.324

by« = = =0.876 by, = = =0.998
' SS,  38899.946 ' SS, 34170.054
= Sx2Y _ 184.256 _ 0876 by, = SXZY _ 184.256 _0.998
' sy 210.276 s, 184.703
by, = (i);Y _ 184.256 0876 b, = (iéy _ 184.256 _ 0.998
' oy 210.276 ' o, 185.707
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Anwendungsbeispiel

Variable ’ Mittelwert | (Ko-) Variationen ‘ Stichproben- ‘ Korrelationen
(n=185) (ko)varianzen
Alter des mannl. Partners

Alter der Partnerin

35.541 38899.946 210.276 1.000
32.757 34087.324 34170.054 | 184.256 184.703 | 0.935 1.000

Nach dem Regressionsgewicht wird die Regressionskonstante berechnet:
a,=y—-b,, X=32.757-0.876-35.541=1.62

a,, =X—b,, y=35541—0.998-32.757 = 2.85

Da in die Berechnung der Konstante das Regressionsgewicht eingeht, ist die Rechengenauig-
keit der Konstante geringer als beim Gewicht. Im Beispiel wurden daher die Konstanten nur
mit zwei Nachkommastellen berechnet.

Aus dem unstandardisierten Regressionsgewicht kann dann das standardisierte Regressions-
gewicht, das gleichzeitig die Produktmomentkorrelation ist, berechnet werden:

b =b,. x-0876.3229270 _go3.p  _p .3x_(gog. YEBATO3 4,
Zy.Z4 Y.X - 99, Uz 7 Y.X . -
s, 184.703 s, J210.276

Auch hier ist die Rechengenauigkeit geringer.
Anstelle der Stichprobenstandardabweichung kénnen auch die geschatzten Populationsstan-
dardabweichungen oder die Wurzeln aus den Variationen verwendet werden.
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Anwendungsbeispiel

Variable ‘ Mittelwert | Standard- | Korrelationen
(n=185) abweichung

Alter des mannl. Partners | 35.541 14.501 1.000

Alter der Partnerin 32.757 13.591 0.935 1.000

» Wenn als Ausgangsdaten Korrelationen vorliegen, liegt das standardisierte Regressionsge-

wicht als Korrelation vor, aus dem dann die unstandardisierten Regressionskoeffizienten
berechnet werden:

s 13.591

by, =b, , -2X=0.935--22-=0.876;a,, =X- b, -y=32.757 - 0.876-35.541 =1.62
Y.X Zy.Z, 5, 14501 Y.X vx Y

byy =b, :—X =0.935- %:0998 ;a,, =y-b,, X=35541-0.998-32.757 = 2.85

Y
» Nach den Regressionsoeffizienten kénnen entweder zuerst der Determinationskoeffizient und
daraus Vorhersage- und Residualvarianz oder erst die Vorhersage- und Residualvarianz und
daraus der Determinationskoeffizient berechnet werden.

R?=r2, =0935°=0874 = b,,-b,, =0.876-0.998=0.874

=SS, =R?-SS, =0.874-34087.324 = 29800.775 ; s = 0.874-184.703=161.476

=SS, =R?-SS, =0.874-38899.946 = 34008.200 ; s = 0.874-210.276 = 183.833
SS., =(1-R?)-SS, =0.126-34087.324 = 4286.549 = SS, —SS, =34087.324 — 29800.775

SSg, = (1— R? ) -85S, =0.126-38899.946 = 4891.746 = SS, —SS; =38899.946 —34008.200

Vorlesung Statistik 3 L04-20




Anwendungsbeispiel

Variable ’ Mittelwert | (Ko-) Variationen ‘ Stichproben- ‘ Korrelationen
(n=185) (ko)varianzen
Alter des mannl. Partners

35.541 38899.946 210.276 1.000
32.757 34087.324 34170.054 | 184.256 184.703 | 0.935 1.000

Alter der Partnerin
SSQ = bf,.x -SS, = 0.876%-38899.946 = 29850.885 = bY.x -SP, =0.876-34087.324
SSX = b;Y -SS, = 0.9982 -34170.054 = 34033.510 = bx.Y -SP,, = 0.998 - 34087.324

eSSy 29850885 .. _ SS; 34033510 .
SS, 34170.054 SS, 38899.946

Auf der Basis der Berechnungen erfolgt die Interpretation:
Das positive Regressionsgewicht weist auf eine positive Beziehung hin: je héher das
Alter des mannlichen Partners, desto hoher ist im Durchschnitt auch das Alter der
Partnerin.
Das standardisierte Regressionsgewicht weist mit einem Wert von 0.935 einen sehr
hohen Wert auf. Auch die erklarte Varianz ist mit einem Wert von 0.876 oder 87.6%
auBergewohnlich hoch. Es besteht also eine sehr enge Beziehung zwischen den bei-
den Variablen.
Bei einer Regression des Alters des mannlichen Partners auf das Alter der Partnerin ergibt sich
im wesentlichen die gleiche Interpretation, da die standardisierten Koeffizienten identisch sind.
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Exkurs: Linearkombinationen von Variablen

Aus Statistik | ist bekannt, dass sich die Mittelwerte und Standardabweichungen bzw. Varianzen
von Linearkombinationen (linearen Funktion) von statistisch unabhangigen Variablen aus den
Gewichten in den linearen Funktionen sowie den Mittelwerten und Varianzen der Ausgangsva-
riablen berechnen lassen.

Berlcksichtigt man zusatzlich die Kovarianzen zwischen den Ausgangsvariablen, lassen sich
ganz unabhdngig davon, ob die Ausgangsvariablen statistisch unabhéngig voneinander sind oder
nicht, Mittelwerte und Varianzen von Linearkombinationen berechnen.

Wenn'Y eine Linearkombination aus K Variablen X, X,, ..., Xk mit der Konstante b, und den
Gewichten by, b,, ..., by ist:

K
Y =by+b - X, +b, - X, +. 4 by - X =bg+ Db - X,
k=1
dann berechnen sich Mittelwert und Varianz von Y nach:

K
Y=by+b, X, +b, X, +..+b X =by+ Db X,
k=1
so=b>.s’+b>-s>+..+b2-sZ+2-b,-b,-s,+..4+2-b,-b, -S, +...+2-b,_, -b, -S
X M 1 2 2 K K 1 2 12 1 K 1K K-1 K K-1,K
K 5 ) K-1 K K K
Zzbk'sk+2'zzbk'br'skrzzzbk'br'skr’
k=1 k=1r=k+1 k=1 r=1

wobei s?, die Varianz von X, und s,, die Kovarianz zwischen X, und X, bezeichnet.
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Linearkombinationen von Variablen

:>37=b0+ZK:bk-Yk; iziib ‘b, s, -s, —sz $2+2- ZZb b, s, -s,

k=1 k= k=1r=k+1

—-
-
Il
—

Die gleiche Beziehung gilt analog flr die Erwartungswerte und Varianzen von Zufallsvariablen.

Anwendungsbeispiel:
X ist Variable mit Mittelwert 1.2 und Varianz 4, W eine zweite Variable mit Mittelwert 3 und
Varianz 9. Die Kovarianz von X und W betragt 4. Wenn Y die Summe von X und W ist, folgt fur
Mittelwert und Varianz von Y:

Y=0+1-X+1-W

=>y=0+1-X+1-w=12+2=43; si =1*.s +1°-s2, +2-1-1-5,, =4+9+2-4=21
Uber die Ausgangsvariablen lasst sich auch die Kovarianz zwischen zwei Linearkombinationen
Y und Z berechnen:
K J K J
Y=by+ Y b X undZ=cy+D ¢;-W, = s, => > b-b;-s,
k=1 j=1

k=1 j=1

Wenn die Ausgangsvariablen in Y mit allen Ausgangsvariablen in Z unkorreliert sind , s,; =0
fur alle k und j, dann sind auch Y und Z unkorreliert.
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Linearkombinationen von Variablen

Da in der linearen Regression die abh&ngige Variable Y eine Linearkombination der erklarenden
Variable X und der Residualvariable E ist, gelten die Regeln flr Linearkombinationen auch
hier.
Wenn nun als Annahme fiir das Regressionsmodell gefordert wird, dass die erklarende Variable
X und die Residualvariable X unkorreliert und der Mittelwert der Residuen Null sind, folgt flr
Mittelwert und Varianz von Y und die Kovarianzen zwischen Y und X und zwischen Y und der
Residualvariable E:

Y=a+b-X+E

=>y=a+b-X+wW=a+b-X+0=a=y-b-X

=5y =h?-s) +5; +2-b-5,. =b*-5) +5; +0=5 +5;
=Sy =s(a+b-X+E,X)=b-5,, +55, =b-s +O:>b—s—2
SX
=S, =S(a+b-X+E,e)=b-5, +S, =b-0+5;
Aus der Unkorreliertheit von Residuen und erkl&render Variable folgt also sowohl die Varianz-
zerlegung der Varianz der abhangigen Variable in die Summe aus erklérter Varianz und Resi-
dualvarinaz und die Gleichung fir die Schatzung des Regressionsgewichts.

Aus der zusatzlichen Annahme, dass der Mittelwert der Residuen Null ist, folgt zudem die
Schétzgleichung fir die Regressionskonstante.
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Lerneinheit 5:
Schatzen und Testen im bivariaten Regressionsmodell

In der Regel sollen mit Hilfe der linearen Regression nicht nur Zusammenhénge zwischen
Variablen in einer Stichprobe untersucht werden, sondern Zusammenhange in der Population,
aus der die Stichprobe kommt.

Dazu sind in einem Induktionsschluss Stichprobenergebnisse auf die Grundgesamtheit zu ver-
allgemeinern, was ein unvermeidbares Fehlerrisiko beinhaltet.

Wenn die Regressionskurve in der Population tatséchlich eine lineare Funktion ist, dann sind
die bedingten Populationsmittelwerte von Y eine lineare Funktion der Auspragungen von X:
H(Y[X) = a+p-X

Die abhéngige Variable kann dann als Summe bzw. Linearkombination aus den bedingten Mit-

telwerten bzw. der erkldrenden Variable und einer unbeobachteten Residualvariable U aufge-

fasst werden, in der die Populationsresiduen zusammengefasst werden:
Y=pYX)+U=a+pX+U

Fur jeden beliebigen einzelnen Fall i der Population gilt entsprechend:
Yi= o+ BX +

Es stellt sich dann die Frage, ob Gberhaupt und wenn ja, unter welchen Voraussetzungen die
nach der Kleinstquadrat-Methode berechneten Regressionskoeffizienten a und b geeignete
Schétzer der Regressionskoeffizienten o und B in der Population sind.
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Schéatzen und Testen im bivariaten Regressionsmodell: Voraussetzungen

(1) Linearitatsannahme
Die zentrale Annahme des linearen Regressionsmodell ist die Linearitdtsannahme, nach der
die Modellgleichung

H(Y[X) = a+ B-X

tatsachlich fir alle Auspragungen der erklarenden Variable in der Population gilt.

Alternativ wird vorausgesetzt, dass die abhéngige Variable als eine lineare Funktion der erkla-
renden Variable und der Residualvariable dargestellt werden kann:

Y=a+pX+U.

Formal kann allerdings jede Variable als lineare Funktion einer anderen Variable aufgefasst
werden, wenn die Residuen als Differenzen zwischen abhéngiger Variable und Vorhersage-
werten definiert werden.

Die Linearitatsannahme wird daher auch so interpretiert, dass die (absoluten) Populations-
residuen u; = y; —a. —B-x; im Mittel kleiner oder gleich den Residuen sind, die sich bei jeder
anderen funktionalen Beziehungsform von Y auf X ergeben wirden.

Wenn z.B. eine nichtlineare Beziehung der Form Y =« - log(B - X) + U fir alle Falle der Po-
pulation berechnet werden konnte, diirften die (quadrierten) Residuen dieses multiplikativen
Modells im Mittel nicht kleiner sein als die der linearen Gleichung, da anderenfalls das mul-
tiplikative und nicht das linearen Modell vorzuziehen ware.
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Schéatzen und Testen im bivariaten Regressionsmodell: Voraussetzungen

(2) Unkorreliertheitsannahme

Wenn die Linearitatsannahme fur alle bedingten Mittelwerte von Y bei beliebigen Werten von X
zutrifft, dann folgt daraus notwendig, dass die erklarende Variable X und die Residualvariable U
statistisch unabhangig voneinander sind. Dies liegt daran, dass ein bedingter Mittelwert ein
konstanter Wert ist und daher unabhangig von der Variation um diesen Wert sein muss. Diese
Eigenschaft wird auch als lokale stochastische Unabhangigkeit bezeichnet.

Fur die konsistente und unverzerrte Schatzung der Parameter o und 3 durch die Koeffizienten a
und b der OLS-Schatzung ist bereits die Annahme hinreichend, dass die latente Residualvariable
U und die beobachtbare erklarende Variable X unkorreliert sind:

p(X,U) = Pxu =0

In der Gleichung steht der kleine griechische Buchstabe rho (p) als Abktirzung fur die Produkt-
moment-Korrelation in der Population.

Es gilt dann also:
H(a) = M, = o und p(b) = py =B

limP(ja—a|>&)=0und limP(|b—B|>¢)=0 fur beliebige £>0

n—oo n—oo
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Schéatzen und Testen im bivariaten Regressionsmodell: Voraussetzungen

(3) Homoskedastizitatsannahme

Bei der OLS-Schatzung der Regressionskoeffizienten wird in der Regel angenommen, dass die
Streuungen um die Vorhersagewerte in der Population gleich sind. Formal bedeutet dies, dass
bei allen Auspragungen von X die Residualvarianzen in der Population gleich groR sind:

o’ (U[X=x)= Gyey = Oy flr alle Auspragungen x von X

Die Gleichheit der bedingten Varianzen wird Homoskedastizitat genannt, die Annahme glei-
cher Varianzen entsprechend Homoskedastizitdtsannahme. Sind dagegen die Residual verschie-
den, spricht von Heteroskedastizitat bzw. heteroskedastischen Residuen.

(4) Keine Autokorrelationen

In einer einfachen Zufallsauswahl werden die Untersuchungseinheiten unabhéngig voneinan-

der ausgewahit.

Ergeben sich die Félle der Stichprobe auf andere Weise, ist dagegen nicht von vornherein aus-

geschlossen, dass es Abhangigkeiten zwischen den Féllen gibt. Bei der Anwendung der OLS-

Methode wird Ublicherweise angenommen, dass die Residuen untereinander unkorreliert sind:
p(u,u;)=p,, =0firallei=]

Wenn die Residuen untereinander korreliert sind, spricht man von Autokorrelation. Es wird
also angenommen, dass es keine Autokorrelation zwischen den Residuen gibt.
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Schéatzen und Testen im bivariaten Regressionsmodell: Voraussetzungen

(5) Normalverteilte Residuen
Fur die Verwendung von statistischen Tests wird schliel3lich oft zusatzlich angenommen, dass
die Residualvariable U in der Population normalverteilt ist.

Es wurde bereits erwahnt, dass die OLS-Schétzer erwartungstreu und konsistent sind, sowie die
Linearitatsannahme und die Unkorreliertheitsannahme erfillt sind.

Wenn zusétzlich die Homoskedastizitdtsannahme zutrifft und keine Autokorrelation vorliegt,
dann ist die OLS-Methode auch effizient in dem Sinne, dass es keine anderen erwartungstreuen
linearen Schatzer gibt, die eine geringere Varianz aufweisen.

Nach dem englischen Ausdruck ,,best linear unbiased* wird davon gesprochen, dass die OLS-
Methode die BLU-Eigenschaft aufweist, bzw. ein BLU-Schatzer ist.

Das ,linear” in ,,best linear unbiased“ bezieht sich darauf, dass die Schatzfunktionen lineare
Funktionen der Realisationen der abhangigen Variable sind. So gilt fir das Gewicht b:

o DOV Ty (R Y% %)
b= SSYx _ =1 : _ |:1n - i=1
X Iﬂ(x, -x)° Iﬂ(xi -x)° I:l(x, -x)°
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Fixed-X-Annahme

Bei der Darstellung des Schatzers von (3 als lineare Funktion der abh&ngigen Variable bzw. der
Populationsresiduen wird der Quotient

X; =X

C. =

I n

2 (xi = X)

i=1
als eine Stichprobenkonstante betrachtet, die keine Funktion von Zufallsvariablen ist. Dies
trifft nur dann zu, wenn die Werte x; der erklarende Variable X als vorgegebene feste GroRen
bezeichnet werden. Diese sog. Fixed-X-Annahme ist z.B. in Experimenten erfllt, bei denen
der Versuchsleiter die Auspragungen der erklarenden Variable, die Treatments, vorgibt.

In Umfragedaten ist es dagegen in der Regel sinnvoller, auch die erkl&rende Variable X als Zu-
fallsvariable zu interpretieren, deren Realisierungen durch das Zufallsexperiment ,,einfache Zu-
fallsauswahl* festgelegt werden.

Die BLU-Eigenschaft gilt auch dann, wenn die vier Annahmen Linearitat, Unkorreliertheit von
erklarender Variable und Residualvariable, Homoskedastizitat und keine Autokorrelation unter
den Residuen konditional fur alle Auspragungen der erklarenden Variable X erftllt sind, obwohl
die erklarende Variable selbst eine Zufallsvariable ist. Dies ist dann der Fall, wenn die Regres-
sionsfunktion in der Population tatsachlich linear ist und die Residualvarianzen homoskedas-
tisch sind.
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Kausalinterpretation des Regressionsmodells

Sehr oft (wenn auch nicht immer) wird die mittels linearer Regression berechnete Beziehung
zwischen einer abh&ngigen Variable Y und einer erklarenden Variable X so interpretiert, dass die
erklarende Variable X als kausale Ursache von Y gesehen wird.

Trifft diese Kausalinterpretation der linearen Regression zu, dann bewirkt die Erhohung des
Wertes der erklarenden Variable X bei einem beliebigen Fall um +1 Einheit bei diesem Fall im
Durchschnitt eine Verdnderung der abhangigen Variable um 3 Einheiten.

Zwar ist B ein unbekannter Populationsparameter, doch wird er bei Erflllung der ersten beiden
Modellannahmen konsistent und erwartungstreu aus den Stichprobendaten geschatzt, so dass
davon ausgegangen wird, dass die Erhhung des Wertes der erklédrenden Variable X bei einem
beliebigen Fall um +1 Einheit zu einer durchschnittlichen \erdnderung der abhangigen Variable
um etwa b Einheiten fhrt.

Bei der Kausalinterpretation wird die Residualvariable U ebenfalls kausal interpretiert: U ist
dann die Zusammenfassung aller anderen EinflussgroRen, die auch auf die abhéngige Variable Y
wirken. Nur wenn diese Einflussgrofien und damit U nicht mit der erklérenden Variable X korre-
lieren, wird der kausale Zusammenhang unverzerrt geschétzt.

Wenn X um plus eine Einheit ansteigt, ist es aber auch dann nicht ausgeschlossen, dass sich zu-
fallig auch die Werte anderer Einflussfaktoren und damit der Wert der Residualvariable U an-
dert. Nur wenn U bei einer Anderung von X unverandert ist (konstant bleibt), dann steigt auch
der Wert von Y um genau f3 an.
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Kennwerteverteilung der Regressionskoeffizienten

Bei Gultigkeit der vier Bedingungen Linearitatsannahme, Unkorreliertheit von erkl&render Va-
riable und Residualvariable, Homoskedastizitat und keine Autokorrelation folgt nicht nur die
BLU-Eigenschaft, sondern in Anwendung einer Verallgemeinerung des zentralen Grenzwert-
satzes auch, dass bei einfachen Zufallsauswahlen die Quotienten aus den Differenzen der ge-
schatzten Regressionskoeffizienten und den Populationsparametern geteilt durch die geschéatz-
ten Standardfehler asymptotisch standardnormalverteilt sind:

|imf(af—°‘J: N(0,1) = ¢ und Iimf(b:BJz N(0L) =0

n n
—>0 Ga —>0 Gb

Wenn zusatzlich gilt, dass die Residualvariable U in der Population normalverteilt ist (Annah-
me 5), dann sind diese Quotienten unabhéngig vom Stichprobenumfang mit df = n-2 Freiheits-

graden exakt t-verteilt:
f(a_—a] ~t,_,und f[bj Bj —t,
Ga c$b

Um die Normalverteilung bzw. die T-Verteilung fir die Berechnung von Konfidenzintervallen
und die Durchfiihrung statistischer Tests anwenden zu kdnnen, missen die Standardfehler der
Regressionskoeffizienten bekannt sein bzw. konsistent geschatzt werden kénnen.
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Standardfehler der Regressionskoeffizienten
Wenn die vier Bedingungen der BLU-Eigenschaft erflllt sind, dann gilt fur die Standard-

schatzfehler der Regressionskoeffizienten unter fixed-X-Annahme bzw. konditional fir die
beobachteten Realisierungen von X:

(o)~ z(i T
L e BT

Die Formeln gelten fur die Regression der abhangigen Variable Y auf die erklarende Variable
X. Wird die Regression von X auf Y berechnet, miissen die Gleichungen entsprechend
angepasst werden:

U)|H

N o, 1
Sy

S(ayy)= \/* 2 1G(bxv)_T

Im folgenden wird davon ausgegangen, dass Y auf X regrediert wird. Bei der umgekehrten
Richtung sind alle Formeln entsprechend anzupassen.
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Standardfehler der Regressionskoeffizienten

Um die Standardfehler zu schétzen, muss zundchst die Varianz der Populationsresiduen ge-
schatzt werden. Ein konsistenter und erwartungstreuer Schatzer ist:

n w0 n )
Z(yi_yi) _;ei SSE n

2

= = = -SE
n-2 n-2 n-2 n-2

i=1

1\2_
Gy =

Der Quotient n-2 bei der Schéatzung der Residualvarianz und der Zahl der Freiheitsgrade bei An-
wendung der T-Verteilung ergibt sich daher, dass im Regressionsmodell die beiden Regressi-
onskoeffizienten o und B durch a und b geschéatzt werden und in die Berechnung der Residuen
einfliel3en.

Die geschétzten Standardfehler der Regressionskoeffizienten sind dann:

1 .2 - 2
7.le Zel -~ XZ S XZ
& = n o Gz _Su gy E .

Seewr n
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Standardfehler der Regressionskoeffizienten

Die Schétzung der Regressionskonstante und des Regressionsgewichts sind nicht unabhangig
voneinander, da beide Schatzungen auf den gleichen Daten beruhen. Tatsachlich geht in die
Schatzgleichung der Regressionskonstante o, bereits der Schatzer von 3 ein:
a=a=y-B-X=y-b-X
Da gezeigt werden kann, dass die Schatzer des Mittelwerts der abhangigen Variable und des Re-
gressionsgewichts statistisch unabh&ngig voneinander sind, und der Standardfehler des Mittel-
werts der abhangigen Variable die geschéatzte Residualvarianz geteilt durch die Fallzahl ist, kann
die Varianz der Kennwerteverteilung von a nach den generellen Regeln fur Varianzen von Line-
arkombinationen auch als Funktion der Varianz der Kennwerteverteilung von b dargestellt wer-
den, wenn entsprechend der Fixed-X-Annahme die erklarende Variable und damit auch ihr
Stichprobenmittelwert nicht als Zufallsvariable, sondern als Konstante aufgefasst wird::

2 2 <2 2
— - _ 6, _, © X" | o
Gaz=62(y—x-b):G§+X2~c§:—U+X2- = :(1+—J-—U

n n-s s2) n

Fur die Kovarianz der Schéatzungen von a und b folgt dann:
—X
o, =c(y-b-X,b)=—X-0l=— 0’
ab (y ) b SSX U
Flr den geschétzte Standardfehler wird wiederum o2, durch seinen Schétzer ersetzt.
Aus der negativen Kovarianz folgt, dass bei einer Uberschatzung der Regressionskonstante in
einer Stichprobe das Regressionsgewicht tendenziell unterschatzt und bei einer Unterschatzung

tendenziell Uberschatzt wird.
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Konfidenzintervalle der Regressionskoeffizienten

Da die Kennwerteverteilung der Residuen bekannt ist, kbnnen mit Hilfe der geschétzten Stan-
dardfehler Konfidenzintervalle fur die Regressionskoeffizienten berechnet werden.
Bei hinreichend grofRen Stichproben (n>30) kann die Standardnormalverteilung fur die Berech-
nung asymptotisch gultiger Konfidenzintervalle herangezogen werden.
Sind die Residuen in der Population normalverteilt, dann ergibt die T-Verteilung mit df = n-2
Freiheitsgraden exakte und nicht nur asymptotisch giltige Konfidenzintervalle. Bei einer
Irrtumswahrscheinlichkeit o berechnen sich die Intervalle nach:

CI(O(') =at 6a : tn—2;1—oc/2

Cl(B) = b =+ 6b : tn—Z;l—cx/Z

Da die Verwendung der T-Verteilung zu groReren Intervallen fuhrt als die Verwendung der
asymptotisch gultigen Standardnormalverteilung, wird die T-Verteilung im Sinne eines vor-
sichtigen oder konservativen Schatzens meistens auch dann angewendet, wenn die Normal-
verteilungsannahme fir die Populationsresiduen nicht gegeben ist.

Am Beispiel der Daten aus dem Allbus 2006 soll fir die Regression des Alters der Partnerin-
nen auf das Alter der Partner bei unverheirateten Lebensgemeinschaften das 95%-Konfidenz-
intervalle des Regressionsgewichts b berechnet werden.

Die notwendigen Statistiken sind bereits In Lerneinheit 4 berechnet. Um eine gréRere Rechen-
genauigkeit zu erreichen, werden im folgenden die mit dem Statistikprogramm SPSS berech-
neten Variationen verwendet.
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Konfidenzintervalle der Regressionskoeffizienten: Anwendungsbeispiel fur b
n =185, x, =6575,> x/ =272579;)_y, = 6060; )y = 232676; ) X, -y, = 249463;
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
a=1.614;b=0.876 ; SS. = 4301.696 ; s> = 23.252

Der geschatzte Standardfehler des Regressionsgewichts berechnet sich nach:

28
. 1 g7 1 4301696 _

C, = - — = 5 —
(ZXJ n-2 272579—6;3;: 185-2

Bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% (=100-95 %) wird das 97.5%-Quantil der T-
Verteilung mit df=185-2=183 Freiheitsgraden bendtigt, das zwischen 1.98 (df=120) und 1.96
(df=00) liegt. Im Sinne des vorsichtigen Vorgehens wird der grofRere Wert verwendet.

Die Grenzen des 95%-Konfidenzintervalls des Regressionsgewichts b betragen dann:

ci(B)=b+5,-t, ,, ., =0876+0.025-1.98 = 0.827 bis 0.926

Mit einer Wahrscheinlichkeit von 95% gehort das Intervall mit den Grenzen 0.827 und 0.926 zu
den Intervallen, die den Wert des Regressionsgewichts in der Population enthalten.
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Statistische Tests der Regressionskoeffizienten
Tests der Regressionskoeffizienten erfolgen ganz analog zu Tests von Populationsmittelwerten.

Schritt 1: Formulierung von Null- und Alternativhypothese

Bei den Regressionsgewichten kdnnen folgende Hypothesenpaare geprift werden:
(1) Hy: B=B, Vversus Hj: B =P,

(2) Hy:B<PB, versus H;:p>B,

(3) Hy:B=P, versus H;: B <P,

Schritt 2: Auswahl der statistischen Prifgrofie und Testverteilung
Als Teststatistik wird die Differenz des geschatzten Regressionsgewichts minus dem postu-
lierten Wert 3, durch den Standardfehler geteilt:

T:bjBO

Gy,

Bei Zutreffen aller funf Annahmen der OLS-Methode und einem Populationswert von f3, ist
die Teststatistik mit df = n-2 Freiheitsgraden t-verteilt.

Falls die Normalverteilungsannahme der Residuen nicht erfullt ist, ist die Teststatistik weiter-
hin anwendbar. Sie ist dann bei glltiger Nullhypothese (an der Stelle B=f3,) asymptotisch
standardnoralverteilt.

Wie bei den Konfidenzintervallen wird die T-Verteilung im Sinne eines vorsichtigen Vorge-
hens oft auch dann angewendet, wenn die Normalverteilungsannahme nicht gegeben ist.
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Statistische Tests der Regressionskoeffizienten

Schritt 3: Festlegung von Irrtumswahrscheinlichkeit und kritischen Werten

* Die Irrtumswahrscheinlichkeit a ist die Wahrscheinlichkeit, mit der die Nullhypothese
falschlichersweise abgelehnt wird, wenn B=4,.
In der Regel wird sie auf 5% oder 1% festgesetzt.

* Die kritischen Werte trennen den Annahmebereich des Wertebereichs der Teststatistik vom
Ablehnungsbereich.
Wenn die Nullhypothese falsch ist, ist die Teststatistik T nichtzentral t-verteilt bzw. asymp-
totisch normalverteilt mit einem Erwartungswert ungleich Null.

Die Nullhypothese wird daher abgelehnt, wenn bei der Priifung von

(1) Hy:B=By T <typ greno O0Er T>1ty o g, DZW.

(2) Hy:B<PBy T>ty g grno bZW.

(3) Hy:B=By T<ty gr=no-

Anstelle der Quantile der T-Verteilung kénnen bei groRen Fallzahlen auch die entsprechenden

Quantile der Standardnormalverteilung herangezogen werden.

Schritt 4: Berechnung der Teststatistik und Entscheidung

Auf der Basis der Stichprobendaten wird der Wert der Teststatistik berechnet mit den kriti-
schen Werten verglichen und die Nullhypothese entsprechend abgelehnt oder beibehalten.
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Statistische Tests der Regressionskoeffizienten

Schritt 5: Uberprufung der Anwendungsvoraussetzungen

Zur Uberpriifung der Anwendungsvoraussetzungen werden oft erganzende Datenanalysen
durchgefuhrt, die spater vorgestellt werden..

Fur die asymptotische Normalverteilung gilt als Faustregel, dass die Stichprobe mindestens 30,
besser mindestens 50 Falle umfassen sollte (n > 30 bzw. 50).

Tests von Regressionskonstanten
Tests der Regressionskonstanten sind ganz analog.
Die Teststatistik ist hier:

T30

~

O,

Geprift werden die Hypothesen

(1) Hya =0, versus H;:o#ay,
(2) Hy:a<o, versus Hi:o>a
(3) Hy:aa=0, versus Hioa<a,

Abgelehnt werden die Nullhypothesen, wenn bei

(D) Hyra=ay T<ty, gno 0derT>1_ ) gipo bzw.

(2) Hyra<og T>t  geno DZW.

(B) Hyrazoy T<t, geno

Anstelle der T-Verteilung kann wiederum die Standardnormalverteilung verwendet werden.
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Anwendungsbeispiel

Theoretisch sollte bei gleichem durchschnittlichen Alter der beiden Partner die Regressions-
konstante gleich Null und das Regressionsgewicht gleich Eins sein. Dies soll mit einer Irrtums-
wahrscheinlichkeit von jeweils 5% gepruft werden.

Schritt 1: Formulierung der Hypothesenpaare
Im Beispiel kdnnen die Forschungshypothesen nicht als Alternativhypothesen formuliert wer-
den. Sie werden daher als Nullhypothese formuliert:

Hy:o=0vs.Hi:a=0und Hy: B=1vs. H: =1

Schritt 2: Auswahl von Teststatistik und Testverteilung

Auch wenn die Populationsresiduen moglicherweise nicht normalverteilt sind, kann der T-Test
mit df=n-2=183 Freiheitsgraden herangezogen werden. Da hier die Forschungshypothese Null-
hypothese ist, wird jedoch die Standardnormalverteilung herangezogen.

Schritt 3: Irrtumswahrscheinlichkeit und kritische Werte

Bei der vorgegebenen Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% werden die 2.5%- und 97.5%-Quan-
tile der Standardnormalverteilung benétigt, also +1.96.

Ware die Forschungshypothese Alternativhypothese wiirden stattdessen die Quantile der T-Ver-
teilung mit df=183 Freiheitsgraden als kritische Werte verwendet.
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Statistische Tests der Regressionskoeffizienten: Anwendungsbeispiel

Schritt 4: Berechnung und Entscheidung
Die Teststatistiken ergeben:

- 0.876-1
025

Ho:B=1vs. H:B#1=2Z

1.614

=1.711
\/ 272579/185  4301.696
27257965757 /185 183

Hyia=0vs.Hia#0=Z=

Da der Z-Wert des Regressionsgewichts mit —3.07 kleiner ist als —1.96, wird die Nullhypothese,
dass das Gewicht genau Eins ist, abgelehnt.

Beibehalten wird dagegen die Nullhypothese, dass die Regressionskonstante Null ist, da hier
der Z-Wert mit 1.711 < 1.99 ist.

Offenbar gilt nicht nur in der Stichprobe, dass die Altersdifferenz der Partner mit dem Alter
systematisch variiert.

Schritt 5: Anwendungsvoraussetzungen

Da die Fallzahl mit n=153 Fallen groRer 30 ist, kann davon ausgegangen werden, dass die Re-
gressionskoeffizienten asymptotisch normalverteilt sind, falls die Linearitatsannahme und die
Homoskedastiztatsannahme erfllt sind und keine Autokorrelation vorliegt.
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Konfidenzintervalle und Test von Vorhersagen

Konfidenzintervalle und Tests konnen sich nicht nur auf Regressionskoeffizierten, sondern
auch auf die bedingten Mittelwerte (Vorhersagewerte) beziehen.

Da §,=a+b-x, folgt nach den Regeln fur Linearkombinationen von zwei Zufallsvariablen
(hier: die Schatzer der Regressionskoeffizienten ,,a“ und ,,b*) bei gegebenem (als Konstante
betrachteten) Wert x;:

G(;LYXX]):G(aﬂj.b):c(m(xj_x).b)zJ“_h@.s :J“@.G_u

n $  n 2 Jn

Wird die Varianz der Populationsresiduen durch seinen Schétzer ersetzt, ergibt sich der
geschétzte Standardfehler fur die bedingten Mittelwerte:

cn~N

2
(xi-%) | & j~X
Af A j U ) ~
olp,, )= 1+—> | 2 = || = +~—"—|-6], =6, - /h.
( Ypxy s2 n n n-s °oE N

Der in der Klammer stehende Faktor h; wird in der Literatur als Hebelwert (engl.: leverage)
bezeichnet.

Die Standardfehler werden um so groRer, je weiter eine Auspragung X; vom Mittelwert der er-
klarenden Variablen entfernt ist, da im Zahler des zweiten Summanden in der Wurzel, also im
Hebelwert, der quadrierte Abstand zum Mittelwert vorkommt.
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Standardfehler eines bedingten Mittelwerts

Wenn x; gleich dem Mittelwert der erklarenden Variable ist, dann reduziert sich der Vorher-
sagewert auf den Mittelwert der abhangigen Variablen. Dieser Wert l&sst sich relativ genau
schatzen. Der Standardfehler des bedingten Mittelwerts ist dann gleich dem Standardfehler
der Residualvariable U geteilt durch die Wurzel aus der Fallzahl.

Je weiter X; vom Mittelwert entfernt ist, desto starker muss beriicksichtig werden, dass das ge-
schatzte Regressionsgewicht moglicherweise vom tatsachlichen Regressionsgewicht abweicht,
weil die mogliche Differenz zwischen der tatsdchlichen Regressionsgeraden und der geschétz-
ten Regressionsgeraden groRer wird, je starker man sich den Randern der Verteilung néhert.
Der Standardfehler eines Vorhersagewertes wird daher an den Randern der Verteilung immer
groler.

Soll dass (1-a)-Konfidenzintervall eines bedingten Mittelwerts berechnet werden, ergibt es
sich somit als: _ A
C-'-(HYX=XJ ) =Yy;* G(nyzxj ) Liton 210 ar2

Der geschétzte Standardfehler kann auch verwendet werden, um einen bedingten Mittelwert zu
testen. Die Vorgehensweise entspricht dem Test eines Regressionskoeffizienten.
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Standardfehler eines bedingten individuellen Vorhersagewertes

\on der Schéatzung eines bedingten Mittelwertes zu unterscheiden ist die Schatzung eines indi-
viduellen Vorhersagewertes der abhangigen Variable.

Bei der Punktschatzung sind bedingter Mittelwert und individuelle Vorhersage gleich, weil die
beste Vorhersage der bedingte Mittelwert ist. Bei der Intervallschitzung oder dem Tests eines
individuellen Vorhersagewertes ist dagegen zu berticksichtigen, dass die einzelnen Realisatio-
nen um die Regressionskurve streuen.

Da bei homoskedastischen Populationsresiduen die Realisationen mit der Varianz 2, um die
Regressionsfunktion streuen, ist der quadrierte Standardfehler eines individuellen Vorhersage-
wertes gleich der Summe der Varianz des bedingten Mittelwertes plus der Residualvarianz. Ein
Standardfehler fur einen individuellen Vorhersagewert betragt daher:

2
3(?j):\/aZ(Qij)+33:,/(hj+1)-af,: %+%+1 &2 =5, JiTh
X; —X

i=1

Konfidenzintervall einer individuellen Vorhersage berechnen sich entsprechend nach:
C'i'(Yj) =y 6(Yj) “Lotn21-ai2
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Konfidentintervall und Test von Vorhersagen
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Die Abbildung zeigt die Grenzen der Konfidenzintervalle sowohl der bedingten Mittelwerte wie
der individuellen Vorhersagewerte fir die 185 Falle der Allbus-Stichprobe.

Die Grenzen fir die einzelnen Realisationen (griine Kurven) sind deutlich weiter von der Re-
gressionsgerade entfernt als die Grenzen der Intervalle fur die Mittelwerte (rote Kurven).

Bei 5% Irrtumswahrscheinlichkeit sollten auch nur etwa 5% der 185 Félle, also zwischen 9 und
10 Félle auRerhalb der Grenzen der Konfidenzintervalle liegen.

Tatsachlich liegen 10 Félle auf den Intervallgrenzen oder auf3erhalb der Intervallgrenzen, was
darauf hinweist, dass die Standardfehler recht gut geschéatzt werden.
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Tests von Hypothesen tiber Kovarianzen, Korrelationen und Determinations-
koeffizienten

Da sich die Fallzahlen bei der Berechnung des Regressionsgewicht herauskirzen, gilt:

SP,, SP,,
b=SPXY B :SXY — Sxy Oy r Sy _n-1 _6XY
SSx & Si Sx *Sy Sx Sx SS 6§<

n n- l

Wenn das Regressionsgewicht b null ist, ist daher auch die Kovarianz, die Korrelation und ihr
Quadrat, der Determinationskoeffizient, null.

Der Test des Regressionsgewichts mit 3, = 0 prift also gleichzeitig auch die Hypothese, dass
die Kovarianz, die Korrelation und der Determinationskoeffizient null sind.

Neben dem T-Test bzw. dem asymptotischen Z-Test gibt es im Regressionsmodell alternative
Tests mit anderen Testverteilungen, die in spateren Lerneinheiten vorgestellt werden.

Kontrolle der Anwendungsvoraussetzungen

Die Eigenschaften der OLS-Schétzung des linearen Regressionsmodells sind an die oben vor-
gestellten Anwendungsvoraussetzung bzw. -annahmen gebunden.

Zur Kontrolle der Anwendungsvoraussetzungen gibt unterschiedliche Maoglichkeiten. Neben
speziellen Tests, die in spateren Lerneinheiten diskutiert werden, werden im Folgenden grafi-
sche Inspektionen von Streudiagrammen vorgestellt, um die Linearitat der Regressionsfunk-
tion, Homoskedastizitdt und Normalverteilung der Residuen sowie den Einfluss von Ausrei-
Rern in den Daten zu untersuchen.
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Kontrolle der Anwendungsvoraussetzungen der Regression

Wenn die Modellannahmen erftllt sind, sollten die Realisationen der Residualariable U bei
allen Auspragungen der erklarenden Variable X bzw. der Vorhersagewerte

» Erwartungswerte von Null aufweisen (Linearitdtsannahme),

* nicht mit den erkl&renden Variablen korrelieren (Unkorreliertheit),

* die gleiche Varianz aufweisen (Homoskedastizitatsannahme),

* voneinander unabhéngig sein (keine Autokorrelation) und

» moglichst normalverteilt sein (Normalverteilungsannahme).

Da anstelle der Populationskoeffizienten o und 3 nur deren Schatzungen a und b vorliegen,
konnen anstelle der Realisierungen u; von U nur die Stichprobenresiduen e; von E betrachtet
werden.

Betrachtet man die Stichprobenresiduen anstelle der Populationsresiduen folgt jedoch aus den
Eigenschaften der OLS-Schétzung,

* dass der Mittelwert der Stichprobenresiduen null ist und

» dass die Stichprobenresiduen nicht mit der erklédrenden Variablen korrelieren.

Hinzu kommt, dass die Stichprobenresiduen zwangslaufig bei verschiedenen Auspragungen
der erkldrenden Variablen unterschiedliche Varianzen aufweisen mussen, selbst wenn die
Populationsresiduen homoskedastisch sind. Dies liegt daran, dass die Auspragungen y; der
abhéangigen Variablen Y die Summe der Vorhersagewerte und der Stichprobenresiduen sind:

Yi=VYitE& = Hyxy TE
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Kontrolle der Anwendungsvoraussetzungen der Regression

Aufgrund der Unkorreliertheit von Vorhersagewerten und Stichprobenresiduen ist die bedingte
Varianz von y; gegeben x; die Summe aus der Varianz der Regressionsfunktion an der Stelle x;
und der Varianz des Stichprobenresiduums:

o’ (y[x;) =0’ (ﬁv\x:xi + ei) =’ (ﬁv\x:xi )+ c’(e)=h;-of +0°(e)
In der Gleichung ist h; wieder der Hebelwert (leverage) an der Stelle X;.

Da die bedingte Varianz von Y gegeben X=x; bei homoskedastischen Residuen aber stets auch
gleich der Varianz der Populationsresiduen ist:

o’ (yifxi) =0,

folgt flr die Varianz jedes Stichprobenresiduums e;:

—\2
Gz(ei):GfJ_Gz(uy‘x:xi)zca_hi'cé:Gﬁ‘(l—hi):Gﬁ- 1—2——(Xi_ )

Die Varianz eines Stichprobenresiduums e; ist also um so Kkleiner, je weiter der zugeordnete
Wert x; vom Mittelwert der erklarenden Variablen entfernt ist.
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Kontrolle der Anwendungsvoraussetzungen der Regression

Ersetzt man die Populationsvarianz von U durch den erwartungstreuen Schétzer dieser Varianz
und zieht die Wurzel aus der Varianz, ergibt sich der geschétzte Standardfehler eines Residuums

6(e)=6,-1-h, =6,-

Bei der Kontrolle von Modellannahmen werden daher meist anstelle der Stichprobenresiduen E
die standardisierten Residuen E” betrachtet, die sich ergeben, wenn jedes Residuum e; durch
seinen Standardfehler dividiert wird:

" 5(e)

n e? )
29 1 (x-x

=

Zur Unterscheidung von einer Standardisierung uber die Z-Transformation werden die durch
ihren Standardfehler geteilten Residuen auch als studentisierte Residuen bezeichnet.
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Kontrolle der Linearitatsannahme
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Zwischen der abhangiger Variable und standardisierten Residuen besteht notwendigerweise
eine positive Korrelation, da die abhéngige Variable eine Funktion der unstandardisierten Resi-
duen ist. Auf Nichtlinearitat weist ein Streudiagramm hin, bei dem die Punktewolke nicht
gleichmalig ansteigt.
Zur Verdeutlichung sind eine lineare (blau durchgezogen) und eine quadratische (rot gepunk-
tet) Trendlinie in die Grafiken eingefiigt. Die Kurven unterscheiden sich praktisch nicht, was
auf einen linearen Zusammenhang hinweist.
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Kontrolle der Homoskedastizitdtsannahme
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Dass es im Streudiagramm fir die Beispieldaten mehr Félle bei niedrigen als bei hohen Vorher-
sagewerten gibt, spricht nicht gegen die Homoskedastizitdtsannahme,

Auf der anderen Seite sind grol3e studentisierte Residuen aber vor allem bei mittleren und ho-
hen Vorhersagewerten zu beobachten und kleinere bei niedrigen Vorhersagewerten. Dies kénn-
te ein Hinweis darauf sein, dass bei hoherem Alter die Residualvarianzen zunehmen, die indivi-
duellen Vorhersagen also ungenauer werden und die Irrtumswahrscheinlichkeiten von Konfi-
denzintervallen und Tests nicht korrekt sind.

Vorlesung Statistik 3 L05-28




Kontrolle der Normalverteilungsannahme

Obwohl die Normalvereilungsannahme relativ unproblematisch ist, ist es moglich, sie zu tber-
prifen. Dazu wird oft ein sogenanntes Q-Q-Plot betrachtet, bei denen die studentisierten Resi-
duen gegen Quantile der Standardnormalverteilung (z-Werte) abgetragen werden, die aus der
kumulierten Haufigkeitsverteilung der Residuen berechnet werden.

Die z-Werte berechnen sich nach:  z, = cI>‘1[cpi —;)

Im Beispiel der Regression des Alters der Partnerin auf das Alter des Partners ergibt sich fur
den ersten Fall der der Grél3e nach sortierten Realisierungen der studentisierten Residuen eine
kumulierte relative Haufigkeit von 1/n, bei den Allbus-Daten 1/185. Der z-Wert fur dieses Re-
siduum ist dann der Quantilwert der Standardnormalverteilung, der der relativen Haufigkeit
von 0.0027 (=1/185 — 0.5/185)entspricht, das ist —2.7822

Der zehntkleinste Wert korrespondiert entsprechend mit dem z-Wert zum relativen Anteil
0.0514 (=10/185 — 0.5/185), was einen z-Wert von —1.6314 entspricht.

Wenn die Residuen normalverteilt sind, sollte das Streudiagramm der studentisierten Residuen
gegen die Z-Werte dieser Q-Q-Plot eine Punktewolke zeigen, die relativ eng entlang der 45°-
Gerade im Streudiagramm verlauft. Wenn es deutliche Abweichungen gibt, spricht dies gegen
die Normalverteilungsannahme
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Kontrolle der Normalverteilungsannahme
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Die Abbildung zeigt, dass die Punktewolke tatsachlich ziemlich eng entlang der 45°-Achse
verlauft, was daftr spricht, dass die Residuen ann&hernd normalverteilt sind.
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AusreifRer und einflussreiche Falle

Eine implizite Annahme aller statistischer Analysen ist, dass die Population, aus der die Falle
kommen, homogen ist. Wenn die Stichprobe ndmlich Falle enthélt, die von den Gbrigen Féllen
deutlich abweichen, kann es zu Verzerrungen der Ergebnisse kommen.

Generell haben Datenpunkte, die weit vom Schwerpunkt der Punktewolke der abhangigen und
unabhangigen Variablen entfernt sind, ein grélReres Gewicht bei der Bestimmung der Regres-
sionsgeraden, was daran liegt, das die Regressionsgerade immer durch den Schwerpunkt der
Punktewolke verlauft und gleichzeitig die Summe der quadrierten Abweichungen von der Ge-
rade minimiert werden, groRe Abweichungen also starker einflie3en als kleine Abweichungen.
Sichtbar wird dies an den Hebelwerten h;, die in die Berechnung der standardisierten Residuen
einflieRen. Je grolRer ein Hebelwert ist, desto starker bestimmt der entsprechende Fall die Lage
der Regressionsfunktion.

Neben der Hebelkraft bestimmt auch der Wert des Residuums e; den Einfluss, den ein Fall i auf
die Lage der Regressionsgerade hat. Grofie Residuen weisen darauf hin, dass ein Fall die Lage
relativ stark beeinflusst. Das nach dem Statistiker Cook benannte Mal} Cooks Distanz D erfasst
den Einfluss eines Falles, wobei sowohl die Hohe des Residuums als auch der Hebelwert in die
Berechnung eingeht:
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AusreifRer und einflussreiche Falle
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In der Abbildung sind die Kurve der Hebelwerte h; und Cooks Distanzen D; nach den Werten
der unabhéngigen Variablen X (Alter des Mannes) als Punkte eingezeichnet. Deutlich sichtbar
ist der u-formige Verlauf der Hebelkraftwerte.

Interessanter sind Cooks Distanzen. Wahrend die meisten Werte recht klein sind, gibt, es doch
zwei starker herausragende Félle, die hier rot markiert sind.
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AusreifRer und einflussreiche Falle
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Werden diese beiden Félle von der Analyse ausgeschlossen und die Regression fur die verblei-
benden 183 Falle berechnet, so ergibt sich als neue Vorhersagegleichung:

Y =0.983+0.901- X anstelle von Y =1.614 + 0.876- X

Der Ausschluss der beiden Félle hat also merkliche Auswirkungen auf die Schéatzung der Re-
gressionskoeffizienten.

Vorlesung Statistik 3 L05-33

Ausreifler und einflussreiche Falle

Dieser Effekt allein sollte allerdings nicht als hinreichender Grund genommen werden, die bei-
den Falle tatsachlich von der Analyse auszuschlieR3en.

Wenn es sich namlich nicht um einen Datenfehler handelt, kann der Ausschluss abweichender
Félle zur Missachtung besonders interessanter Informationen fuhren.

Eine bessere Strategie besteht daher darin, sich solche abweichenden Falle naher anzusehen.

Konsequenzen von Verletzungen der Modellannahmen

Um zu demonstrieren, welche Auswirkungen es hat, wenn die Anwendungsvoraussetzungen
nicht erfallt sind, kénnen Simulationsstudien durchgefihrt werden. Diese fiihren zu folgenden
Ergebnissen:

(1) Die Verletzung der Normalverteilungsannahme hat auf die Schatzung der Regressionsko-
effizienten und Standardfehler keine Auswirkungen.

(2) Ist dagegen die Linearitatsannahme verletzt, schétzt die OLS-Regression eine lineare
Trendlinie, die im Sinne der kleinsten Quadrate die bestmdgliche lineare Annéherung an
die tatsachliche nichtlineare Regressionsfunktion ist.

Die Standardfehler der Koeffizienten der Trendlinie kénnen allerdings verzerrt sein, weil
selbst bei einer homoskedastischen Residualvarianz der Wahren nichtlinearen Regressions-
funktion die Abweichungen von der Trendlinie heteroskedastisch sind.
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Konsequenzen von Verletzungen der Modellannahmen

(3) Besteht in der Population eine lineare Beziehung, bei der die Residuen mit der erkl&arenden
Variable korreliert sind, dann kénnen die Koeffizienten der datengenerierenden linearen
Gleichung nur verzerrt geschatzt werden. Der Erwartungswert der Schatzer ist auch hier
eine optimale Trendlinie und nicht die wahre lineare Beziehung zwischen den Variablen.
Wenn die Korrelation zwischen den Residuen und der erklarenden Variable durch eine
lineare Beziehung hervorgerufen wird, ist diese Trendlinie gleichzeitig die zutreffende
lineare Regression von Y auf X (allerdings nicht die zutreffende kausale Beziehung zwi-
schen Y und X). Falls die Residuen zudem homoskedastisch sind, werden die Standard-
fehler der Koeffizienten der Trendlinie unverzerrt geschéatzt.

(4) Bei heteroskedastischen Residuen werden die Regressionskoeffizienten unverzerrt ge-
schatzt. Die geschétzte Residualvarianz in der Population und die Standardfehler der
Regressionskoeffizienten kdnnen jedoch stark verzerrt sein, wodurch auch Konfidenz-
intervalle und Tests unbrauchbar werden.

Wenn allerdings die Fallzahlen bei allen Auspragungen der erklarenden Variablen gleich
(und groRer 1) sind, werden die Standardfehler recht robust geschatzt.

(5) Autokorrelation unter den Residuen hat die gleichen Konsequenzen wie heteroskedasti-
sche Residualvarianzen: die Regressionskoeffizienten werden unverzerrt geschétzt, die
Standardfehler sind dagegen verzerrt und werden bei positiven Autokorrelationen unter-
schatzt.
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Lerneinheit 6: Tests von Mittelwertdifferenzen

In vielen sozialwissenschaftlichen Fragestellung geht es um den Vergleich von Mittelwerten.
Beispiele sind:
 \erdienen Frauen weniger als Manner?
« Stufen sich die Personen in den neuen Bundeslandern im Mittel als starker links ein als
in den alten Bundesléandern?
Statistisch lassen sich solche Fragen auf das Problem zurlckftihren, ob sich die (Sub-) Popula-
tionsmittelwerte p, und p, unterscheiden bzw. ob sich zwei Zufallsvariablen Y, und Y, in ihren
Erwartungswerten p, und p, unterscheiden.
Zur Beantwortung dieser Fragestellung gibt es spezielle Tests, die in der Sozialforschung sehr
oft angewendet werden. Diese Tests kdnnen aber auch als Spezialfalle der Anwendung des
linearen Regressionsmodells aufgefasst werden.

Abhéangige und unabhéangige Stichproben

Bevor die Logik des Mittelwertvergleichs vorgestellt wird, muss noch eine wichtige Unter-
scheidung erlautert werden. Statistische Tests tiber einen méglichen Unterschied zwischen
zwei Populationsmittelwerten bzw. Erwartungswerten p, und i, basieren auf Stichproben-
daten, die zu zwei Stichprobenmittelwerten y, und y, fuhren, die Schatzungen der beiden
Populationswerte oder Erwartungswerte sind. Die Standardfehler und Teststatistiken unter-
scheiden sich beim Mittelwertvergleich ndmlich danach, ob die Daten aus unabhéngigen oder
aus abhéangigen Stichproben kommen.
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Abhéngige und unabhéangige Stichproben

Unabhéngige Stichproben:
Die Félle, die in die Berechnung des ersten Stichprobenmittelwerts eingehen, bilden eine Varia-
ble Y, die Félle die in die Berechnung des zweiten Stichprobenmittelwerts einfliel3en, bilden
eine Variable Y,. Wenn die Félle von Y, und Y, statistisch unabhéngig voneinander zufallig
ausgewahlt sind, liegen unabhangigen Stichproben vor.
Die Variablen Y, und Y, beziehen sich dann in der Regel auf die gleiche Eigenschaft, die bei
Fallen aus zwei unterschiedlichen Gruppen erfasst wird.
Y, konnte z.B. das Einkommen von Frauen bezeichnen und Y, das Einkommen von Mén-
nern. Die beiden Stichproben sind statistisch unabh&ngig voneinander, wenn entweder
jeweils getrennte Stichproben aus der Population der Manner und der der Frauen gezogen
werden, oder wenn - wie in vielen Umfragen tblich - unabhangig voneinander Personen
ausgewahlt werden und das Geschlecht bei der Auswahl keine Rolle spielt.
Da Populationsmittelwerte von zwei Gruppen (z.B. der Gruppe der Frauen und der Gruppe der
Ménner) verglichen werden, wird auch von einem Gruppenvergleich gesprochen.

Abhangige Stichproben:

Wenn sich die Realisationen der beiden Variablen Y, und Y, auf die gleichen Untersuchungs-

einheiten beziehen, liegen abhangigen Stichproben vor.
Ein Beispiel kdnnte etwa der Vergleich des Einkommens von zusammenlebenden Mannern
und Frauen sein. Die betrachteten Paare bilden dann jeweils eine Untersuchungseinheit,
die zusammen in die Stichprobe aufgenommen werden.
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Abhéngige und unabhéangige Stichproben

Verdeutlichen lasst sich der Unterschied zwischen abhangigen und unabhéngigen Stichproben
mit Hilfe von Kreuztabellen:

Abhéngige Stichproben: Unabhéngige Stichproben:
Zeilen- Spaltenvariable Y, Gruppierungsvariable (X)
variable Y,| Y,=1 Y,=2 Y,=3 ) X=1 X=2
Y,=1 120 100 80 300 Y=1 120 100
Y,=2 100 200 100 400 Y.=2 100 200
Y,=3 80 100 120 300 Y, =3 80 100
2 300 400 300 1000 n 300 400

Bei zwei voneinander abhangigen Stichproben bzw. Verteilungen (linke Tabelle) werden die
beiden Randverteilungen einer Kreuztabelle betrachtet. Dadurch, dass sich die beiden Randver-
teilungen auf die gleichen Félle beziehen, kann eine statistische Abh&ngigkeit bestehen.
Im Beispiel sient man, dass jeder der 1000 Félle sowohl eine Auspragung bei Y, wie bei Y,
hat. Die zu vergleichenden Mittelwerte von basieren daher auf den gleichen Fallen, fur die
jeweils Realisierungen von 2 Variablen Y, und Y, vorliegen. Daher sind die beiden Stich-
proben voneinander abhangig .

Bei zwei voneinander unabhangigen Stichproben bzw. Verteilungen werden durch die Grup-
pierungsvariable definierte bedingte Verteilungen analysiert (rechte Tabelle). Jede Verteilung
basiert dann auf unterschiedlichen Fallen, wobei auch die Fallzahl in den Gruppen verschieden
sein kann. Die Falle in den beiden Verteilung mussen unabhéngig voneinander in die jeweilige
Stichprobe aufgenommen sein. Es besteht somit kein statistischer Zusammenhang zwischen der

Auswahl eines Falles in der ersten und eines Falles in der zweiten Gruppe.
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Unabhéangigkeit in abh&ngigen Stichproben

Unabhéngige Stichproben:
Gruppierungsvariable

X=1 X=2 Im Beispiel der unabhangigen Stichproben betragt die Fall-
Y, =1 120 100 zahl in der ersten Gruppe 300 Félle und in der zweiten Grup-
Y:=2 100 200 pe 400 Falle. Kein Fall einer Gruppe ist auch Fall in der an-
Y, =3 80 100 deren Gruppe. Die Stichproben sind unabhangig voneinander.
n 300 400

Hinweis:

Abhéangigkeit bei der Stichprobenziehung bedeutet nicht notwendigerweise, dass die beiden
Variablen tatsachlich statistisch zusammenhangen. Die gemeinsame Verteilung der beiden
Variablen kann so beschaffen sein, dass die Verteilungen voneinander unabhéngig sind.

Im folgenden Beispiel sind die Besetzungszahlen (absoluten Haufigkeiten) in den Tabellenzel-
len so beschaffen, dass statistische Unabhéngigkeit besteht.

Obwohl die Stichprobe auf gemeinsamen Fallen beruht, es sich also um eine abhangige Stich-
probe handelt, sind Y, und Y, statistisch unabhéangig voneinander und die Kovarianz ist Null.

Zeilen- Spaltenvariable Y, Yi=Y,=2
variable Y,| Y,=1 Y,=2 Y,=3 | 3 s(Y,,Y,) = (60x(1-2)-(1-2) + 80x(1-2)-(2-2)
Y, =1 60 80 60 | 200 + 60x(1-2)-(3-2) + 180x(2-2)-(1-2)
Y,=2 | 180 240 180 | 600 + 240%(2-2)-(2-2) + 180x(2-2):(3-2)
Y, =3 60 80 60 | 200 + 60x(3-2)-(1-2) + 80x(3-2)-(2-2)
Y 300 400 300 | 1000 + 60x(3-2)-(3-2) ) / 1000 = 0.0
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Mittelwertvergleich bei unabhéngigen Stichproben

Fur inferenzstatistische Aussagen uber Mittelwertvergleiche werden die Standardfehler der
Differenzen von Stichprobenmittelwerten bendétigt.

Aus dem zentralen Grenzwertsatz folgt, dass die Kennwerteverteilung von Stichprobenmittel-
werten bei nahezu beliebiger Verteilung einer Variable in der Population asymptotisch normal-
verteilt ist, wenn die Falle, die in die Berechnung der Mittelwerte eingehen, als statistisch un-
abhangige identisch verteilte Realisierungen von Zufallsvariablen aufgefasst werden kdnnen.
Bei einfachen Zufallsauswahlen (mit Zurticklegen) gilt fur jeden Mittelwert einer Variable Y :

Vi n:wN<Mk;Gi/nk)

Dabei steht p, fir den Erwartungswert bzw. Populationsmittelwert von o2, fiir die Populations-
varianz von Y, und n, fiir die Fallzahl. Die asymptotische Verteilung gilt unabhéngig davon, ob
die Populationsvarianz 2, bekannt ist oder aus den Stichprobendaten konsistent geschatzt wird.

Linearkombinationen von (asymptotisch) normalverteilten Variablen sind wiederum (asympto-
tisch) normalverteilt. Daher ist die Differenz von zwei Stichprobenmittelwerten ebenfalls
(asymptotisch normalverteilt). Flr die Erwartungswerte und Varianzen der Differenz ergibt
sich nach den generellen Regeln fir Linearkombinationen (s. L04-22ff.):

2 2

w(Y,=¥,) =n(0+1-¥,+(-1)- V) = u(¥a) —n(Va) = s — 1, o

62(71_72):62(0_,_1,71_,_(_1).71):(52(71)+(52(72)—2-(5(?1,72)=n—1+n—2—2'0-
LY
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Die Varianz der Kennwerteverteilung der Mittelwertdifferenz kann dann konsistent und erwar-
tungstreu aus den Stichprobendaten geschéatzt werden:

Ny Ny

Z(Y1,i_371) Z(yz,i_yz) Gf ~>

~2(g v |- =l i=1 = &: 51
5 (¥:-Y.) (nl_l).nl+(n2—1)-n2 n1+n2 n1—1+n2—1

Daher ist die Teststatistik:
Z:(Vl_yz)_u_ (71—72)—M _(71—72)—!4 (yl_yz)_
+

0
5(Y,-Y,) ss, . S§ 5,60 st S5
n,-(n,—-1) n,-(n,-1) n, n, n-1 n,-1

asymptotisch mit einer Varianz von 1 normalverteilt.
Der Erwartungswert von Z ist gleich der Differenz der Konstante p von der Differenz der Po-
pulationsmittelwerte:

H(Z) = (Mg — Hp) — K.

Wenn die Differenz der Populationsmittelwerte also gleich der in der Teststatistik vorgegebe-
nen Konstante W ist: p, — K, = W, dann ist Z asymptotisch standardnormalverteilt.
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Mittelwertvergleich bei unabhéangigen Stichproben

Teststatistik bei gleichen Varianzen in den Gruppen:

Wenn vermutet wird, dass sich die Verteilungen von Y, und Y, in der Population héchsten nur
in ihren Mittelwerten unterscheiden, dann sind die Populationsvarianzen gleich. Statt getrenn-
ter Schatzungen der Populationsvarianz bietet es sich dann an, eine gemeinsame Schatzung zu
verwenden, da diese einen kleineren Standardfehler aufweist als die getrennten Schéatzungen
der Varianzen in den Gruppen.

Die gemeinsame (engl: ,,pooled*) Schétzung der Populationsvarianz betragt:

n

—\2 % _\2
;(yh_yl) +;(y2’i_y2) :n1~sf+n2-s§ (n,-1)-&%+(n, -1) &7

G =
pooled
n,+n,—2 n,+n,-2 n,+n,—2
Hinweis:
Diese Schatzung der gleich grof3en Populationsvarianz um moglicherweise unterschiedliche
Mittelwerte sollte nicht mit der Berechnung der Gesamtvarianz von Zusammenfassungen ver-

wechselt werden, fur die gilt:

ny 2 n, )
Yii=Y1) t2\Y2i Y v _v) v v\ v v
52_;( 8 1) ;( 3 2) N (-y) +n,-(%.-Y) . n-¥+n,-9,
= + mity =
n,+n, n,+n, n,+n,
Der erste Summand der Gesamtvarianz stimmt bis auf den Wert —2 im Nenner mit der gemein-
samen Schatzung der Populationsvarianz tberein. Der zweite Summand ist der Teil der Ge-

samtvarianz, der sich durch unterschiedliche Gruppenmittelwerte ergibt.
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Mittelwertvergleich bei unabhangigen Stichproben und gleichen Varianzen

Bei angenommener gleicher Populationsvarianz in den Gruppen andert sich der geschéatzte
Standardfehler im Nenner der Teststatistik des Mittelwertvergleichs, da die gemeinsame Vari-
anz anstelle der getrennten Varianzschatzungen genutzt wird:

Z:(Vl_VZ)_“: (71_72)_“ _ (Vl_yz)_ll _ (71—72)—M

ol 6o _\J ~2 ~2 2 2
G(yl y2) G pooled +Gpooled &2 . 1 n 1 n,-S +N,-S; . 1 + 1
pooled
n, n, n, n, n,+n,-2 n-1 n,-1

Die Teststatistik ist wieder asymptotisch standardnormalverteilt, wenn die Konstante L = p, —
M, ist, ansonsten normalverteilt mit dem Erwartungswert p(Z) = g, — 1, — M.

Welche Teststatistik sollte angewendet werden?

Wenn bekannt ist, dass die Populationsvarianzen in beiden Gruppen gleich groR? sind, sollte die
gemeinsame Schétzung der Populationsvarianz verwendet werden. In der Regel ist dies aber
nicht bekannt. Simulationen haben nun gezeigt, dass die Schatzung unter der Annahme gleicher
Varianzen sehr robust ist, wenn die Varianzen zwar verschieden sind, aber die Fallzahlen in
beiden Gruppen gleich grof3 sind.

Nur wenn die Fallzahlen verschieden sind und sich die Populationsvarianzen unterscheiden,
sollte die getrennte Schatzung der Varianzen verwendet werden. Hinweise fiir unterschiedliche
Varianzen geben die Werte s?, und s?,. Dariiber hinaus gibt es Tests auf Gleichheit von Vari-
anzen, die in spateren Lerneinheiten vorgestellt werden
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Mittelwertvergleich bei unabhéangigen Stichproben

Standardnormalverteilung oder T-Verteilung als Testverteilung?
Beim Test eines einzelnen Mittelwerts ist die T-Verteilung eine nicht nur asymptotisch, sondern
bei jeder Fallzahl exakt zutreffende Verteilung, wenn die betrachtete Variable in der Population
normalverteilt ist.
Bei gleicher Varianz in den Gruppen gilt dies auch flr die Teststatistik beim Mittelwertver-
gleich. Anstelle der Standardnormalverteilung kann also auch die T-Verteilung herangezogen
werden.
Die Zahl der Freiheitsgrade ist hier:

df =n, +n, -2,
da bezogen auf die Summe der beiden Stichprobenfallzahlen zwei Freiheitsgrade durch die
Schéatzung der beiden Mittelwerte verloren gehen.

Auch bei ungleichen Varianzen kann die T-Verteilung verwendet werden, wenn die
Freiheitsgrade nach folgender Formel berechnet werden:

df — 1 _ 1

[ &2 /n, jz [ &2 /n, jz &) ) &(y,) )
6;/n, +6;/n, . 6; /n +6;/n, 6°(V,)+6%(V,) . 6°(V,)+6°(Y,)
(-1 (n.-1) (1 (r. 1)

Die so berechneten Freiheitsgrade sind reelle Zahlen, kénnen also Nachkommastellen haben.
Die Kennwerteverteilung ist dann genau genommen eine Verallgemeinerung der T-Verteilung.
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Mittelwertvergleich bei unabhéangigen Stichproben

Im Sinne eines konservativen Vorgehens bzw. strengen Testens wird die T-Verteilung anstelle
der Standardnormalverteilung auch dann angewendet, wenn die Verteilungen in der Population
nicht normal sind, da die T-Verteilung zu einem groReren Annahmebereich der Nullhypothese
bzw. langeren Konfidenzintervallen fiihrt. Sinnvoll ist dies nur, wenn die Forschungshypothese
die Alternativhypothese ist.

Mittelwertgleich als Regressionsmodell:

Der Test der Differenz zweier Mittelwerte aus unabhéngigen Stichproben kann auch tber ein
lineares Regressionsmodell realisiert werden. Dazu wird die Gruppenzugehdrigkeit tber eine
dichotome erklarende Variable X mit den beiden Auspréagungen 0 und 1 gemessen. \Wenn ein
Fall aus der ersten Gruppe kommt, gilt X=1; wenn er aus der anderen Gruppe kommt, gilt X=0.
Anstelle von zwei Variablen Y; und Y, wird nun nur eine abhéngige Variable Y betrachtet, die
alle Falle aus beiden Stichproben umfasst.

Der Zusammenhang mit dem Regressionsmodell wird naheliegender, wenn anstelle der Anord-
nung der Daten als Kreuztabelle alle Auspragungskombinationen der zwei Variablen Y und X
untereinander geschrieben werden:

X=1 X=0 XN
Y=L 100 100 ; i 188 }Yl
Y=2 100 200 = 2 1 om0
Y.=3 200 100
N 400 400 10 100
2 0 200 }Yz
3 0 100
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Mittelwertvergleich bei unabhéangigen Stichproben

Y X n

1 1 100 A
100 }Yl Y=a+b-X
200 Wenn X=0:y,=a+b-0=a =
100 "0 2

y
200 }Yz wenn X=1: y, =a+b-1=a+b =Y,
100

WN P WN
O O O R -

Der Mittelwertvergleich Iasst sich dann als lineare Regression der abhéngigen Variable Y auf
die dichotome 0/1-kodierte Indikatorvariable X modellieren.

Da sich zwei Punkte (Mittelwerte) immer durch eine gerade Linie verbinden lassen, ist die Re-
gressionsfunktion notwendigerweise linear. Daher mussen die Vorhersagewerte immer mit den
Mittelwerten in den beiden Teilstichproben exakt Gibereinstimmen.

Wenn X=0, ist der Vorhersagewert gleich der Regressionskonstante. Die Regressionskonstante
schatzt daher den bedingten Populationsmittelwert von Y in der zweiten Gruppe, also ,. Wenn
X=1, schatzt der Vorhersagewert den Populationsmittelwert in der ersten Gruppe L.

Das Regressionsgewicht b misst dann also genau die Differenz der Gruppenmittelwerte in der
Stichprobe:

y,-V,=(a+b)-a=b

Der Test des Regressionsgewichts b priift daher, ob sich die beiden Gruppenmittelwerte in der
Population unterscheiden.
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X=1 X=0 Y X  n. nxY nxY2 ngxX  ngxX2 nxXxY
Y:=1 100 100 1 100 100 100 100 100 100
Y:=2 100 200 { 2 1 100 200 400 100 100 200
Y,=3 200 100 3 1 200 600 1800 200 200 600
n 400 400 1 0 100 100 100 0 0 0
{ 2 0 200 400 800 0 0 0
n, =400y, =2.25;s; =0.6875 3 0 100 _300 900 0 0 0
n, =400;y,=2.00; 55 =0.5000 n =800 : 1700 4100 400 400 900

¥ =2.125;s% =0.609375 ;X =0.5; s% =0.25 ; 5,,, =0.0625

Berechnet man fiir die fiktiven Beispieldaten das Regressionsgewicht, zeigt sich, dass es tat-

sachlich die Mittelwertdifferenz misst:
p=S0 000 _ o0 525 200-7,-7,
sx 0.250

Da die Vorhersagewerte gleich den Gruppenmittelwerten sind, ist die Variation der Residuen
gleich der Summe der Variationen in den beiden Gruppen:

2 =2y, -9 =2 (v~ (a+b 1)) +Z(y2. (a+b-0))’

i i i=1

(yl. yl) +Z(y2, Yz) =N, -S; +N,"S;

i=1
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Mittelwertvergleich bei unabhéangigen Stichproben

X=1 X=0 Y X n E n, xE n xE?
Y, =1 100 100 1 1 100 -1.25 -125 156.25
Y, =2 100 200 Yl{ 2 1 100 -0.25 -25 6.25
Y, =3 200 100 3 1 200 0.75 150 112.50
n 400 400 1 0 100 -1.00 -100 100.00
2{ 2 0 200 0.00 0 0.00
n,=400;y,=2.25; 312 =0.6875 3 0 100 1.00 100 100.00

n, =400 ;¥, =2.00 ; s2 = 0.5000 n =800 : 0 475.00
¥=2.125; % =0.609375 ; X =05 ; 5% =0.25 ; 5., = 0.0625

D el =n,-s!+n,-s; =400-0.6875+400-0.5=475

i=1
Die geschatzte Varianz der Populationsresiduen ist dann gleich der gemeinsamen Populations-
varianz:

e’
52 _21: ' n;s;+n,-s; ., . 475  400-0.6875+400-0.5
U

- - _Gpoled1 -
n-2 n,+n,-2 800-2 400+400-2

=0.595

Bei einer 0/1-kodierten Indikatorvariable X ist die Variation von X eine Funktion der Fall-
zahlen in den beiden Gruppen:

n

R ‘&2_ _n_f_nl-(n—nl)_n1~n2_ 1
i;(xi X) —i;xi n-X>=n,—n (nj =n, .= - T i+i
nl n2
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Mittelwertvergleich bei unabhéangigen Stichproben

X=1 X=0 Y X n nmxY nxY2 nxX  ngxX? nxXxY
Y, =1 100 100 1 1 100 100 100 100 100 100
Y, =2 100 200 Yl{ 2 1 100 200 400 100 100 200
Y, =3 200 100 3 1 200 600 1800 200 200 600
n 400 400 1 0 100 100 100 0 0 0
2{ 2 0 200 400 800 0 0 0
n, =400 ;Y, =2.25;s; =0.6875 3 0 100 _300 900 0 0 0
n, =400 ;¥, =2.00 ; s> = 0.5000 n=2800 ; 1700 4100 400 400 900

¥=2.125; 5% =0.609375 ; X =0.5 ; s% = 0.25 ; 5,,,, = 0.0625

n 2 2 -1
Zx?—n-izznl—nl _ 400 2% :200=1/(i+ij= 1.t
i 800 400 400 n, n,

Der geschétzte Standardfehler des Regressionsgewicht weist daher die gleichen Werte auf wie
der geschétzte Standardfehler der Differenz zweier Mittelwerte bei gemeinsamer Schatzung der
Varianzen:

Z(yl,i _71)2 +Z(Y2,i _72)2
: i=1 i=1
_ n—2 _ n1'512+n2'53_ i i —a(V v
- n,-n, _\/ n,+n,—2 [nl+n2j s(%.-¥2)
n
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Mittelwertvergleich bei unabhéangigen Stichproben

X=1 X=0 Y X ng E n,xE n,xE2

Y, =1 100 100 1 1 100 -1.25 -125 156.25

Y, =2 100 200 2 1 100 -0.25 -25 6.25

Y, =3 200 100 3 1 200 0.75 150 112.50

n 400 400 1 0 100 -1.00 -100 100.00

2 0 200 0.00 0 0.00

n,=400;y,=2.25; 312 =0.6875 3 0 100 1.00 100 100.00

n, =400 ;y, =2.00 ;s =0.5000 n=800; 0 475.00
y =2.125; Sf, =0.609375;X=0.5; Sf( =0.25; s, =0.0625

' 475/798 400-0.6875+400-0.5 1 1 i
= =0.055= : + =6(Y,.-Y,)
200 400+400-2 400 400

Aus der Gleichheit von Regressionsgewicht und Stichprobenmittelwertdifferenz sowie ihrer
Standardfehler folgt, dass Tests Uber das Regressionsgewicht bis auf mégliche Rundungsfehler
stets die gleichen Ergebnisse liefern wie die Tests von Mittelwertdifferenzen bei gleichen Vari-
anzen. Die Annahme gleicher Varianzen in den beiden Gruppen entspricht im Regressions-
modell der Homoskedastizitdtsannahme. Aus der Robustheit des Mittelwertvergleichs folgt
somit auch, dass die Homoskedastizitatsverletzung im Regressionsmodell harmlos ist, wenn
die Fallzahlen bei den Auspragungen von X gleich groR sind.

Vorlesung Statistik 3 L05-15

Mittelwertvergleich bei abhéngigen Stichproben

Auch fiir den Vergleich von Mittelwerten in abhéngigen Stichproben gilt, dass die Differenz der
beiden Stichprobenmittelwerte eine asymptotisch normalverteilte Kennwerteverteilung auf-
weist.

Es ist hier allerdings zu berticksichtigen, dass die Populationskovarianz c,, zwischen Y, und Y,
ungleich Null sein kann. Der Standardfehler der Mittelwertdifferenz berechnet sich daher hier

nach:
~2 ~2 ~ 2 2
-~ 6, © c S S S
G(yl_yz):\/_l_i__z_z.iz\/ 1 + 2 -2 21
n n n n-1 n-1 n-1

Da es nur eine Stichprobe gibt, bei deren Fallen beide Eigenschaften Y, und Y, erfasst sind,
gibt es im Unterschied zu unabhéngigen Stichproben nun eine gemeinsame Fallzahl n.
Analog zur Teststatistik fiir den Mittelwertvergleich bei unabhangigen Stichproben ergibt sich
dann als Teststatistik:

szw.Tz(?l:VZ)__“‘: (Vi-¥)-n  (i-¥)-n
5(%-%,) \/sf+s§—2-szl \/8f+8§—2-621
n-1 n

Wenn in der Population die Mittelwertdifferenz p, — p, = W ist, dann ist die Teststatistik asymp-
totisch normalverteilt. Alternativ kann wiederum die T-Verteilung herangezogen werden, die
hier df=n-1 Freiheitsgrade hat.
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Mittelwertvergleich bei abhdngigen Stichproben

Anstelle der Berechnung von Mittelwertdifferenzen ist es bei einer abhéngigen Stichprobe oft
einfacher, zun&chst fur jeden Fall die Differenz D = Y,-Y, zu berechnen. Der Populationsmit-
telwert dieser Differenzvariable muss dann nach den Regeln fur Linearkombinationen py = g, —
M, sein. Die Teststatistik ist daher gleich dem Test eines einfachen Mittelwerts:

-u_ d-p d-p _d-p  d-p

) > (d,-d) \/n.?:D_l) ol s

Zbzw. T =

Q| &

i=1
n-(n-1)

Wenn pp = Y, dann ist die Teststatistik asymptotisch standardnormalverteilt bzw. bei in der Po-

pulation normalverteilten Ausgangsvariablen Y, und Y, mit df = n—1 Freiheitsgraden t-verteilt.

Mittelwertgleich als Regressionsmodell:
Auch bei abh&ngigen Stichproben kann der Mittelwertvergleich mittels linearer Regression er-
folgen. Die Differenzvariable D kann namlich als ein restriktives Regressionsmodell von Y,
auf Y, aufgefasst werden, bei dem die Apriori-Annahme getroffen wird, dass das Regressions-
gewicht b=1 ist:

D=Y,-Y,=>Y,=a+1-Y,+E

Die OLS-Schétzung der Regressionskonstante ist dann gleich der Differenz der beiden Stich-
probenmittelwerte.
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Mittelwertvergleich bei abhdngigen Stichproben
a =Vl—b~72 =y, -1y,

Bei der Berechnung der geschéatzten Standardfehler ist zu berlicksichtigen, dass nur ein Regres-
sionskoeffizient und nicht zwei geschatzt werden. Die Zahl der Freiheitsgrade ist daher df =
n—1 und der erwartungstreue Schatzer der Residualvarianz ergibt sich nach:

ian:(Eiz Zn:(yl’i_(a+l'y2vi))2 Zn:(yi,l_yLz_a)z i(di—a)z

~2 _ =1 _ =1 _ =1 _ A2
oy = = = = =0p

df n-1 n-1 n-1

Da die Regressionskonstante gleich der Differenz der Stichprobenmittelwerte und damit gleich
dem Mittelwert der Differenzvariable D ist, folgt zudem, dass der Standardfehler von a im Re-
gressionsmodell mit vorgegebenem Wert b=1 gleich dem Standardfehler vom Stichproben-
mittelwert D und damit gleich der geschétzten Residualvarianz geteilt durch die Fallzahl ist:
. &8
c, G(d) . .
Wie bei unabhé&ngigen Stichproben ergibt sich also stets das gleiche Ergebnis, unabhangig da-
von, ob die Differenz der Mittelwerte betrachtet wird oder die Regressionskonstante bei einer
Regression von Y, auf Y,, bei der das Regressionsgewicht auf 1 festgesetzt und nicht geschatzt
wird. Da es hier zudem nur einen einzigen Vorhersagewert 1 gibt, ist die Homoskedastizitats-
annahme (im durch b=1 restringierten Regressionsmodell) irrelevant.
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Anwendungen von Mittelwertvergleichen

In inferenzstatistischen Anwendungen von Gruppenvergleichen kdnnen Konfidenzintervalle fir

Mittelwertdifferenzen in der Population oder Tests iber Mittelwertdifferenzen durchgefihrt

werden.

In jedem Fall missen zunéchst Entscheidungen getroffen werden, die die Berechnung der Stan-

dardfehler und die Wahl der Kennwerteverteilung festlegen:

(1) Soll die Standardnormalverteilung oder die T-Verteilung als Kennwerteverteilung verwen-
det werden?

(2) Handelt es sich um abhédngige oder um unabhéangige Stichproben?

(3) Wenn es sich um unabhéngige Stichproben handelt: Soll der Standardfehler unter der Be-
dingung gleicher oder verschiedener Populationsvarianzen in den Gruppen berechnet
werden?

(1) Standardnormalverteilung oder T-Verteilung

Die Standardnormalverteilung ist unabhéngig von der Verteilung in der Population anwendbar,
setzt aber aufgrund der nur asymptotischen Gultigkeit groRere Fallzahlen voraus. Als Faust-
regel gilt, dass die Anndherung hinreichend genau ist, wenn bei abhangigen Stichproben oder
bei unabhé&ngigen Stichproben und gleichen Varianzen die Fallzahl n>30 ist und bei unabhén-
gigen Stichproben und verschiedenen Varianzen n,>30 und n,>30.

Die T-Verteilung ist auch bei kleineren Fallzahlen anwendbar, setzt jedoch streng genommen
Normalverteilung von Y, und Y, in der Population voraus.
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Anwendungen von Mittelwertvergleichen

Da die kritischen Werte bei der T-Verteilung weiter von Null entfernt sind als bei der Standard-
normalverteilung, wird die T-Verteilung im Sinne eines konservativen Vorgehens auch dann
verwendet, wenn die Normalverteilungsannahmen nicht gegeben ist. Konfidenzintervalle sind
dann langer und Nullhypothesen werden nicht so leicht abgelehnt. Sinnvoll ist dies dann, wenn
die Forschungshypothese Alternativhypothese ist.

Die Zahl der Freiheitsgrade fur die T-Verteilung ist bei unabhangigen Stichproben df=n,+n,-2
und bei abhéngigen Stichproben df=n-1.

(2) Abhangige oder unabhéngige Stichproben

Abhangige Stichproben liegen immer dann vor, wenn die Messungen der Variablen Y, und Y,
bei den gleichen Erhebungseinheiten (Fallen) durchgefiihrt wurden.

Unabhéngige Stichproben liegen vor, wenn dies nicht der Fall ist und es zudem keinerlei Kor-
respondenz bei der Auswahl eines Falles der ersten Stichprobe mit der Auswahl eines Falles
der zweiten Stichprobe gibt.

(3) Gleiche oder ungleiche Populationsvarianzen

Die Schéatzung des Standardfehlers sollte bei unabhéngigen Stichproben von gleichen Varian-
zen ausgehen, wenn die Populationsvarianzen gleich grof3 zu sein scheinen oder die Fallzahlen
in den Gruppen gleich sind. Nur wenn beide Bedingungen nicht erfullt sind, sollte die Brech-
nung nach der Formel fiir ungleiche Varianzen erfolgen.

Als Hinweis kann der Quotient der Varianzen in beiden Gruppen berechnet werden. Wenn der
Quotient deutlich von 1 abweicht, ist von ungleichen Varianzen in der Population auszugehen.
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Anwendungen von Mittelwertvergleichen

Berechnung von Konfidenzintervallen fur Mittelwertvergleiche
Die Berechnung von Konfidenzintervallen fur Mittelwertvergleiche erfolgt nach der generellen
Formel fur Konfidenzintervalle:

Ci(t — 1) = (V= ¥,) 2 6(Vi = ¥,) Qoo

In Abhéngigkeit von den Ergebnissen der drei Vorentscheidungen wird fir das (1-a/2)-Kon-
fidenzintervall entweder der Standardfehler fiir abhdngige Stichproben berechnet, oder bei
unabhéngigen Stichproben der Standardfehler fiir gleiche oder aber ungleiche Varianzen. Als
Verteilung zur Berechnung des Quantils Q,_,, wird entweder die Standardnormalverteilung
oder die T-Verteilung herangezogen, in der Regel die T-Verteilung. Bei unabhangigen
Stichproben ist df=n,+n,—2 und bei abhangigen Stichproben df=n-1.

Hypothesentests Uber Mittelwertvergleiche
Bei Hypothesentests werden in der Regel folgende Hypothesen getestet:
(8) Ho: by — Hp = Hvs. Hyl gy — [, # | oder
(b) Hol My — Mo 2 P Vs Hyt py — M, < poder
(€) Hol by — My S VS Hyl g — Hp > L
Die Teststatistik ist in allen drei Situationen:

7 Vi—Y,— 1

8(71 _72)
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Anwendungen von Mittelwertvergleichen

Der Standardfehler unterscheiden sich in Abhangigkeit von den drei Entscheidungen:

~2 ~2 ~ 2 2
aApe — G, +0, —2:G, S, +S, —2-S,,
G(yl_GZ):\/ =

n n-1
5(v,-5,) [Nz G+ 7Y (1 1) Inosienys (11
o n,+n,—2 n, n, n,+n,-2 (n, n,

2 2
S S
1,22

~2 ~2
nre — o, O,
6(y,-6,)=,|++—*%=

n, n, n,-1 n,-1

Die erste Formel gilt fir abh&ngige Stichproben, die zweite fiir unabhéngige Stichproben und
gleiche Varianzen und die letzte fir unabhéngige Stichproben und verschiedene Varianzen.

Die Nullhypothese wird jeweils abgelehnt, wenn

bei (a) Hy: 1y — M, = M die Teststatistik Z < Q,, oder Z>Q,_,,,

bei (b) Hy: 1y — 1, > p die Teststatistik Z < Q,,,, bzw.

bei (c) Hy: 1y — M, < W die Teststatistik Z > Q,_ .

Die Quantile beziehen sich wie bei Konfidenzintervallen entweder auf die Standardnormalver-
teilung oder auf die T-Verteilung mit df=n,+n,—2 bei unabhangigen und df=n-1 bei abhéngigen
Stichproben .
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Anwendungsbeispiele

Als Anwendungsbeispiel soll anhand der Daten des Allbus 2006 gepruft werden, ob vollzeitbe-
schaftigte Manner ein hoheres Einkommen haben als Frauen. Aus den Allbus-Daten wurden
mit SPSS folgende Ausgangsstatistiken des Nettoeinkommens berechnet:

Gruppe Manner Frauen
Fallzahl: 614 330
Mittelwert: 1755.482 1365.664

Standardabweichung: 966.411 637.989
(Quelle: Allbus 2006
Nur ganztags beschaftige Befragte)

Schritt 1: Formulierung von Null- und Altenativhypothese
Wenn das Einkommen der Ménner als Y, und das der Frauen als Y, bezeichnet wird, ergibt sich
aus der Forschungshypothese, dass Manner ein hoheres Einkommen als Frauen haben, ein ein-
seitiger Test nach oben mit der postulierten Mittelwertdifferenz p > O:

Ho: My — My, <0 versus Hy: 1y — M, > 0:

Schritt 2: Auswahl von Teststatistik und Kennwerteverteilung

Im zweiten Schritt ist zunéchst zu priifen, ob die Daten aus einer abh&ngigen oder einer unab-
hangigen Stichprobe kommen und bei unabhangigen Daten, ob die Populationsvarinazen als
gleich oder ungleich zu betrachten sind.
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Anwendungsbeispiele

Da in der Allbus-Stichprobe nur eine Person in jedem der unabhéngig gezogenen Haus-
halte befragt wurde und keine Paare, ist das Geschlecht der Befragten eine Gruppierungs-
variable, so dass es sich um unabhé&ngige Stichproben handelt.

Werden die berechneten Standardabweichungen quadriert, ergeben sich Varianzen von
933950.221 und 409585.920. Sowohl diese Werte wie auch die Fallzahlen sind sehr unter-
schiedliche, so dass der Standardfehler fur ungleiche Varianzen berechnet wird.

Hinweise:

o Statistikprogramme fiihren bei einem Mittelwertvergleich bei unabhéangigen Stichproben
meist zusatzlich einen Test auf gleiche bzw. verschiedene Varianzen durch. Wird die Ent-
scheidung Uber gleiche bzw. verschiedene Varianzen vom Testergebnis abhangig gemacht,
sind die nachfolgenden Signifikanzberechnungen des Mittelwerttests streng genommen nicht
mehr gultig, da es sich formal bei letzteren um einen abhangigen Test handelt. Dies gilt im-
mer dann, wenn erst anhand der Stichprobendaten entschieden wird, ob der Test von glei-
chen oder verschiedenen Varianzen ausgehen soll.

» Basiert die Berechnung des Tests wie im Beispiel auf vorgegebenen Fallzahlen, Mittelwerten
und Standardabweichungen bzw. Varianzen ist darauf zu achten, ob es sich bei Standard-
abweichungen und Varianzen um Stichprobenkennwerte oder Schatzungen von Populations-
parametern handelt. Statistikprogramme berechnen in der Regel das letztere.
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Anwendungsbeispiele

Die fur die Allbus-Daten herangezogene Teststatistik geht von verschiedenen Varianzen
aus. Bei den berichteten Standardabweichungen handelt es sich um Schatzungen der Popu-
lationswerte. Die Teststatistik berechnet sich daher nach:

X, —X X, —X
Zbzw. T=—2—"2_= 12 21
G(X1_X2) o, O,
7+7
nl n2

Zu uberlegen ist noch, ob die T- oder die Standardnormalverteilung herangezogen werden soll.

Hinweis:
Statistikprogramme verwenden fur den Mittelwertvergleich ausschliel3lich die T-Verteilung.

Im Beispiel berechnen sich dann die Freiheitsgrade nach:

df = 1 =903.4

966.4112 /614 ? 637.9892 /330 ?
2 . /613 + . : /329
966.411% /614 + 637.9892 /330 966.411% /614 + 637.9892 /330

Aufgrund der hohen Zahl von Freiheitsgraden macht es praktisch keinen Unterschied, ob
im Beispiel die T-Verteilung oder die Standardnormalverteilung herangezogen wird.
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Anwendungsbeispiele

Schritt 3: Festlegung von Irrtumswahrscheinlichkeiten und kritischen Werten

Die kritischen Werte ergeben sich aus der Irrtumswahrscheinlichkeit und der Formulierung von

Null- und Alternativhypothese.
Im Beispiel wird eine einseitige Hypothese nach oben gepruft. Bei einer Irrtumswahr-
scheinlichkeit von 5% wird die Nullhypothese daher abgelehnt, wenn die Teststatistik
groRer oder gleich dem 95%-Quantil der Standardnormalverteilung bzw. der T-Verteilung
mit 903.4 Freiheitsgraden ist. Aus einer Z-Tabelle ist zu entnehmen, dass der kritische Wert
1.645 betragt. Bei der T-Verteilung ergibt sich der praktisch gleich grol3e Wert 1.646.

Schritt 4: Berechnung der Teststatistik und Entscheidung
Die Berechnung bei den Beispieldaten ergibt:

Gruppe Manner Frauen

Fallzahl: 614 330 7_ 1755.482 -1365.664 74
Mittelwert: 1755.482  1365.664 " [966.4112 6379897
Standardabweichung: 966.411 637.989 614 + 330

(Quelle: Allbus 2006
Nur ganztags beschaftige Befragte)

Da der Wert 7.4 groRer ist als der kritische Wert 1.645 bzw. bei einer T-Verteilung als
1.646, ist die Nullhypothese bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% abzulehnen. Es
ist daher damit zu rechnen, dass das Nettoeinkommen bei vollzeitbeschéaftigten Mannern
hoher ist als bei vollzeitbeschaftigten Frauen.
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Anwendungsbeispiele

Die Daten weisen also auf eine Geschlechtsdiskriminierung von Frauen hin. Da nur vollzeitbe-
schaftigte Personen bertcksichtigt wurden, ist das geringere Einkommen der Frauen kein Er-
gebnis geringerer Arbeitszeit. Nicht berticksichtig sind allerdings Beruf, Beschaftigungsdauer
und da es sich um Nettoeinkommen handelt, die Steuerklasse der befragten Personen.

Wiirde man unterstellen, dass die Populationsvarianzen in den beiden Gruppen gleich grol3
waren, wirde eine andere Teststatistik berechnet:

Gruppe Manner Frauen
o Fallzahl: 614 330
_ X, — X, Mittelwert: 1755.482 1365.664
1), a2 _1).Aa2 Standardabweichung: 966.411 637.989
(nl 1) O+ (n2 1) % 1.1 (Quelle: Allbus 2006
n,+n,— 2 n, n, Nur ganztags beschaftige Befragte)

_ 1755.482 -1365.664 _66

613-966.411% + 329 - 637.989 ( 1 N 1 J
942 614 330

Die Entscheidung wirde sich nicht &ndern, Da 6.6 groRer ist als der kritische Wert 1.645 des
95%-Quantils der Standardnormalverteilung bzw. des Wertes 1.646 bei einer T-Verteilung mit
942 Freiheitsgraden, ist die Nullhypothese abzulehnen.
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Schritt 5: Kontrolle der Anwendungsvoraussetzungen
Der Z-Test der Mittelwertdifferenz basiert auf der Anwendung des zentralen Grenzwertsatzes,
nachdem die Summen unabhdngiger identisch verteilter Zufallsvariablen asymptotisch normal-
verteilt sind.
Die Annahme unabhéngiger identisch verteilter Zufallsvariablen ist bei einfachen Zufallsaus-
wahlen erfillt. Bei komplexen Auswahlen ist es allerdings denkbar, dass sich die Populations-
mittelwerte zwischen den durch Schichten oder Cluster definierten Subpopulationen unter-
scheiden. Dies kann dazu flhren, dass die fur einfache Zufallsauswahlen giltigen Standard-
fehler nicht korrekt sind.
Die Annéherung an die Normalverteilung héngt von der Verteilung in der Population ab. Als
Faustregel gilt, dass ab einer Fallzahl von etwa 30 die Ann&herung praktisch immer hinrei-
chend genau ist. Fir den Mittelwertvergleich bei unabhé&ngigen Stichproben und verschiedenen
Varianzen bedeutet dies, dass vorausgesetzt wird:

n, > 30 und n, > 30.

Im Beispiel ist diese Bedingung erfullt.

Wenn unterstellt werden kann, dass die Populationsvarianzen in den Gruppen gleich grof3 sind,
dann ist die Annéherung leichter zu erftillen, da hier nur die Fallzahlsumme der beiden Stich-
proben mindestens 30, besser mindestens 50 Félle umfassen sollte:

bei gleichen Varianzen: n, + n, > 30
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Anwendungsbeispiele

In einem weiteren Beispiel soll die Forschungshypothese gepriift werden, dass bei zusammen-
lebenden Ehepartnern bzw. bei festen Partnern die Frau mehr als zwei Jahre jinger ist als der
Mann.

Schritt 1: Formulierung von Null- und Altenativhypothese
Wenn das Alter der Frauen als X; und das der Ménner als X, bezeichnet wird, folgt aus der
Forschungshypothese ein einseitiger Test nach unten mit der postulierten Mittelwertdifferenz
M=2:

Ho: My — M, = -2 versus Hy: Yy — Hy < =2t

Schritt 2: Auswahl von Teststatistik und Kennwerteverteilung
Da das Alter von Paaren verglichen werden soll, handelt es sich um einen Mittelwertvergleich
bei abhangiger Stichprobe.

Die Teststatistik ist dann: _ o
ZbZW.TI(yl_yZ)_(_Z)I yl_y2+2
(% =%,) Jc‘sf +83-2:5,
n
Da der Allbus eine groRe Fallzahl aufweist ist es unerheblich, ob die Standardnormalverteilung
oder eine T-verteilung als Kennwerteverteilung verwendet wird. Im Allbus 2006 liegen fir
n=2454 Befragte Altersangaben fur den Befragten und dessen Partner bzw. Partnerin vor.
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Schritt 3: Festlegung von Irrtumswahrscheinlichkeiten und kritischen Werten

Die kritischen Werte ergeben sich aus der Irrtumswahrscheinlichkeit und der Formulierung von

Null- und Alternativhypothese.
Im Beispiel wird eine einseitige Hypothese nach unten geprtdift. Bei einer Irrtumswahr-
scheinlichkeit von 5% wird die Nullhypothese daher abgelehnt, wenn die Teststatistik
kleiner oder gleich dem 5%-Quantil der Standardnormalverteilung bzw. der T-Verteilung
mit 2553 Freiheitsgraden ist. Aus einer Z-Tabelle ist zu entnehmen, dass der kritische Wert
—1.645 betragt. Bei der T-Verteilung ergibt sich bei 3 Nachkommastellen der gleiche Wert.

Schritt 4: Berechnung der Teststatistik und Entscheidung
Die Berechnung bei den Beispieldaten ergibt:

Varianzen u. Kovarianzen (48.268 _ 51.018) _ (_2)

Frau 231.307 7= =-8.1
Mann 223.850 237.226 231.307 + 237.226 — 2 - 223.850
Mittlwerte ~ 48.268  51.018 2454

(Quelle: Allbus 2006, n=2454)

Da die Teststatistik —8.1 kleiner ist als der kritische Wert —1.645, ist die Nullhypothese beim
einseitigen Test nach unten abzulehnen. Es ist damit zu rechnen, dass Frauen im Mittel mehr
als 2 Jahre junger sind als ihre mannlichen Partner.
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Alternative Berechnung tber Differenzvariable
Bei Vorliegen der Datenmatrix kann auch fur jeden Fall der Stichprobe die Differenz aus dem
Alter der Frau und der des Mannes berechnet werden. Daten und Teststatistik ergeben dann:

Altersdifferenz
Fallzahl 2454 B —2.751- —_82
Mittelwert  —2.751 8§ 20. 832
Varianz 20.832 2454

(Quelle: Allbus 2006, eigene Berechnung von D)

Bis auf Rundungsfehler ergeben sich identische Ergebnisse.
Die Nullhypothese wird wiederum mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% abgelehnt.

Schritt 5: Kontrolle der Anwendungsvoraussetzungen

Aufgrund der hohen Fallzahl kann unabhangig von der Verteilung in der Population davon aus-
gegangen werden, dass die asymptotische Anndherung an die Normalverteilung gegeben ist.
Da der Allbus allerdings auf einer mehrstufigen Auswahl basiert, muss ohne empirische Pri-
fung angenommen werden, dass es keine Klumpeneffekte und keine Unterschiede zwischen
den alten und neuen Bundesléndern gibt.

Dariuiber hinaus muss unterstellt werden, dass es keine systematischen Ausfalle bei den Alters-

angaben gibt.

Vorlesung Statistik 3 L06-31

Beziehung zu Test auf Differenzen von Anteilen oder Prozentwerten

Anteile kdnnen stets als Mittelwerte von 0/1-kodierten dichotomen Variablen aufgefasst wer-
den. Es liegt daher nahe, die Logik des Mittelwertvergleichs auch auf Anteils- bzw. Prozent-
satzdifferenzen anzuwenden. Tatsdachlich kann gezeigt werden, dass die bereits in Statistik 1
vorgestellten Tests Spezialfalle der Tests auf Gleichheit zweier Mittelwerte sind.
Zur Verdeutlichung wird wieder das Beispiel der Haltung zu Schwangerschaftsabbriichen
bei Mitgliedern von Religionsgemeinschaften und Konfessionslosen verwendet.

Abtreibung Religionsgemeinsch. (X) Summe
erlaubt? (Y) [nein (X=1) ja (X=0)
nein (Y=1) {0.376 ( 415) 0.656 (1387) | 0.560 (1802)
ja_(Y=0) |0.624 ( 689) 0.334 ( 728) | 0.440(1417)
Summe 1.000 (1104 ) 1.000 ( 2115) | 1.000 (3219)
(Daten: Allbus 2006)

Wie bei der Gruppierungsvariable X (im Beispiel: Mitglied einer Religionsgemeinschaft) ist
nun auch die abhé&ngige Variable eine Indikatorvariable, deren Mittelwert und Varianz eine
einfache Funktion der Fallzahlen bzw. relativen Haufigkeiten in den beiden Auspragungen ist:
1 & 415
_:—- :—:0.376:
VA n, ;ym 1104 P

1 & — 415-689
= Zyiz,l - y12 =Py ~ p12(1) = Py '(1_ pl(l)) = Pugy Py = W =0.2346
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Beziehung zu Test auf Differenzen von Anteilen oder Prozentwerten

Abtreibung Religionsgemeinsch. (X) Summe 415
erlaubt? (Y) |nein (X=1) ja (X=0) Vi= 104 =0.376=p,
nein (Y=1) [0.376 ( 415) 0.656 (1387) | 0.560 (1802)

ja_(Y=0) [0.624 ( 689) 0.334( 728) | 0.440(1417) ¢ 415689 . a6

Summe 1.000 (1104 ) 1.000 ( 2115) | 1.000 (3219) ' 1104°
(Daten' Allbus 2006)

- & 1387
=—. Z Yai = 515 = 0656 =Py

i=1

1387 -728

-1 .S 2o 2 o_p o (1p Vop .p o =100 128 _4o00g
) n ;yu Y2 =Pz — Py p1(2)( p1(2)) P12y * P22 21152

Eine Besonderheit einer dichotomen Variable ist, dass es nur einen Verteilungsparameter gibt
und daher die Varianz der Verteilung eine Funktion des Mittelwertes (bzw. bei Zufallsvaria-
blen des Erwartungswertes) ist. Dies hat die Konsequenz, dass in einfachen Zufallsauswahlen
bereits die Stichprobenvarianz ein konsistenter und erwartungstreuer Schétzer der Populations-
varianz ist und somit die Variation durch n und nicht durch n—1 geteilt wird:

~2 2 LA2 2 _
G; =S, =Py '(1_ pl(l)) =Py " Paqy » 02 =S, = Py '(1_ pl(Z)) = Py2) P2y

Weiter folgt auch, dass die beiden Populationsvarianzen o2, und o2, nur dann gleich sein kén-
nen, wenn die Populationsmittelwerte =; und =, gleich sind.
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Beziehung zu Test auf Differenzen von Anteilen oder Prozentwerten

Dann ergibt sich fiir den geschatzten Standardfehler von Anteilsdifferenzen bei vermutlich un-
terschiedlichen Populationsanteilen oder Prozentwerten und unabhéngigen Stichproben:

A Py *P2ay = Pia) *Paz) a-c b-d
c - = + = +
<pl(1) Picz ) \/ n, n, (a+c)® (b+d)®

Bei durch die Nullhypothese postulierten gleichen Populationsanteilen wird dagegen die ge-
meinsame (pooled) Schatzung der Populationsvarianz verwendet. Hierbei ist zu berucksich-
tigen, dass fur die gemeinsame Schatzung der Varianz aufgrund der Beziehung von Mittelwert
und Varianz bei dichotomen Variablen die gemeinsame Schétzung der Varianz tber die gemein-
same Schatzung der Populationsanteile ©, = t, in den beiden Gruppen erfolgt:

(nl ’ p1(1) +Nn,- p1(2)) ) (nl : pZ(l) +N, ‘pz(z))
- n, +n n,+n 1 1
G(pl(l) _p1(2))= — — (_JF_}

n

(a+b)-(c+d). 1 . 1
n’ (a+c) (b+d)

Setzt man diese Standardfehler in die Teststatistik fir Mittelwertvergleiche bei unabhangigen
Stichproben ein, ergeben sich die aus Statistik 1 bekannten Teststatistiken fiir Tests von Pro-
zentsatzdifferenzen bzw. Anteilsdifferenzen.
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Test von Anteilsdifferenzen bei abhangigen Stichproben

Auch die Logik des Tests von Mittelwertvergleichen bei abh&ngigen Stichproben l&sst sich auf
dichotomen Variablen anwenden. Dabei muss wiederum wieder die Kovarianz zwischen den
beiden (dichotomen) Variablen beriicksichtigt werden.
Als Beispiel soll die Forschungshypothese gepruft werden, dass der Anteil derjenigen, die
einen Schwangerschaftsabbruch beflirworten groRer ist wenn das Kind vermutlich behin-
dert ist als bei einem Abbruch aus einer finanziellen Notlage.

Schwangerschaftsabbruch ... bei finanzieller Notlage sollte (Y,) insgesamt
... bei behindertem Kind (Y,)| ... erlaubt sein ... verboten sein
... solte erlaubt sein 48.4% (a = 1523) 41.3% (b = 1301) 89.7% (2824)
... Sollte verboten sein 1.6% (c =51) 8.7% (d = 374) 10.3% (325)
insgesamt 50.0% (1574) 50.0% (1575) 100.0% (3149)

Wird bei beiden Variablen die Auspragung ,,erlaubt” als 1 und ,,verboten* als 0 kodiert, berech-
nen sich die Stichprobenvarianzen und die Kovarianz nach:

Zelle Y, Y, MY, nY,  nY,-Y, ¥1=p1+=1574/3149=0.4998
a 1 1 1523 1523 1523 1523 Y, =Pp,, =2824/3149 = 0.8968

b 0 1 1301 0 1301 0 s; =py, - (1-p,, ) = 2824-325/3149% =0.0926

c 1 0 51 51 0 0 2 (1 )\ . 2

d 0 0 374 0 0 0 s, =p.,-(1-p,,)=1574-1575/3149° = 0.2500
Summe 3149 1574 2824 1523 Sp1 =P =Py Py

=1523/3149 - 2824 -1574/3149° = 0.0354
Vorlesung Statistik 3

Test von Anteilsdifferenzen bei abhéngigen Stichproben

Schwangerschaftsabbruch ... bei finanzieller Notlage sollte (Y,) insgesamt
... bei behindertem Kind (Y,)| ... erlaubt sein ... verboten sein
... Solte erlaubt sein 48.4% (a=1523) 41.3% (b =1301) 89.7% (2824)
... Sollte verboten sein 1.6% (c =51) 8.7% (d = 374) 10.3% (325)
insgesamt 50.0% (1574) 50.0% (1575) 100.0% (3149)

Die Teststatistik ist dann die Anteilsdifferenz minus der nach der Nullhypothese postulierten
Differenz geteilt durch den Standardfehler, der sich wie beim Mittelwertvergleich bei abhén-
gigen Stichprobenberechnet, wobei allerdings wieder durch n und nicht durch n—1 geteilt wird:

_(P=py)-m (P —p.y) -
(p,—p,) \/62(pl+)+62(p+1)—2-6(p1+,p+1)
_ (p,—p,)-m _ 0.897 —0.500 oy
\/I% (1=p ) 4Pt -(1=P. )= 2Py - Py, Py \/0.0926 +0.2500 —2-0.0354
n 3149

Bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% ist die Nullhypothese im einseitigen Test nach
oben abzulehnen, wenn Z groler /gleich dem 95%-Quantil der Standardnormalverteilung ist.
Da 42.7 > 1.645 ist die Nullhypothese abzulehnen. Vermutlich ist auch in der Population die
Zustimmung zum Schwangerschaftsabbruch groRer, wenn das Kind behindert ist, als wenn eine
finanzielle Notlage besteht.

Vorlesung Statistik 3

L06-35

L06-36




Lerneinheit 7:
Drittvariablenkontrolle im linearen Regressionsmodell

In der Tabellenanalyse werden bei der Drittvariablenkontrolle fir alle Auspragungen der Dritt-
variablen Partialtabellen gebildet. Obwohl diese Vorgehensweise im Prinzip auch bei der linea-
ren Regression angewendet werden kann, stoRt sie schnell an ihre Grenzen, wenn die Drittva-
riablen metrisch sind und sehr viele Auspréagungen haben. Es gibt dann bei einer Auspréagung
der Drittvariable moglicherweise nur einen Fall oder ganz wenige Félle fur die Berechnung der
konditionalen Regressionskoeffizienten, was zu sehr gro3en Standardfehlern fiihrt oder auch
die Berechnung unmoglich macht.

Als eine Alternative bietet es sich im linearen Regressionsmodell an, die Modellgleichung ein-
fach um die Kontrollvariable W zum trivariaten Regressionsmodell zu erweitern:

u(Y|X=xW=w)=pB, +p,-X+pB, W bZW. Y = piyjy y + U =B, +B, - X+B, - W+U

Im Unterschied zur bivariaten Regression mit den Koeffizienten o und 3 werden die Regres-
sionskoeffizienten in der Population einheitlich durch 3, symbolisiert, wobei der Laufindex k
bei 0 beginnt und somit 3, flir die Regressionskonstante steht.
In der allgemeinen Darstellung mit vielen Drittvariablen bzw. erklérenden Variablen werden
zudem die erkldrenden Variablen ebenfalls meist nicht durch unterschiedlichen Buchstaben
(z.B. X, W oder Z) sondern durch Indizierung von X (also X,, X,, ..., Xx) symbolisiert:

Y =By +By Xy P Xy + o F Pre X + UL
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Schatzung der Regressionskoeffizienten

Fur die Schatzung des Regressionskoeffizienten 3,, B, und 3, gibt es unterschiedliche
Metho-en. Bei der Momentenmethode werden die Regressionskoeffizienten als Funktion von
Mittel-werten, Varianzen und Kovarianzen ausgedrickt und diese Momente (ber
Stichprobendaten geschatzt. Um zu einer eindeutigen L6sung zu kommen, miissen zunachst
zwei Annahmen ge-troffen werden, die analog auch beim bivariaten Regressionsmodell
vorausgesetzt wurden:

(1) Die erklarenden Variablen X und W korrelieren nicht mit der Residualvariable U.

Baan % F&%&‘%H%H&Wﬁf f Rﬁmeméﬁgﬂﬂwz‘?ﬂaﬁ%n%ﬂ leéarkombinationen:
Y=B,+B - X+B, W+U

= Uy =B, By uy B, uy

2 n2 2 2. 52 42 2
= oy =Py ok +PB5 -0y +2:B, B, oux + 0y

2
= Gyy =Py 0% + B, Oux
2
= Gy =Py Owx +Bw - 03
= Gy, =0,
Aus den beiden Gleichungen fiir die Kovarianzen zwischen der abhangigen Variable Y und X

bzw. W lassen sich dann die Regressionsgewichte (3, und 3, als Funktionen der Varianzen und
Kovarianzen berechnen.
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Schatzung der Regressionskoeffizienten

2 2
Oyx =Py 0% +B, Oy UNd oy, =B, - Oyx +B, -0y

G\ZN "Ovx “Owx "Ovyw _ Gf( "Ovw ~Owx " Ovyx
2 2 2 und B, = 2 2 2
Gw *Ox _(wa Ox 'Ow _(GWX)
Aus der Gleichung fiir den Erwartungswert von Y folgt fiir die Regressionskonstante:
By =B By +By 1w = Bo =1y —Br-1y =By 1y

=B, =

Fur die Schatzung der Koeffizienten werden die konsistenten und erwartungstreuen Schétzer
der Populationsmittelwerte bzw. Erwartungswerte und Varianzen und Kovarianzen genutzt:

ﬁl _ cAY\Z/Z '6YAX _6VYX ’6;(W _ S\ZN “Syx = Swx 'S\Z(W _ SSw - SPyx —SPyx 'SF;YW
Gl -G —((SWX) SR —(SWX) SS,, - SSy —(SPWX)

Bz _ 6% ) 6\,(\W _8vAvx 6ZYX _ Sf( “Svyw T Swx 'S;(x _ SSx 'SPYW _SPWX 'SFZ)YX
G2 -G, —(GWX) SR —(SWX) SS, -SS, —(SPWX)

Bo :L\LY _Bl'l:lx _Bz 'l':lw
Dass anstelle der geschatzten Populationsvarianzen und Kovarianzen auch die Stichproben-
varianzen und -kovarianzen bzw. die Variationen (SS,)und Kovariationen (SP,;) eingesetzt

werden konnen, liegt daran, dass sich im Zahler und Nenner die Fallzahlen n bzw. Freiheits-
grade n—1 herauskirzen.
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Logik der Drittvariablenkontrolle im linearen Regressionsmodell

Bekannter als die Momentenmethode ist die Kleinstquadratschatzung (OLS-Methode oder
OLS-Schatzung), die bereits im bivariaten Regressionsmodell vorgestellt wurde. Hier wird
zundchst analog zur Gleichung fiir die Population eine entsprechen Gleichung fir die Stich-

probe formuliert: R
Y=Y+E=Db,+b,-X+Db, W+E

Die Regressionskoeffizienten by, b, und b, werden nach der Kleinstquadratmethode wie im
bivariaten Modell so bestimmt, dass die Summe der quadrierten Stichprobenresiduen minimal
ist:

n

ian:eiz = :Zl(yi _gli)z :;(yi _(bo +b,-%x; +b, .Wi))z =min.

Die Kleinstquadratmethode fuhrt zu folgende Berechnungsformeln fur die drei Koeffizienten:

2 A2 A ~ A
_ SSy, - SPyy —SPyyy -SPyy _ Sw Sxy “Swy ‘Sxw _ Ow "Oxy ~“Owy "Oxw

b, 2 T 2 a2 2T a2 a2 A 2
SS, -SSyy —(SPyew ) S% *Sw — (Sxw ) 6% 6w —(Gxw)
, = SSx - SPyy —SPyy -SPyw — Sf( “Swy = Sxv “Sxw — 85( '6WY _6XY '8xw
2 2 ~2 - ~ 2
SS, -SSy, —(SPyw ) S% St — (Sxw ) Gy 6w —(Gxw)

b,=y-b,-X—b, W

Wie der Vergleich zeigt, sind die OLS-Schatzer mit den Schétzern nach der Momentenmethode
identisch.
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Trivariate Regression: OLS-Schéatzer

W X Y n X2 Y2 XY W2 WX WY
0 1 4 1 1 16 4 0 0 0
0 2 3 1 4 9 6 0 0 0
0 3 3 1 9 9 9 0 0 0
0 4 5 1 16 25 20 0 0 0
1 2 1 1 4 1 2 1 2 1
1 3 0 1 9 0 0 1 3 0
1 4 1 1 16 1 4 1 4 1
1 5 3 1 25 9 15 1 5 3
2 4 24 20 8 84 70 60 4 14 5

Als Beispiel soll fiir 8 fiktive Félle der Zusammenhang zwischen der abhéngigen Variablen
»Ablehnung von Schwangerschaftsabbrichen* (YY) und den beiden erklérenden Variablen ,,Re-
ligiositat” (X) und ,,Region* (W) mit den beiden Auspréagungen alte Bundeslander (W=0) und
neue Bundeslander (W=1) untersucht werden.

Durch Aufsummieren werden zunachst die Mittelwerte, Variationen und Kovariationen be-
rechnet:
X=24/8=3;y=20/8=25;Ww=4/8=0.5

2 =84/8-3=15;s2=70/8-25" =255, =4/8-05=0.25
S, =60/8-25:3=0;s,,=5/8-05-2.5=-0.625;s,, =14/8-05-3=0.25
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Trivariate Regression: Interpretation der Regresionskoeffizienten

Die Regressionskoeffizienten sind dann:
% *Syy —Swy “Sxw _ 0.25-0—(-0.625)-0.25 05

S22, —(Spy ) 15-0.25-0.25?
b, - Sk “Swy ~Sxv *Syxw _ 1.5-(-0.625)-0-0.25 _ 30

2 2

52 -2, —(Syw )’ 1.5.0.25-0.257
by=Y-b,-X-b, W=25-05-3-(-3)-05=25

In der grafischen Darstellung ergibt sich eine dreidimensionale Punktewolke, durch die eine
zweidimensionale Regressionsebene verlauft. Die drei Regressionskoeffizienten bestimmen die
Lage dieser Ebene. Im Beispiel ergibt sich eine nach links unten und nach hinten unten gekippte

Ebene.
5 — 5
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Trivariate Regression: Interpretation der Regresionskoeffizienten
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Die Regressionskonstante by ist der Schnittpunkt dieser Ebene mit der Y-Achse an der Stelle
X=0 und W=0. Die Interpretation des Koeffizienten entspricht der Regressionskonstante a in

der bivariaten Regression.

Die Konstante gibt im Bespiel den Vorhersagewert an, wenn X=0 und W=0. Fr die 8 fiktiven

Félle ergibt sich ein Wert von b,=2.5.

Da X=0 fur keine Religiositat steht, ist bei nicht religiosen Befragten (X=0) aus den alten Lén-
dern (W=0) mit einem Durchschnittswert von 2.5 auf der Skala der Ablehnung von Schwan-

gerschaftsabbrtichen zu rechnen.

Das Regressionsgewicht b, gibt die Richtung und Stéarke der Neigung entlang der X-Achse an.
Da die Ebene nach links unten bzw. rechts oben gekippt ist, steigen die Vorhersagewerte mit

steigenden Werten der erklarenden Variablen X an. Steigt die Religiositdt um eine Einheit,

erhoht sich die zu erwartende durchschnittliche Ablehnung von Schwangerschaftsabbriichen

um b,=0.5 Einheiten.
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Ganz analog ist das Regressionsgewicht b, der Drittvariable W zu interpretieren. Die

Regres-sionsebene fallt nach hinten, d.h. mit steigenden Werten von W ab. Steigt also W um

eine Ein-heit an, ist mit einer durchschnittlichen Verringerung der durchschnittlichen
Ablehnung von Schwangerschaftsabbrichen um b,=-3 Einheiten zu rechnen.

Da inhaltlich ein Anstieg um eine Einheit bei der ersten erklarenden Variable X eine Zunahme
der Religiositat bedeutet und ein Anstieg um eine Einheit bei der zweiten erklérenden Variable
W einen Wechsel von den alten zu den neuen Bundeslandern, besagen die beiden Regressions-

gewichte, dass mit steigender Religiositat die Ablehnung von Schwangerschaftsabbriichen
zunimmt und dass in den neuen Bundesléandern eine geringere Ablehnung von Schwanger-

schaftsabbriichen besteht als in den alten Landern, die dortigen Befragten also bei dieser Frage

liberaler sind als im regideren Westen.
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Trivariate Regression: Partielle Effekte

Da alle Vorhersagewerte auf einer Ebene liegen, erfolgt der Anstieg bei Y um b,=0.5 Einhei-
ten, wenn sich X um eine Einheit erhéht. Die gilt fur alle Werten der zweiten erklarenden Va-
riable W.

Analog wirkt sich ein Anstieg der zweiten erklarenden Variable W um eine Einheit bei allen
Auspragungen der ersten erklarenden Variable X in gleichem Male als ein Riickgang der
\or-hersagewerte um b,=-3 Einheiten aus.

Im Unterschied zur Drittvariablenkontrolle in der Tabellenanalyse, bei der fur jede Auspréagung
einer Kontrollvariable konditionale Beziehungen in Partialtabellen geschatzt werden, wird in
der multiplen Regression daher nicht zwischen erklarenden Variablen und Kontrollvariablen
differenziert.

In der trivariaten Regression gibt es entsprechend nicht nur eine, sondern zwei erklarende Va-
riablen, die sich gegenseitig kontrollieren. Jede erklarende Variable ist gleichzeitig Kontrollva-
riable der anderen erklarenden Variable.

Da das Regressionsgewicht b, unabhangig von den Werten der zweiten erkldrenden Variablen
W gilt und analog das Regressionsgewicht b, unabhangig fur alle Werte der ersten erklarenden
Variablen X gilt, spricht man in der trivariaten (und multiplen) Regression von partiellen Ef-
fekten bzw. partiellen Regressionskoeffizienten.
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Trivariate Regression: Partielle Effekte

5 5 . W=0
4 ; . /
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Die dreidimensionale Punktewolke kann in das zweidimensionale X,Y-Koordinatensystem
projeziert werden. Die Abbildung zeigt dann fir jede Auspragung von W parallele
Regressions-graden.

Der senkrechte Abstand zwischen den Geraden ist gerade gleich dem Wert des Regressions-
gewichts b,.
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Symmetrie zwischen erklarender Variable und Kontrollvariable

Gleiches gilt auch fiir die bedingte Regression von Y auf W bei verschiedenen Werten von X:
Die Regressionsgewichte sind stets gleich, die Regressionskonstanten unterscheiden sich je-
weils um den Wert b,=0.5, wenn X um eine Einheit zunimmt:

Vorhersagewerte: Y =b,+b,-X+b,-W=25+0.5-X-3.0-W

Wenn X=1: Y =b,+b,-1+b,-W=25+05-1-3.0-W=3.0-3.0-W
Wenn X=2: Y =b,+b,-2+b,-W=25+05-2-30-W=35-3.0-W
Wenn X=3: Y =b,+b,-3+b,-W=25+05-3-3.0-W=4.0-3.0-W
Wenn X=4: Y=b,+b,-4+b,-W=25+05-4-3.0-W=45-30-W
Wenn X=5 Y =by+b,-5+b,-W=25+0.5-5-3.0-W=5.0-3.0-W

Generell gilt: Wenn sich X um AX andert, andert sich der Vorhersagewert um b,-AX, wenn sich
W um AW éndert, andert sich der Vorhersagewert um b,-AW.

AY =b,-AX und AY =h,-AW

Man bezeichnet diese Eigenschaft der Effekte auch als linear-additiv, weil jede erklarende Va-
riable einen eigenen linearen Effekt aufweist und sich bezogen auf die Vorhersagewerte alle li-
nearen Effekte addieren, also keine Interaktion besteht.
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Trivariate Regression als Residuenregression:

Neben der Momentenmethode und der Kleinstquadratmethode gibt es noch eine dritte Metho-
de, um die partiellen Regressionsgewichte zu bestimmen.

Die Idee der Methode der Residuenregression besteht darin, bei der Drittvariablenkontrolle
den (linearen) Effekt bzw. Zusammenhang zwischen der Drittvariable und abhé&ngiger Varia-
ble sowie unabhangiger Variable aus den Daten ,,herauszurechnen®.

Dies geschieht dadurch, dass in einem ersten Schritt die Residuen der Regressionen der abhan-
gigen und der unabh&ngigen Variable in Regressionen auf die Drittvariable berechnet werden
und anschiefl’end die bivariate Regressionen zwischen diesen Residuen.

Zuné&chst wird also die bivariate Regression von Y auf W berechnet:
wobei die resultierenden Residuen E.,, als eine zusatzliche Variable in die Datenmatrix aufge-
nommen wird.

In gleicher Weise wird auch X auf W regrediert:

SchlieRlich werden die Residuen von Y auf die Residuen von X regrediert:
Evw =bxw Exw * Evxw:

Die Regressionskonstante kann bei der Residuenregresssion ausgelassen werden, da die Mit-
telwerte der Residuen Null sind und daher auch die Konstante Null sein muss.
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Trivariate Regression als Residuenregression:

W X Y n X2 Y2 XY W WX WY
2 4 24 20 8 84 70 60 4 14 3)

X=3;y=25:Ww=05 s;=15;s,=25;s:, =025 s, =0;s,, =-0.625;s,, =025
Fur die acht fiktiven Falle des Beispiels ergibt die bivariate Regression von Y auf W folgendes
Ergebnis:

b=s,y /sy =-0625/025=-25a=y-b-W=25-(-25)-05=3.75

Y =375-25-W= E,w=Y-375-25-W
Fur die Regression von X auf W ergibt sich:

b=s,, /s, =025/025=1.0;a=X-b-W=3-1.05=25

X=25+1-W=E,,=X-25-1.W

Fur die Varianzen und Kovarianzen von E,,, und Ey ,, folgt dann aus den Regeln fir Linear-
kombinationen:

s*(Eyy ) =5 +(-2.5)*-s5, —2-(-2.5) -S,,, = 2.5+ (-2.5)* - 0.25- 2- (-2.5) - (-0.625) = 0.9375
$?(Exw) =5k +Sp —2-Syy =1.5+0.25-2-0.25=1.25
S(ExwsEvw ) =Syx —Syw — 2.5-Syy + 2555, =0—(-0.625) - 2.5-0.25+ 2.5-0.25 = 0.625
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Trivariate Regression als Residuenregression:
X=3;y=25:Ww=05 s;=15;s2=25;s,, =025 s, =0;s,,=-0625;s,, =025

Y X W EY|W=Y—(3.75—2.5-W) Exqw =X—(2.5+W) EX|W2 Evw Exw
4 1 0 4-3.75= 0.25 1-25=-15 2.25 -0.375
3 2 0 3-3.75=-0.75 2-2.5=-0.5 0.25 0.375
3 3 0 3-3.75=-0.75 3-2.5= 05 0.25 -0.375
5 4 0 5-3.75= 1.25 4-25= 15 2.25 1.875
1 2 1 1-1.25=-0.25 2-3.5=-15 2.25 0.375
0 3 1 0-1.25=-1.25 3-3.5=-0.5 0.25 0.625
1 4 1 1-1.25=-0.25 4-35= 0.5 0.25 -0.125
3 5 1 3-1.25= 1.75 5-3.5= 15 2.25 2.625
Summe: 0 0 10.00 5.000

Die Vorhersagegleichung der Residuenregression der Residuen von Y auf die Residuen von X ist
dann:

b =5y wxw/S%w =1.25/0625=5/10=0.5

Analog kann die Regression der Residuen der Regression von Y auf X auf die Residuen der
Regression von W auf X berechnet werden:
b=s, /s;=0/125=0;a=y-b-X=25-0-3=25=E,, =Y-25

b=S,y /5. =025/15=1/6;a=W-b-X=05-1/6-3=0=E,,=W-1/6-W
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Trivariate Regression : Auspartialisierung
X=3;y=25:W=05 s;=15;s2=25;s.,=025 s,,=0;s,,=-0625;s,, =025

Y X W En=Y25 Eux=W-0167X  Ey?  EyxEwx
41 0 425= 15 0-0167=-0.167 0028  —0.250
3 2 0 325=05 0-0333=-0333 0111  -0.167
3 3 0 325=05 0-0500=-0500 0250  -0.250
5 4 0 525= 25  0-0.667=-0.667 0444 1667
1 2 1 1-25=-15  1-0.333= 0.667 0.444  —1.000
0 3 1 0-25=-25  1-0500= 0.500 0250  -1.250
1 4 1 1-25=-15  1-0667= 0.333 0.111 ~0.500
3 5 1 325=05  1-0833= 0.167 0.028 0.083
Summe: 0 0 1667  —5.000

Die Vorhersagegleichung der Residuenregression der Residuen von Y auf die Residuen von W
ist dann:

Svw —1-5YX —0.625—1-0 5
b:SY.X,W.X/S\ZN.X: 2 6 = 15 g = =
2 (1) ¢ 2  025+72-%.025 1667
Wl g X g owx 36 6

Vergleicht man die beiden Regressionsgewichte der Residuenregressionen mit den partiellen
Regressionsgewichten der trivariaten Regression, so zeigt sich, dass die Werte identisch sind.
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Trivariate Regression: Auspartialisierung

In der trivariaten und allgemein auch in der multiplen Regression lassen sich daher die parti-
ellen Regressionsgewichte auch als Koeffizienten von Residuenregressionen interpretieren.

Man spricht in diesem Zusammenhang auch von Auspartialisierung. Dabei werden die (line-
aren) Effekte der Kontrollvariablen auf die abhdngige Variable und auf die jeweils betrachtete
erklarende Variablen ,,herausgerechnet®.

Dies ist, wie gleich bei der konditionalen Regression gezeigt werden wird, nicht identisch mit
dem ,,Konstanthalten* der Werte der Kontrollvariablen bei der Drittvariablenkontrolle in der
Tabellenanalyse.

Konstanthalten und Auspartialisieren fiihren nur dann zum gleichen Ergebnis, wenn die triva-
riate Regression von Y auf die beiden erklarenden Variablen X und W tatsachlich linear-additiv
sind, die tatsachliche Regressionsfunktion in der Population also der linearen Modellgleichung
entspricht.

Gleichwonhl hat sich auch in der multiplen Regression der Sprachgebrauch eingebirgert, dass
die partiellen Regressionsgewichte den Effekt einer erklédrenden Variablen wiedergeben, wenn
die Werte der tbrigen Pradiktoren ,,konstant* gehalten werden, wie das bei der Drittvariablen-
kontrolle durch konditionale Effekte gegeben einen konstanten Wert der Drittvariablen der Fall
Ist.
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Konditionale bivariate Regression

Bei der konditionalen Regression werden - analog dem Vorgehen der Analyse bivariater
Bezie-hungen in Partialtabellen - fir die alten und die neuen Bundesléander jeweils getrennt die
Zu-sammenhénge zwischen Ablehnung von Schwangerschaftsabbriichen und Religiositéat
berech-net werden:

W X Y n X2 Y2 XY W2 WX WY
Alte Bundeslander
> 0 10 15 4 30 59 39 0 0 0

Neue Bundeslander
> 4 14 5 4 54 11 21 4 14 5

g9 10-15 5 145
by =—16‘2=0.3 bys =—1Z‘2=o.7
30— 54 ="
4 4
15 10 5 14
a, . =—-03-—2=3.0 a, =—-07-2=-1.2
W0y 4 W=0 g 4

Die Vorhersagegleichungen fur die beiden Auspragungen der Kontrollvariable betragen:

~

Yo =2, +b,-X=3.0+0.3-Xund Y, =a,+b, -X=-1.2+0.7-X
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Konditionale Bivariate Regression

5 *

y o Yuo=30+03-X

3 . S n
2

1 m n

0 .

1 Y, =-12+0.7-X

0 1 2 3 4 5
Das Regressionsgewicht ist in den alten Bundeslandern (W=0) mit einem Wert von b,=0.3

geringer als in den neuen Bundeslandern, wo der Wert b,=0.7 betragt. In den neuen Bundes-
landern ist die Beziehung zwischen Ablehnung von Schwangerschaftsabbriichen und Religio-
sitat also enger als in den alten Landern.

Bei den Regressionskonstanten ist umgekehrt der Wert in den neuen Landern geringer als in
den alten Landern. Die Regressionsgrade startet also in den neuen L&ndern von einem tieferem
Niveau aus.
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Vergleich von partiellen und konditionalen Effekten

Der Unterschied zwischen konditionaler und trivariater Regression wird bei einer Gegenuber-
stellung der trivariaten Regression mit den beiden konditionalen Regressionsgeraden deutlich.

Dazu werden aus der Vorhersagegleichung des trivariaten Regressionsmodells zwei Regres-
sionsgleichungen fur die beiden Erhebungsgebiete berechnet:

Vorhersagewerte: Y =b, +b,-X+b, - W=25+05-X-3.0-W
Wenn W=0: ¥=b,+b,-X+b,-0=2.5+0.5-X~3.0-0=25+0.5-X
Wenn W=1: Y=b,+b,-X+b, 1=25+05-X-3.0-1=-05+05-X

Die beiden Gleichungen unterscheiden sich nur in der Regressionskonstante, die bei der
Aus-pragung W=1 um b,=-3 Einheiten unter der Konstante bei W=1 liegt.

Im konditionalen Regressionsmodell unterscheiden sich dagegen nicht nur die Konstanten,
sondern auch die beiden Regressionsgewichte:

WennW=0: Y =a,_,+by,_, -X=30+03-X
WennW=1: Y =a,_ +b, -X=-12+0.7-X
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Vergleich von partiellen und konditionalen Effekten

Linear-additives Modell der trivariaten
Regression:

die beiden Regessionskurven verlaufen
parallel.

5
4

3 konditionale Regression:

2 getrennte Berechnung fir W=0 und

1 W=L:

0 Die beiden Regressionskurven verlau-
) fen nicht parallel.

2+

Vorlesung Statistik 3 L07-20




Multiple Regression: Vorteile gegeniiber konditionaler Regression

\erglichen mit der Berechnung konditionaler Regressionsmodelle bietet die Drittvariablenkon-

trolle im trivariaten Regressionsmodell eine Reihe von Vorteilen:
+ Fir die Berechnung sind weniger Falle notwendig.
Es ist insbesondere nicht notwendig, dass es fir alle Auspragungen der Kontrollvariabl

e

jeweils Realisationen zur Berechnung der konditionalen Regressionsgleichungen geben
muss. Stattdessen werden alle Regressionsgewichte gemeinsam anhand der vorliegenden

Daten geschatzt.

+ Es gibt keine formale Unterscheidung zwischen erklarender Variablen und Kontrollvaria-
blen: Fir alle erklarenden Variablen werden Effekte berechnet und jede erklarende Variable

ist gleichzeitig Kontrollvariable fiir alle anderen erklarenden Variablen.
+ Die Interpretation ist einfacher, da fur eine erklarende Variable anstelle vieler und sich

maoglicherweise unterscheidender konditionaler Effekte nur ein einziger partieller Effekt

berechnet wird.
+ Das trivariate Regressionsmodell kann sehr leicht durch weitere erklarende Variablen z

um

Modell der multiplen Regression mit vielen erklarenden Variablen ausgeweitet werden,
wéhrend die getrennte Berechnung in unterschiedlichen konditionalen Regresionsmodellen
nicht nur undibersichtlich wird, sondern auch leicht an mangelnden Fallzahlen scheitern

kann.
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Multiple Regression: Nachteile gegentber konditionaler Regression

Die Vorteile dieser Art von Drittvariablenkontrolle hat aber auch ihren Preis:

— es muss angenommen werden, dass die erklarenden Variablen tatsachlich linear-additiv auf

die abhangige Variable wirken und somit anstelle der konditionalen Effekte tatséchlich
partielle Effekte die Beziehung korrekt beschreiben.

— Die Homoskedastizitdtsannahme bei der effizienten Schatzung der Regressionskoeffizien-

ten gilt im Unterschied zur konditionalen Regression nicht nur innerhalb einer Auspra-
gungskombination der Kontrollvariablen, sondern fir alle Auspradgungskombinationen
erklarender Variablen.

Die zweite Annahme (Homoskedastizitét) ist fir die BLU-Eigenschaft der Kleinstquadrat-
methode unverzichtbar. Es gibt aber auch Schatzmethoden fiir lineare Regressionsmodelle
heteroskedastischen und/oder autokorrelierten Residuen.

aller

mit

Die Annahme linear-additiver Effekte ist insofern weitgehend unproblematisch, als im Modell
der multiplen Regression - wie in spéteren Lerneinheiten gezeigt wird - letztlich auch Interak-

tionseffekte und nichtlineare Beziehungen modelliert werden kdnnen.
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Empirisches Beispiel fur die trivariate Regression:

Im ersten Beispiel wurde mit nur acht Fallen gerechnet, um das Prinzip der multiplen Regres-
sion zu verdeutlichen. Im Allbus 2006 gibt es empirische Daten, die als Indikatoren fur die
Einstellungen zum Schwangerschaftsabbruch und zur Religiositét interpretiert werden kdnnen.

So wird in sieben Items danach gefragt, ob ein Schwangerschaftsabbruch erlaubt oder verboten
sein sollte, wenn (1) das Kind behindert sein wird, (2) die Schwangere keine weiteren Kinder
haben mdchte, (3) die Gesundheit der Frau durch die Schwangerschaft gefahrdet sei, (4) eine
finanzielle Notlage besteht, (5) die Schwangerschaft Folge einer Vergewaltigung ist, (6) die
Frau ledig ist und den Vater des Kindes nicht heiraten will oder (7) die Frau einen Abbruch der
Schwangerschaft will.

Fur die folgende Analyse wurde aus den Antworten auf die sieben Variablen ein Index Y ge-
bildet, der z&hlt, in wie vielen der 7 Situationen ein Respondent der Ansicht ist, dass ein
Schwangerschaftsabbruch verboten sein sollte. Der Minimalwert von null bedeutet also, dass
Schwangerschaftsabbriiche in allen Situationen erlaubt sein sollte, der Maximalwert von sie-
ben, dass Schwangerschaftsabbriiche in allen Situationen verboten sein sollte.

Zur Erfassung der Religiositéat (X) wurde die Kirchgangshéaufigkeit verwendet, wobei die
Auspragungen null bis finf den Antwortvorgaben ,,mehrmals in der Woche* (5), ,,jede Woche*
(4), ,,ein- bis dreimal im Monat* (3), ,,mehrmals im Jahr“ (2), ,,seltener* (1) und ,,nie“ (0)
zugeordnet wurde.

Das Erhebungsgebiet (W) hat wie im Beispiel mit den fiktiven Daten die Auspragungen 0 flr
die alten und 1 fur die neuen Bundeslander.
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Empirisches Beispiel fur die trivariate Regression:

n X Y W X2 Y2 W2 XY WY WX

2.3402 4202 8019 1118 10540 31535 1118 12354 1850 824

Aus den Summen, Quadratsummen und Produktsummen (ber die giltigen Falle der Varia-
blen in den Allbus-Daten werden zunéchst Mittelwerte, Varianzen und Kovarianzen und
anschliel3end die Regressionskoeffizienten berechnet:

x=1. 3% =222 10352 =Ly re w2 100 g s g 573
n 5" 3402 3481
1 8019 13 31535
y=="-)y =—"-=2357;s3==-Y y -y ="—"""_2357=3.713
Y izly' 3402 " n Z;‘y Y = 3002
W=l Sw, =8 g309:52 oL e w28 0390 - .22
n 4 3402 n 4 3402
Zx szﬁ—1235 2.357 =0.720
3402
——-Zwi-yi—v—v-y=%—0329 2.357 =-0.164
1 824
Sy =—* ) Xi+W, —X-W=—--1.235-0.329 =-0.231
WX n ; i i 3402
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Empirisches Beispiel fur die trivariate Regression:

Mittelwerte, Varianzen und Kovarianzen (n=3402):
Varianz/Kovarianz-Matrix

Variable Mittelwert X Y W
Kirchgang (X) 1.235 1.573

Abtreibung (Y) 2.357 0.720 3.713

Region (W) 0.329 -0.164 -0.231 0.221

Aus den Beschriftungen der Varianz/Kovarianz-Matrix ist erkennbar, welcher Wert fur welche
Statistik steht. Die Diagonalelemente enthalten die Varianzen, die darunter liegenden Elemente
die Kovarianzen. In der Spalte X und Zeile Y findet sich so z.B. die Kovarianz zwischen X und
Y, hier also zwischen Kirchgang und Abtreibung: sy = 0.720.

Die Mittelwerte, Varianzen und Kovarianzen bilden die Ausgangsbasis fir die Berechnung der

Regressionskoeffizienten:

%8 W 0.221.0.720 - (~.231)- (~.164)

_SW

= 2wy ~Pwy D %) ~0.378
S *Sw —(Sxw ) 1.573-0.221—(-.164)
2 _ — (=
_L573-(-23)—0.720-(~164) _ ¢

2 2

s2 -2, — (Syw 1.573-0.221—(-.164)°
b, =Y —b,-X—b, W =2.357—0.378-1.235 — (~.766) - 0.329 = 2.142

b _Sx “Swy ~Sxv "Sxw
2 )2

Hinweis: Die wiedergegebenen Ergebnisse sind mit mehr als 3 Nachkommastellen berechnet.
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Empirisches Beispiel fur die trivariate Regression:

Mittelwerte, Varianzen und Kovarianzen (n=3402):
Varianz/Kovarianz-Matrix

Variable Mittelwert X Y w
Kirchgang (X) 1.235 1.573

Abtreibung (Y) 2.357 0.720 3.713

Region (W) 0.329 -0.164 -0.231 0.221

b, =2.142 , b, =0.378 ; b, = —0.766

Der positive Wert des Partiellen Regressionsgewichts der Religiositat von b, = 0.378 weist da-
rauf hin, dass bei Kontrolle des Erhebungsgebiets die Ablehnung von Schwangerschaftsab-
brichen um 0.378 Einheiten zunimmt, wenn die Religiositdt um 1 Einheit ansteigt.

Analog bedeutet der negative Wert von b, = —0.766, dass bei Kontrolle der Religiositat im
Osten (W=1) die Ablehnung von Schwangerschaftsabbriichen um 0.766 Einheiten geringer ist
als im Westen (W=0).

Die Regressionskonstante von b, = 2.142 bedeutet schlielich, dass Befragte aus den alten Bun-
deslandern (W=0), die nie zur Kirche gehen (X=0) im Durchschnitt in 2.142 der sieben Situa-
tionen flr ein \erbot von Schwangerschaftsabbriichen sind.

Die Ergebnisse konnen wie im Eingangsbeispiel in eine Grafik eingetragen werden.
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Empirisches Beispiel flr die trivariate Regression:

5

Y =2142+ 0378 - X = 0.766 - 0

;6 4 Westen: W =0
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Daten: Allbus 1996

Religiositit (X)

Anstelle der Punktewolke sind die bedingten Stichprobenmittelwerte der
Auspragungskombina-tionen als Punkte eingezeichnet. Jeder Punkt steht also fir eine
unterschiedliche Anzahl von Befragten.
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Vergleich der Effektstarken

In Regressionsmodellen mit mehreren erklarenden Variablen stellt sich die Frage nach der rela-
tiven Erklarungskraft der erklédrenden Variablen untereinander, also wie die partiellen Zusam-
menhange mit der abhdngigen Variablen in ihrer Bedeutung und Starke verglichen werden
konnen.
Als Beispiel soll der Zusammenhang zwischen der Haltung zu Schwangerschaftsabbri-
chen, der Religiositat und dem Alter der Befragten betrachtet werden.
Die Haltung zum Schwangerschaftsabbruch (Y) wird wieder tber die Anzahl von insge-
samt sieben vorgegebenen Situationen erfasst, in denen sich die befragten Personen fur
ein Verbot von Schwangerschaftsabbriichen aussprechen.
Die Religiositat (X,) wird tiber die Kirchgangshaufigkeit mit den Ausprégungen ,,mehr-
mals in der Woche** (5), ,,jede Woche* (4), ,,ein- bis dreimal im Monat** (3), ,,mehrmals
im Jahr* (2), ,,seltener* (1) und ,,nie** (0) erfasst, das Alter (X,) wird in Jahren gemessen.
Die geschatzten Populationsmittelwerte, -varianzen und -kovarianzen der n=3394 Falle
zeigt die folgende Tabelle:

Variable | Mittelwerte | Varianzen u. Kovarianzen
Abtreibung (Y') 2.357 3.711

Kirchgang (X) 1.234 0.726  1.567

Alter in Jahren (W) 49.31 1495 3.734 295.877

(Daten: Allbus 2006)
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Vergleich der Effektstarken

Variable | Mittelwerte | Varianzen u. Kovarianzen
Abtreibung (Y) 2.357 3.711

Kirchgang (X) 1.234 0.726  1.567

Alter in Jahren (W) 49.31 1495 3.734  295.877

(Daten: Allbus 2006)

Die Schatzung der Regressionskoeffizienten ergibt:

o _ O By =By O _ 295.877-0.726-1.495-3734 _
L6562~ (G ) 295.877 -1.567 — 3.734°

b, - G *Gwy ~Oxy "Oxw _ 1.567-1.495-3.734-0.726 _ 0.0008
A~ ~ ~ 2 2 '
&% - 5% — () 1.567 -295.877 —3.734

b,=Y-Db,-X—b, -Ww=2.357-0.465-1.234 — (-0.0008) - 49.314 =1.823

Die Regressionsgewichte besagen:

» Wenn die Religiositat um eine Einheit ansteigt, dann steigt die Ablehnung von Schwan-
gerschaftsabbriichen im Durchschnitt um 0.465 Einheiten an,

 wenn das Alter um Jahr ansteigt, dann sinkt die Ablehnung von Schwangerschaftsabbr-
chen um 0.0008 Einheiten.

Bedeutet dies, dass die Religositét einen sehr viel groieren Effekt auf die Ablehnung von
Schwangerschaftsabbriichen hat als das Alter?
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Vergleich der Effektstarken

Pradiktor | Koeffizient  Pradiktor | Koeffizient  Pradiktor | Koeffizient
Konstante (by) 1.823 Konstante (b,) 1.823 Konstante (b*,) 0
Religiositat (b,) 0.465 Religiositéat (b,) 0.465 Z(Relig.) (b™) 0.302
Alter in Jahren (b,) | -0.001 Alter (Jahrhdt.) (b,)| —0.082 Z(Alter)  (b%,) -0.007

Diese Frage ist anhand der Daten kaum zu beantworten, da die erklarenden Variablen in nicht
vergleichbaren Einheiten gemessen werden.

Auch andert eine Reskalierung die Koeffizienten. Wird etwa das Alter nicht in Jahren, sondern
in Jahrhunderten gemessen, ergibt sich ein Regressionsgewicht von —0.082 (mittlere Tabelle).

Um einen einheitlichen Malistab zu erhalten, kdnnen alle Modellvariablen standardisiert wer-
den:

X=X W-w
Sy Sy Sw

Y =b,+b,-X+b, W+E=Z, s, +Y=by+b,-(Z, -5 +X)+b,-(Z, s, +W)
E

Zy = bo_(y_bl.x_bZ.W)+[b1'2_xj'zx+[b1'z_wjizw+_:bz'zx+b;'ZW+E*

Sy Y Y Sy

Die Ergebnisse der Regression zwischen den standardisierten Variablen sind in der rechten Ta-
belle festgehalten.
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Vergleich der Effektstarken

unstandard. standardisierte

Pradiktor Koeffizienten  Koeffizienten
Konstante (b,) 0.823 --
Religiositat (b,) 0.465 0.302
Alter in Jahren (b,) —-0.001 —0.007

Da die Mittelwerte standardisierter Variablen null sind, ist auch die Regressioskonstante im
standardisierten Regressionsmodell notwendigerweise null.
Die partiellen Regressionsgewichte werden als standardisierte Regressionsgewichte oder
auch als standardisierte Effekte bezeichnet. Sie geben an, um wie viel Standardabweichungen
die abhdngige Variable ansteigt bzw. sinkt, wenn eine erklarende Variable um 1 Standardab-
weichung ansteigt:
Erhoht sich die Religiositat um 1 Standardabweichung, erhoht sich die Ablehnung von
Schwangerschaftsabbriichen um 0.302 Standardabweichungen;
erhoht sich das Alter um 1 Standardabweichung, verringert sich die Ablehnung von
Schwangerschaftsabbriichen um 0.007 Standardabweichungen.

Bezogen auf den einheitlichen MaRstab ,,Standardabweichung* ist daher der Effekt der Religi-
ositat sehr viel hoher als der des Alters.
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Vergleich der Effektstarken

unstandard. standardisierte

Pradiktor Koeffizienten  Koeffizienten
Konstante (b,) 0.823 --
Religiositat (b,) 0.465 0.302
Alter in Jahren (b,) —-0.001 —0.007

\or allem in der Umfrageforschung, in der sehr unterschiedliche Antwortskalen Verwendung
finden, werden daher neben den unstandardisierten Regressionskoeffizienten zusétzlich (oder
auch ausschlief3lich) die standardisierten Regressionsgewichte berichtet.

Hinweise:

* Die Interpretation standardisierter Regressionsgewichte schafft zwar einen einheitlichen
Malistab zur Beurteilung der relativen Einflussstérke, doch gehen in diesen Mafstab auch
die empirischen Streuungen der Variablen ein.

Es ist daher moglich, dass bei zwei erklarende Variablen, die in gleichen Messskalen ge-
messen werden, die relative GroRenordnung der unstandardisierten und der standardisierten
Regressionsgewichte umgekehrt ist.

* In Statistikprogrammen werden die standardisierten Regressiosgewichte sehr oft als Beta-
Koeffizienten () bezeichnet. Da das griechische £ aber auch fir die Regressionskoeffizien-
ten in der Population steht, verwende ich stattdessen ein Sternchen (b*) zur Kennzeichnung
standardisierter Koeffizienten.
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Vergleich der Effektstarken

Variable | Mittelwerte | Varianzen u. Kovarianzen Korrelationen Koeffizient
Abtreibung (Y) 2.357 3.711 1.000

Religiositat (X) 1.234 0.726  1.567 0.301 1.000 b*, = 0.302
Alter in Jahren (W) 49.314 1495 3.734 295.877 | 0.045 0.173 1.000 b*,=-0.007

Die standardisierten Regressionsgewichte konnen auch direkt aus den Produktmoment-Korre-
lationen berechnet werden, wobei es durch Rundungsfehler zu leichten Abweichungen gegen-
uber der Berechnung aus den unstandardisierten Koeffizienten kommen kann:

e 824522, "5 522w _ LTy ~hay Tw _ ey ~ T *Tw _ 0-301-0.045-0.173

1T e @ ? 1.1 T T X 2
SZx .SZW _(SZXZW) ’ _(rXW) XW )
2
*_ SZX .SZWZY _SZXZY ‘Szxzw _ 1. rWY - rXY . rXW _ I’WY — I’XY . rXW _ 0.045-0.301-0.173 — _0.007

g 'Siw—(szxzw)z 11— (g )’ 1-r1,° 1-0.1732

Da sich standardisierte und unstandardisierte Regressionsgewichten ineinander umrechnen
lassen, kann es bei sehr unterschiedlichen Skalierungen der Modellvariablen zur Minimierung
von Rundungsfehlern sinnvoll sein, zundchst die standardisierten Koeffizienten zu berechnen
und daraus die unstandardisierten Werte.

b, =b} -~ b} =b, -~
Sk Y
wobei s, die Standardabweichung der k-ten erklarenden Variablen ist.
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Partielle Korrelation

In der bivariaten Regression ist das standardisierte Regressionsgewicht gleich der Korrelation.
Die Werte mussen daher zwischen —1 und +1 liegen.

Dies gilt nicht fur die partiellen standardisierten Gewichte. Sie kdnnen durchaus kleiner —1
bzw. groRer +1 sein. Standardisiert sind namlich nicht die Koeffizienten, sondern die Modell-
variablen.

Standardisierte Regessionsgewichte grofier Eins konnen vor allem dann auftreten, wenn die
Pradiktoren sehr hoch miteinander korreliert sind.

Korrelationen messen die Starke symmetrischer Beziehungen, wahrend Regressionsgewichte
die asymmetrische Beziehung zwischen abhéngigen und unabhéngigen Variablen erfassen.
Analog zu partiellen Regressionsgewichten lassen sich auch partielle Korrelationskoeffizien-
ten definieren. Sie messen die Korrelation, also die symmetrische Beziehung zwischen zwei
Variablen, nachdem die linearen Einfllsse dritter Variablen auspartialisiert sind.

Die Berechnung kann Uber die Residuenregression erfolgen. Anstelle des Regressionsgewichts
wird dabei die Korrelation der Residuen berechnet. Im Beispiel der trivariaten Regression ist
die partielle Korrelation zwischen Kirchgangshaufigkeit und Schwangerschaftsabbruch also
gleich der Korrelation zwischen den Residuen der Regressionen der beiden Variablen auf das
Alter.
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Partielle Korrelation

Die Varianzen der Residuen ergeben sich im Fall der trivariaten Regression zwischen standar-
disierten Variablen aus der Differenz der quadrierten Korelationen zwischen abhéngiger und
unabhangiger Variablen. Die Kovarianz zwischen diesen Residuen ist gleich dem Z&hler in der
Formel zur Berechnung des standardisierten Regressionsgewichts aus Korrelationen. Daher
berechnen sich die partiellen Korrelationen bei drei Variablen nach:

Dy Tuyhw _ 0301-0.045-0173 .
XYW \/(1—rv2vv)'(1_r>§w) \/(1—0.0452).(1—0.1732)

o T hyhw _ 0045-03010473 .
Wy \/<1_ ) (1-r) \/(1_0.3012) .(1-0.173)?

lwy = New ~ Iy~ Twy — 0.173-0.301-0.045 =0.180

Ja-ri)-(1-r3y) J(1-.3012) (1-0.045?)

Da die Z&hler der Formeln fir partielle Korrelationen und partielle Regressionsgewichte gleich
sind, sind auch die Vorzeichen von partiellen unstandardisierten Regressionsgewichten, parti-
ellen standardisierten Regressionsgewichten und partiellen Korrelationen immer identisch. Das
bedeutet, dass eine partielle Korrelation genau dann null ist, wenn auch das partielle (standar-
disierte wie unstandardisierte) Regressionsgewicht null ist.
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Eigenschaften von Vorhersagewerten und Residuen

Wie im bivariaten Fall gilt auch in der trivariaten Regression:

(1) der Mittelwert der Vorhersagewerte ist gleich dem Mittelwert der abhéngigen Variablen:

1. 2% LW,
n yi=b0+b1'|:1n +b2":1n =b,+b,-X+b, W=y
1

(2) Die ,erklérte” Variation (und Stichprobenvarianz), d.h. die Variation (Varianz) der Vorher-
sagewerte ist eine Funktion der Variationen (Varianzen) der erklarenden Variablen:

SS, =b?-SS, +b3-SS,, +2-b,-b, -SP,,, =b, -SP,, +b, -SP,,

2 2 2 2 2
S5 =b; S5 +Db5-Sy, +2-b-b, Sy, =Dy Sy + D, Sy

(3) Der Mittelwert der Residuen ist Null und die Stichprobenresiduen kovariieren (und korre-
lieren) nicht mit den Vorhersagewerten und den erklarenden Variablen:
1 &, 1 = 13 _
See == (¥, -V) € =0; 55 :H'Z(Xi —X)-€ =0; Sy =H-Z(Wi ~W)-e, =0

n i=1 i=1 i=1
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Eigenschaften von Vorhersagewerten und Residuen: Varianzzerlegung

(4) Wie in der bivariaten Regression ist daher die Variation bzw. Stichprobenvarianz der ab-
hangigen Variable gleich der Summe der Variationen bzw. Varianzen der Vorhersage-
werte und der Residuen:

SS, = ss, + SS.
= Y-y o+ e = Y-y
i=1 i=1 i=1
sy = S5 + st
YE-Y) Y Y-y
_ = 4+ 4=l _ =l
n n n

(5) Aus der Varianzzerlegung folgt als ein PRE-MaR fir die Starke der Zusammenhangs der
Anteil der erklarten Varianz (Variation) an der Gesamtvarianz (Gesamtvariation) der ab-
hangigen Variablen, der als Determinationskoeffizient (R?) bezeichnet wird:

A N2 : ~ \2 L,
Z(yi_y) s, o2 Z(yi_yi) ;ei SS, 2

2
R2= i=1 — Y=_Y—l_ i=1 =1— =1— =] ——

Y-y 5SS Sy Y-y S S
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Eigenschaften von Vorhersagewerten und Residuen: Varianzzerlegung

Die positive Quadratwurzel aus dem Determinationskoeffizienten wird multiple Korrelation
genannt.
Die multiple Korrelation ist gleichzeitig die Produktmomentkorrelation der Vorhersagewerte
mit der abh&ngigen Variablen:

R=r, =+VR?

YY

Fir das Beispiel der Erklarung der Haltung zu Schwangerschaftsabbriichen durch die
Religiositat und das Alter aus dem Allbus 1996 ergeben sich folgende Werte:

s2 = b, S,y +b, S,y =0.465-0.726 + (~.0.00082) - 0.1.495 = 0.337
sg =Sy —s; =3.710—-0.337 =3.373
, S5 0.337

RZ=2¥ =220 _0,001=9.1%
2 3.373

R =+R? =+/0.091 = 0.301

Der Determinationskoeffizient betragt 9.1%. Die Variation der Religiositat und des
Alters der befragten Personen decken zusammen also gut 9% der Unterschiede bei der
Ablehnung von Schwangerschaftsabbriichen. Die multiple Korrelation ist 0.301.
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Lerneinheit 8:
Schatzen und Testen im trivariaten Regressionsmodell

Wie in der bivariaten Regression mit einer abh&ngigen und nur einer erklarenden Variablen soll
auch in der trivariaten und allgemeiner in der multiplen Regression mit mehreren erklarenden
Variablen die OLS-Schéatzung der Regressionskoeffizienten zu mdglichst guten Schatzungen
der entsprechenden Populationskoeffizienten flhren.

Dies ist nur der Fall, wenn die Anwendungsvoraussetzungen erfillt sind:

1. Linearitatsannahme: die abh&ngige Variable lasst sich als lineare Funktion der Pradiktoren
und der Populationsresiduen beschreiben, wobei die Populationsmittelwerte der bedingten
Populationsresiduen bei allen Auspragungskombinationen der erklarenden Variablen null
sind.

2. Unkorreliertheit von Residualvariable mit allen erklarenden Variablen.

Beide Annahmen sind notwendigerweise erflllt, wenn die bedingten Mittelwerte der abhangi-
en Variable in der Population eine lineare Funktion der erklarenden Variablen sind:

ROY XL Xg e X ) =Bo + By Xy 4By X, + .+ By - X
Wenn diese beiden Annahmen erfullt sind, dann sind die nach der OLS-Methode geschétzten

Regressionskoeffizienten konsistente und erwartungstreue Schatzer der Koeffizienten in der
Population.
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Schéatzen und Testen im trivariaten Regressionsmodell

3. Homoskedastizitat: Die bedingten Residualvarianzen sind bei allen Auspragungen der er-
klarenden Variablen gleich groR.
4. keine Autokorrelation: die Residuen sind nicht autokorreliert.

Wenn die Bedingungen 1. bis 4. erflllt sind, dann sind die OLS-Schétzer effizient (in der Klas-
se der linearen Schatzer). Dies ist wieder die BLU-Eigenschaft, nach der es keine anderen er-
wartungstreuen (linearen) Schétzer mit geringeren Standardfehlern gibt.

Bei der Berechnung von Konfidenzintervallen und statistischen Tests wird zusatzlich i.a. ange-
nommen:

5. Normalverteilungsannahme: Die Populationsresiduen sind normalverteilt.

Bei hinreichend groRRen Fallzahlen ist Annahme (5) nicht so wichtig, weil nach dem zentralen
Grenzwertsatz dann die Schéatzer unabhéngig von der Verteilung der Residuen in der Popula-
tion asymptotisch normalverteilt sind.

Die Annaherung an die Normalverteilung ist hinreichend genau, wenn die Fallzahl mindestens
gleich der Zahl der geschatzten Regressionskoeffizienten plus 30 (n > 30 + K + 1) oder besser
plus 50 (N >50 + K + 1) ist.
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Schéatzung der Residualvarianz in der Population

Da die Standardfehler der Regressionskoeffizienten wie in der bivariaten Regression eine
Funktion der unbekannten Varianz der Populationsresiduen sind, wird zunéchst eine Schatzung
dieser Residualvarianz bendtigt.

Dabei gilt wie bei der bivariaten Regression, dass der konsistente und erwartungstreue Schat-
zer der Residualvarianz gleich der Variation der Stichprobenresiduen geteilt durch die Frei-
heitsgrade ist, wobei diese die Differenz der Fallzahl minus der Zahl der geschétzten Regres-

sionskoeffizienten ist.

Im trivariaten RegressLonsmodeII gilt rglso:

Z(yi _9i)2 ~ ;elz ~ SS

~ 2 i=1
o i

v df "h-3 n-3 n-3

n
E 2
.SE

Im Beispiel der trivariaten Regression der Ablehnung von Schwangerschaftsabbriichen (YY) auf
die Religiositat (X) und das Alter (W) ergibt sich bei den Daten aus dem Allbus 2006:

Sg =Sy —s5 =3.71-0.337 =3.373

Bei n=3394 Féllen berechnet sich dann die geschétzte Varianz der Populationsresiduen als:

6l = 3394 3.373=3.376

Y 3301
Bei grolierer Rechengenauigkeit betragt der Wert 3.377.
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Standardfehler der Regressionsgewichte

Der geschétzte Standardfehler des Regressionsgewichts b, von X ist in der trivariaten Regres-
sion mit den beiden Pradiktoren X und W:

6(bl):\/ SSW Z.SSE :\/ S\2N Z,i:\/ 6\2/\/ - 66
SSy -SSy —(SPyw)” M3 \/s%-82 — () N \6%-6% —(64)” N-1

Durch Vertauschen der Rollen von X und W gilt die Formel entsprechend fiir den Standard-
fehler des zweiten Regressionsgewichts b, von W:
2 ~2 ~2 )
8(b2)= SS, 2.SSE _ Sx Z'GU_ i AGX . Gy
SSy -SSy —(SPyw )™ N—=3  \[sy, -s% —(Sxw) Gy Ox —(6xw) N-1

Die geschatzte Kovarianz der Kennwerteverteilungen der beiden Regressionsgewichte betrégt:

—SPyw SSe “Sxw Oy _ “Oxw ~ Oy
2

&(by,b,)=

SSy -SSy —(SSypw )’ N—3 §%-5% —(Sxw) N 6%-6% —(Syy) N-1
Das Vorzeichen der Kovarianz zwischen den Schétzern hangt vom Vorzeichen der Kovarianz

bzw. Korrelation der beiden Pradiktoren ab.
Korrelieren die erklarenden Variablen negativ miteinander, dann ist die Kovarianz zwischen
den Schatzern positiv, korrelieren die Variablen positiv, dann ist die Kovarianz negativ.
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Standardfehler der Regressionsgewichte

Variable | Mittelwerte | Varianzen u. Kovarianzen unstandard.  standardisierte
Abtreibung (Y) 2.357 3.711 Koeffizienten  Koeffizienten
Kirchgang (X) 1.234 0.726  1.567 b, 0.823 =
Alter in Jahren (W) 49.31 1495 3734 295877 b, 0.465 0.302
(Daten: Allbus 2006) b2 —-0.001 —-0.007

Fur das Allbus-Beispiel berechnen sich die Standardfehler der beiden Regressionsgewichte als:

~2 ~2
5(b)= | O & :\/ 295.877 2.3.377=0.026
5% -6% —(6y)’ N-1 V1567-295.877-3.734° 3393

~2 ~2
5o)= | S Gulz\/l 1.567 2 3377 _ 4 000
5262, —(Syy) N- 567295877 -3.734° 3393

Wenn alle 5 Anwendungsbedingungen erfullt sind, kann die T-Verteilung mit df = n — K -1, bei
der trivariaten Regression also mit df = n -3 Freiheitsgraden fir Konfidenzintervalle und Tests
verwendet werden. Ist die Normalverteilungsannahme nicht erfillt, wird stattdessen die Stan-
dardnormalverteilung verwendet.

Im Sinne eines vorsichtigen (konservativen) Vorgehens wird die T-Verteilung i.a. auch dann
verwendet, wenn die Populationsresiduen nicht normalverteilt sein, Annahme 5 also nicht
zutrifft.
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Konfidenzintervalle der Regressionsgewichte

unstandard. Standard- standardisierte

Pradiktor Koeffizienten fehler Koeffizienten
Konstante (b,) 1.823 0.097 --
Religiositat (b,) 0.465 0.026 0.302
Alter in Jahren (b,) —0.001 0.002 —0.007

(Berechnungen mit SPSS)

Fur die beiden Regressionsgewichte der trivariaten Regression berechnen sich dann die
Grenzen des (1-a)-Konfidenzintervalls nach:

C'i'(Bl) = b1 + 6b1 'tl—a/2;df:n73

C'i'(Bz ) = bz T 6b2 ‘U y2df=n-3
Beim 95%-Konfidenzintervalle wird das 97.5%-Quantil der T-Verteilung mit 3391 Freiheits-

graden bendtigt, das zwischen 1.98 (df=120) und 1.96 (df=c0) liegt. Wenn im Sinne des konser-
vativen Vorgehens der grofiere Wert verwendet wird, ergeben sich die Intervallgrenzen nach:

C.i.(Bl) =0.465+0.026-1.98 = 0.413 bis 0.516

C.i.(BZ) =-0.001+0.002-1.98 = —0.005 bis 0.003

Bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% ist also zu vermuten, dass die Ablehnung von
Schwangerschaftsabbriichen in Ost wie West um 0.41 bis 0.52 zunimmt, wenn die Religiositat
um eine Einheit ansteigt.

Da der Wert 0 im 95%-Konfidenzintervall des Alters liegt, hat Alter moglicherweise gar keinen
Einfluss auf die Haltung zu Schwangerschaftsabbriichen.
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Hypothesentests tiber Regressionsgewichte

Auch die Hypothesenpriifung erfolgt analog zur bivariaten Regression.

Gepruft werden konnen die Hypothesenpaare:

(1) Hy: B =B wversus Hy: B =B

(2)Ho: B <P versus Hi:B>PB

(3)Ho: B=P versus Hy: B <P

Dabei steht B, flr einen unstandardisierten Regressionskoeffizienten der k-ten erklérenden
Variablen und B flr den Wert, den dieser Koeffizient nach der Nullhypothese aufweist bzw.
nicht unter- oder tiberschreitet.

Als Teststatistik wird die Differenz des geschatzten Regressionsgewichts b, minus dem postu-
lierten Wert 3 durch den Standardfehler von b, geteilt. Bei 3, =  und Zutreffen der 5 Annah-
men der OLS-Methode ist diese Teststatistik t-verteilt:

b, -B
150,

Auch wenn die Normalverteilungsannahme der Residuen nicht erftllt ist, ist die Teststatistik
anwendbar.

Sie ist dann bei gultiger Nullhypothese (an der Stelle B,=p) asymptotisch standardnormal-
verteilt.

Wie bei den Konfidenzintervallen wird die T-Verteilung im Sinne eines vorsichtigen Vorgehens
auch dann angewendet, wenn die Normalverteilungsannahme nicht gegeben ist. Dies ist nur
dann sinnvoll, wenn die Forschungshypothese Alternativhypothese ist.
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Hypothesentests Uber Regressionsgewichte

Wenn die Nullhypothese falsch ist, ist die Teststatistik T nichtzentral t-verteilt bzw. asymp-
otisch normalverteilt mit einem Erwartungswert ungleich null.

Die Nullhypothese wird daher abgelehnt bei der Priifung von

(1) Hy: B =P wenn T <ty a0 0der T >ty o o0 DZW.

(2) Hy: By=PwennT >ty oy, bZW.

(3) Ho: Bi= B wenn T < tyeqs,

unstandard. Standard- standardisierte

Pradiktor Koeffizienten fehler Koeffizienten
Konstante (b,) 1.823 0.097 --
Religiositat (b,) 0.465 0.026 0.302
Alter in Jahren (b,) -0.001 0.002 -0.007

(Berechnungen mit SPSS)

Soll fur das Anwendungsbeispiel mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 1% gepruft werden,
ob die Religiositat einen Effekt auf die Haltung zu Schwangerschaftsabbriichen hat, wird das
Hypothesenpaar H,: 3, = 0 versus H,: B, = 0 geprdift. Die Teststatistik ist dann:
T E)l_B _ 0.465-0 1
6(b,) 0.026

Der Wert ist bei drei Nachkommastellen ziemlich ungenau. Genauere Werte werden vom Sta-
tistikprogramm SPSS mit den geschétzten Parameterwerten ausgedruck.
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Hypothesentests Uiber Regressionsgewichte

unstandard.  Standard- H,: B,=0 Signifikanz standardisierte

Pradiktor Koeffizienten fehler T D Koeffizienten
Konstante (b,) 1.823 0.097 18.780 <0.001 --
Religiositat (b,) 0.465 0.026  18.188 <0.001 0.302
Alter in Jahren (b,) —-0.001 0.002 -0.440 0.660 —-0.007

(Berechnungen mit SPSS)

Die Nullhypothese ist abzulehnen, wenn die Teststatistik groer ist als das 0.5%-Quantil bzw.
Kleiner als das 99.5%-Quantil der T-Verteilung mit 3391 Freiheitsgraden. Der kritische Wert
liegt zwischen —2.617 (df=120) und 2.576 (df=o0). Die Nullhypothese ist auch beim gréReren
Wert zu verwerfen. Vermutlich gibt es also auch in der Population einen Zusammenhang zwi-
schen Religiositat und Haltung zu Schwangerschaftsabbriichen.

In der Regel wird in Statistikprogrammen automatisch fur jeden geschétzten Regressionskoef-
fizienten neben dem Standardfehler auch die Teststatistik und die empirische Signifikanz fir
den zweiseitigen Test der Nullhypothese berechnet, dass der Regressionskoeffizient in der Po-
pulation Null ist. Als Teststatistik wird dabei stets die T-Verteilung herangezogen.

Aufgrund grolRerer Rechengenauigkeit ergeben sich bei Berechnung der Teststatistik

per Hand abweichende Werte. Die Schlussfolgerungen sind jedoch die gleichen:

Religiositat hat einen signifikanten Effekt, Alter dagegen selbst bei a=10% nicht.
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Adjustierter Determinationskoeffizient und F-Test

Bei der Schéatzung eines multiplen Regressionsmodells stellt sich die Frage, ob Gberhaupt ein
(monotoner) Zusammenhang zwischen der abhéngigen Variablen Y einerseits und den erkla-

renden Variablen andererseits besteht.
Wenn dies der Fall ist, ist in der Population der Determinationskoeffizient p?, \, groer null.

Der Determinationskoeffizient R2 in der Stichprobe ist allerdings kein optimaler Schatzers des
Determinationskoeffizienten in der Population, da er den Populationswert im Mittel tber-
schatzt. Dies liegt daran, dass bei der OLS-Schatzung selbst zuféllige Stichprobengegeben-
heiten genutzt werden, die Vorhersage der abhangigen Variable zu verbessern. Zudem gilt flr
R? als Quotienten aus zwei positiven Werten notwendigerweise: R? > 0.
Da bei zutreffenden Modellannahmen (1) bis (4) in der Population gilt:

GZ(B0+B1'X+B2 W) _ _i

2 _
Py xw = 2 = 2
Gy Gy

liegt es nahe, die erwartungstreuen Schétzer der Residualvarianz und der Varianz der abhéngi-
gen Variablen als Schatzer zu verwenden. Diese Schatzung wird adjustierter Determinations-

koeffizient genannt.

R%, =1-—-Y=1 =1-
weoT sl Ss, /(n-1) n-K-1

Y

66 _SSE/(H—K—l)_ n-1 (1—R2)
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Adjustierter Determinationskoeffizient

unstandard. Standard- standardisierte| Varianzzerlegung:
Pradiktor Koeffizienten fehler Koeffizienten | Quelle Variation df
Konstante (by) 1.823 0.097 -- Regression 1142.616 2
Religiositat (b,) 0.465 0.026 0.302 Residuen 11450.005 3391
Alter in Jahren (b,) -0.001 0.002 -0.007 Total 12592.621 3393
(Berechnungen mit SPSS) R2: 0.091, Rzadj.: 0.090, F: 169.197

Fur das Beispiel des Schwangerschaftsabbruchs ergibt sich:
2 _q 11450.005/ 3391 1 3393 .(1 1142.616 ): 0.090

“ T 12502.621/3393 © 3391 \© 12592621

Der adjustierte Determinationskoeffizient ist geringfligig geringer als der einfache
Determinationskoeffizient.
Tatsachlich ist der adjustierte Determinationskoeffizient stets kleiner als R2. Er kann sogar
theoretisch (leicht) negative Werte annehmen.

Obwohl der adjustierte Determinationskeffizient ein Quotient aus zwei erwartungstreuen Schét-
zern ist, ist er selbst nicht erwartungstreu. Tatsachlich gibt es keinen erwartungstreuen Schéatzer
von p2,yy , der unabhangig von Verteilungsannahmen ist.
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Die F-Verteilung

Zur Prufung der Forschungshypothese, dass in der Population der Determinationskoeffizient
P?yxw groker Null ist:

Ho: p2yxw =0 versus Hy: p2yy >0
wird eine spezifische Teststatistik herangezogen.

Die Alternativhypothese trifft nur dann zu, wenn mindestens ein Regressionsgewicht ungleich
null ist. Alternativ kann das zu testenden Hypothesenpaar daher auch formuliert werden als:
Hy: B, =0und 3,= 0 versus H;: B, = 0 oder 3, = 0.

Wenn nun (a) die Nullhypothese zutrifft, der Determinationskoeffizient in der Population also
Null ist, und wenn (b) alle vier Modellannahmen fiir die BLU-Eigenschaft zutriffen und (c)
zusatzlich die Populationsresiduen normalverteilt sind, dann sind sowohl die Variation der
Residualvarianz wie auch die Variation der Vorhersagewerte geteilt durch die Residualvarianz
in der Population chiquadrat-verteilt und statistisch unabhangig voneinander:
n n . 2
Zeiz Z(yi - y)
i=l a2 . =l — h
ij Xdf=n-3 56 Adf=2
Fur zwei voneinander unabhéngige chiquadrat-verteilten Zufallsvariablen gilt, das der Quotient
der beiden Zufallsvariablen jeweils geteilt durch ihre Freiheitsgrade einer F-\erteilung folgt:
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Die F-Verteilung
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Die F-Verteilung ist eine rechtsschiefe Verteilungsfamilie, deren Mitglieder durch die beiden
Parameter df; und df, gekennzeichnet sind. Die Abbildung zeigt verschieden F-Verteilungen.
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Die F-Verteilung

df, =1 df, =2 df, =3 df, =4

df, 90% 95% 99%  90% 95% 99%  90% 95% 99%  90% 95% 99%
1 39.86 161.4 4052. 4950 1995 5000. 5359 2157 5403. 55.83 224.6 5625
10 3.285 4.965 10.04 2.924 4.103 7.559 2.728 3.708 6552 2.605 3.478 5.994
15 3.073 4.543 8.683 2.695 3.682 6.359 2490 3.287 5417 2.361 3.056 4.893
30 2.881 4.171 7.562 2.489 3.316 5390 2.276 2.922 4510 2.142 2.690 4.018
60 2.791 4.001 7.077 2.393 3.150 4.977 2.177 2.758 4.126 2.041 2.525 3.649
120 2.748 3.920 6.851 2.347 3.072 4.787 2.130 2.680 3.949 1.992 2.447 3.480
o 2706 3.842 6.635 2.303 2.996 4.605 2.084 2.605 3.782 1.945 2.372 3.319

In den meisten Statistikblchern sind Quantile der F-Verteilung aufgefiihrt.
Aus der obigen Tabelle ist zu entnehmen, dass das 95%-Quantil der F-Verteilung mit
df,=2 und df,=120 Freiheitsgraden 3.072 ist.

Da eine f-verteilte Variable als Quotient dargestellt werden kann, ist auch ihr Kehrwert f-ver-
teilt: 1

fu;dfl,de = f

1-o;df 2,df1

Dar(ber hinaus gibt es weitere Beziehungen zur T-Verteilung und zur y2-Verteilung:

2 2
— — <2 —
(Talz;df:k) = (Tl—a/Z;df:k) = Fogridro—k + Xasar—x k= Fo a1k, d 20
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Die F-Statistik in der linearen Regression

Da die F-Verteilung aus zwei unabhangigen Chiquadrat-Verteilungen konstruiert werden kann,
folgt in der trivariaten Regression fur die Variation der Vorhersagewerte und der Residuen,
wenn der Determinationskoeffizient Null ist und alle funf Modellannahmen erftillt sind:

SSQ /9
e _dwldf o} T SS/2
dfy ,df, Xjfz /df2 %/(n . 3) SSE /(n — 3)
Gy

Durch Umformen ergeben sich alternative Rechenformeln:

_SS./2 (SS,-SS.)/2  R?/2
SS./(n-3)  SS./(n-3)  (1-R?)/(n-3)

Wenn die Nullhypothese falsch ist, also mindestens ein Regressionsgewicht grofier null ist,
dann ist der Qotient F Teststatistik nichtzentral f-verteilt.

Da die nichtzentrale F-Verteilung bei gleicher Zahl von Freiheitsgraden hohere Werte aufweist
als die zentrale F-Verteilung, kann F als Testatistik verwendet werden.

Die Nullhypothese wird bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit o abgelehnt, wenn die Teststatistik
groRer ist als das (1-o)-Quantil der F-Verteilung mit df, = 2 und df, = n-3 Freiheitsgraden.
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Der F-Test
unstandard. Standard- standardisierte| Varianzzerlegung:
Pradiktor Koeffizienten fehler Koeffizienten | Quelle Variation df
Konstante (b,) 1.823 0.097 -- Regression 1142.616 2
Religiositat (b,) 0.465 0.026 0.302 Residuen 11450.005 3391
Alter in Jahren (b,) -0.001 0.002 -0.007 Total 12592.621 3393

(Berechnungen mit SPSS)

RZ: 0.091, R?,g;: 0.090, F: 169.197

In der trivariaten Regression der Haltung zum Schwangerschaftsabbruch auf Religi-
ositat und Alter ergibt sich ein F-Wert von:

_ R*/2 _ 0091/2
(1—R2)/3391 0.909/3391

Die Abweichungen von dem Wert, den das Statistikprogramm SPSS flr die Allbus-
Daten berechnet hat, ist auf Rundungsfehler zurickzufiihren.

Bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 1% liegt der kritische F-Wert bei df,=2 und
df,=3473 zwischen 4.605 und 4.787.

Da die Teststatistik grofer ist, ist die Nullhypothese abzulehnen. Bei einer Irrtumswahr-
scheinlichkeit von 5% ist davon auszugehen, dass der Determinationskoeffizient in der
Grundgesamtheit groBer Null ist, also mindestens eine erklarende Variable ein Regres-
sionsgewicht ungleich Null aufweist.
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F-Test

Anmerkungen:

» Es ist moglich, dass der F-Test zu einem signifikanten Ergebnis kommt, aber gleichwohl
alle einzelnen Regressionsgewichte bei gleicher Irrtumswahrscheinlichkeit nicht signifikant
von Null verschieden sind.

Dies kann von Folge von sog. Multikollinearitat sein, die es unmoéglich macht, den einzel-
nen erklarenden Variablen signifikante Beitrage an der Erklarungskraft zuzuordnen, obwohl
insgesamt auch in der Population mit einer erklarten Varianz grofRer Null zu rechnen ist

» Auch der umgekehrte Fall ist moglich: der F-Test besagt, dass alle Regressionskoeffizienten
vermutlich in der Population null sind, gleichwohl gibt es einzelne Regressionsgewichte,
die bei gleicher Irrtumswahrscheinlichkeit signifikant von Null verschieden sind.

Dies erscheint paradox, liegt aber daran, dass der Test eines einzelnen Koeffizienten eine
groRere Trennschérfe hat als der Gesamttest aller Koeffizienten, also die Wahrscheinlich-
keit, eine falsche Nullhypothese zu verwerfen, groRer ist.

o Der F-Test setzt alle fiinf Modellannahmen voraus. Gegeniber der \erletzung der Normal-
verteilungsannahme ist der Test relativ robust, solange die Homoskedastizitdtsannahme
erfallt ist und keine Autokorrelation der Residuen besteht. Bei gleichen Fallzahlen (>1) bei
allen Auspragungskombinationen der erklarenden Variablen ist er auch recht robust bei
Verletzung der Homoskedastizitatsannahme.
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Multikollinearitat

Die Schatzfunktionen sind i.a. miteinander korreliert. So betrdgt die Kovarianz zwischen den
beiden Regressionsgewichten:

o(b,,b,)=

B ij -SPy
2
SS, -SS,, — (SPXW )

Bei einer perfekten Korrelation von +£1 zwischen X und W ist die Kovarianz unbestimmt, weil
dann die quadrierte Kovariation gleich dem Produkt der Variationen ist, der Nenner also Null
wird.

Man bezeichnet diese Situation auch als perfekte Multikollinearitat. In dieser Situation sind
auch die Standardfehler der Regressionsgewichte unbestimmt bzw. unendlich grof3, weil dann
auch dort die Differenzen im Nenner Null sind:

Gz(bl):\/ = it ;Gz(bz):\/ = o

SS, -SSy —(SPyw )’ SS, -SSy —(SPyw )’

Tatsachlich gibt es dann Gberhaupt keine eindeutigen Werte fur die Regressionskoeffizienten,
denn dann weisen auch die Schatzgleichungen einen Nenner von Null auf:

_ S8y SPyy ~SPuy “SPay . _ SSy Py ~SPyy -SPyy
SSy-SSw —(SPay)’ SS%-SS%—(SPyy )’

bl
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Multikollinearitat

Die Nichtexistenz einer eindeutigen Schétzung der Regressionsgewichte bei perfekter Kolline-
aritat ist eigentlich nicht verwunderlich, da eine Korrelation von +1 zwischen den beiden er-
klarenden Variablen bedeutet, dass beide Pradiktoren dieselben Informationen enthalten und
daher eine der beiden Variablen fur die Vorhersage der abhéngigen Variablen ,,uberflussig™ ist.

Problematisch ist nicht nur eine perfekte Korrelation zwischen den Pradiktoren, sondern bereits
eine sehr hohe Multikollinearitat, bei der die geschétzten Regressionsgewichte mit Werten Gber
0.95 korrelieren. In solcher Situation ist es schwer, den einzelnen Pradiktoren eindeutige direk-
te Effekte zuzuordnen.

Sichtbar wird dies auch an den Standardfehlern, die bei Multikollinearitét stets hoher sind als
bei unkorrelierten Pradiktoren, da ja im Nenner der Standardfehler das Quadrat der Kovarianz
bzw. Kovariation vom Produkt der Varianzen bzw. Variationen der Pradiktoren abgezogen wird.

Als Mal fir die Multikollinearitét eines Pradiktors wird oft die Differenz von 1.0 des Determi-
nationskoeffizienten bei einer Regression einer erklarenden Variablen auf die tbrigen erklaren-
den Variablen verwendet. Diese Mal} wird als Toleranz bezeichnet.

Wenn ein Pradiktor eine Toleranz von null hat, liegt perfekte Multikollinearitat vor. Dann las-
sen sich die Regressionsgewichte eines Regressionsmodells mit diesem Pradiktor Uberhaupt
nicht eindeutig schéatzen.

Toleranzwerte kleiner 0.005 weisen auf eine deutliche Multikollinearitét hin.
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Multikollinearitat

Neben der Toleranz wird oft der Kennwert VIF (,,variance inflation factor*) berechnet, der der
Kehrwert der Toleranz ist. Er gibt an, um wie viel sich Standardfehler als Folge von Multikol-
linearitét erhdhen.

Bei der trivariaten Regression ist die Toleranz gleich eins minus dem Quadrat der

Korrelation zwischen X und W, im Beispiel also 1 — 0.173? = 0.970.

Der Wert von VIF betragt dann 1/0.970 = 1.031. Die Werte weisen darauf hin, dass

keine Multikollinearitatsprobleme bestehen.

Am ginstigsten ist es, wenn gar keine Multikollinearitat besteht. Dann korrelieren die erkl&-
renden Variablen nicht untereinander.

In experimentellen Untersuchungsdesigns lasst sich Multikollinearitat dadurch vermeiden, dass
allen Untersuchungs- und Kontrollgruppen, d.h. allen Auspragungskombinationen aller erkla-
render GroRen (Faktoren) die gleiche Zahl von Féallen zugeordnet wird. Man spricht dann auch
von einem vollstandigen Design.

In ex-post-facto-Anordnungen lasst sich dies in der Regel nicht realisieren. Bei Multikolline-
aritatsproblemen ist es dann sinnvoll zu tberlegen, warum Préadiktoren eng miteinander zusam-
menh&ngen und dies in einer geeigneten Analysestrategie etwa durch Skalenbildung zu beriick-
sichtigen.
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