Lerneinheit 1:

Lerneinheit 2:
Lerneinheit 3:
Lerneinheit 4:
Lerneinheit 5:
Lerneinheit 6:
Lerneinheit 7:

Lerneinheit 8:
Lerneinheit 9:

Lerneinheit 10:
Lerneinheit 11:
Lerneinheit 12:

Sozialwissenschaftliche Fakultéat

Methodenmodul B.MZS11 (Statistik 1)

Skript zu den Lerneinheiten

Wozu Statistik?

Teil I: Deskriptive Univariate Statistik
VVon der Datenmatrix zur univariaten Haufigkeitsverteilung
Verteilungsfunktionen und Quantile
Grafische Darstellung univariater Verteilungen
Lagemalie
Streuungsmaf3e und weitere Kenngrofien
Lineartransformationen und Zusammenfassungen von Subgruppen

Teil 11: Wahrscheinlichkeitstheorie und Inferenzstatistik

Elementare Wahrscheinlichkeitstheorie
Stichprobenziehung als Zufallsexperiment
Zufallsvariablen und Wahrscheinlichkeitsverteilungen
Diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Stetige WahrscheinlichkeitsverteilungenLerneinheit 13: Schatzen

von Anteilen, Mittelwerten und Varianzen

Lerneinheit 14:

Lerneinheit 15:
Lerneinheit 16:
Lerneinheit 17:
Lerneinheit 18:
Lerneinheit 19:
Lerneinheit 20:

Die Logik statistischen Testens

Teil 111: Bivariate Zusammenhangsanalyse
Von der Anteilsdifferenz zur Vierfeldertabelle
Symmetrische und asymmetrische Beziehungen
Bivariate Beziehungen zwischen nominalskalierten Variablen
Symmetrische Beziehungen zwischen zwei metrischen Varablen
Asymmetrische Beziehungen zwischen zwei metrischen Varablen
Bivariate Beziehungen zwischen ordinalen Variablen



Lerneinheit 1: Wozu Statistik?

Empirische Sozialwissenschaften befassen sich mit:

» RegelmaRigkeiten (aber auch Abweichungen von Regelméaligkeiten) in Vorstellungen,
Verhalten und Interaktionen von Menschen, deren Ursachen und Konsequenzen.

Um festzustellen, ob bei einem Ph&nomen eine Regelmaligkeit auftritt, mussen viele Beobach-
tungen vorliegen.
Beispiel: Es wird vermutet, dass sich die Wahlbeteiligung von Mannern und Frauen
systematisch unterscheidet. Es mag sein, dass mein Nachbar zur Linken nie wahlt,
meine Nachbarin zur Rechten dagegen an allen Wahlen teilnimmt. Aber die Gefahr
eines falschen Induktionsschlusses ist hoch, wenn ich daraus schlieRe, dass Manner
sich grundsatzlich seltener als Frauen an Wahlen beteiligen.

Aussagekraftigere Hinweise geben méglicherweise die Antworten von insgesamt
3234 im Marz bis Juli 1998 befragten Mannern und Frauen, ber die in einer als
reprasentativ betrachteten Stichprobe der ,,Allgemeinen Bevolkerungsumfrage der
Sozialwissenschaften (ALLBUS) 1998 Antworten auf die Frage zur Wahlbeteiligung
vorlagen:

{ (ja, mannlich), (ja, weiblich), (weifl3 nicht, mannlich), (ja, mannlich), (weil3
nicht, weiblich,) (nein, ménnlich), (nein, mannlich), (ja, mannlich), (ja,
weiblich), (ja, weiblich), (nein, weiblich), (ja, mannlich), (ja, weiblich), (ja,
mannlich), (ja, mé&nnlich), (ja, mé&nnlich), (ja, weiblich), (ja, weiblich), ...}
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Warum Statistik?

Ohne statistische Aufbereitung der Antworten I&sst sich nicht erkennen, ob es Unterschiede
zwischen den Antworten von Mannern und Frauen gibt.

Eine mogliche Aufbereitung ist die Zusammenstellung aller Antworten in einer Tabelle:

Beabsichtigte  Geschlecht . Geschlecht  Geschlecht  Geschlecht
Wahlbeteiligung Mann Frau M

678% (711% 650% 795% 727% O40%

65% 46% 67% 51% 75% @ 60% 94%
177% 138% 183% 154% 2083% . '
97% 105% | -

- ja 998 1090
- nein 6d 113
- weil nicht 194 307
- keine Angabe 148 168

- nicht wahlberecht. 94 58 3.3%

Total 1498 1736 100.0% 100.0% 100.0% 100.0%

Prozentsatzdifferenz zwischen (1498) {1_736)

Ménnern und Frauen bei Wahl- 38Punkte

beteiligung = ja: Prozentuierung Prozentuierung
aller Antwort- nur wahlberecht.  ohne Verwei- nur ja/nein
mdoglichkeiten Befragte gerungn

Um zu prufen, ob Frauen mehr oder weniger oft wahlen als Manner, werden die Angaben

nach Geschlecht getrennt prozentuiert.

Problematisch erscheint allerdings, dass je nach Prozentuierungsbasis die Unterschiede zwi-
schen Ménnern und Frauen von 3.4 bis 7.3 Prozentpunkten variieren.
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Warum Statistik?

Hinzu kommt mdglicherweise das Problem ungleicher Auswahlchancen:
* Die Allbus-Stichprobe ist so konstruiert, dass ca. 1/3 der Befragten aus den neuen Bundeslén-
dern kommen; tatsachlich betragt der Bevolkerungsanteil in den neuen Landern aber nur ca.

16%.

* In der Allbus-Stichprobe wird jeweils 1 Person aus einem Haushalt befragt; je mehr Personen
in einem Haushalt leben, desto geringere ist daher die Chance, fur die Stichprobe ausgewahlt

Zu werden.

Uber Gewichtungen konnen die ungleichen Auswahlchancen ausgeglichen werden:

Beabsichtigte Geschlecht
Wahlbeteiligung Mann Frau
-ja 998 1090
- nein 64 113
- weil} nicht 194 307
- keine Angabe 148 168
- nicht wahlberecht. 94 58
Total 1498 1736

ungewichtete
Daten
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Geschlecht Prozentuierung u. Differenz
Mann Frau ungewichtet gewichtet
Mann Frau Mann Frau
1010 1098 94.0 90.6 94.3 90.9
61 110 3.4 3.4 Punkte
184 281
142 167 Im Beispiel ergeben ungewichtete
110 65 und gewichtete Daten die gleichen
Prozentsatzdifferenzen, wenn nur
1514 1721 ig“vs. ,,nein“ betrachtet wird.
gewichte
Daten

Gewichtungsvariablen:
- Region: alte/neue Lander

- Haushaltsgrofie
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Warum Statistik?

SchlieRlich stellt sich die Frage, ob die verwendeten Daten fir die Fragestellung Gberhaupt

aussagekraftig sind?

Es ergeben sich jedenfalls wiederum jeweils andere Werte, wenn nicht nach der beabsichtigten
Wahlbeteiligung, sondern nach der tatsachlichen Wahlbeteiligung bei der letzten Wahl gefragt
wird. Noch andere Werte ergeben sich, wenn die reprasentative Wahlstatistik herangezogen
wird, die an einer groRen Stichprobe die tatsdchliche Wahlbeteiligung erfasst.

Beabsichtigte Wahlabsicht BTW 1998

Wahlbeteiligung Mann Frau

- ja 94.3% 90.9%

- nein 5.7% 9.1%

Prozentsatzdifferenz 3.4 Punkte
(1071) (1208)

gewichtete Daten

Tatsachliche Beteiligung
Bundestagswahl 1998
82.3%
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Rickerinnerung BTW 1994 BTW 2002
Mann Frau Mann Frau
91.8% 91.8% 79.9% 79.4%

8.2% 8.2% 21.1% 21.6%
0.0 Punkte 0.5 Punkte
(1336) (1575)

gewichtete Daten Wahlbeteiligung
bei BTW 2002
nach reprasenta-

Tatséchliche Beteiligung ! Ita
tiver Wahlstatistik

Bundestagswahl 1994
79.1%
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Warum Statistik?

Das Beispiel zeigt:

In Abhdngigkeit von den herangezogenen Daten und der Art der statistischen Aufbereitung (im
Beispiel Gewichtung und Prozentuierungsbasis) kdnnen sich unterschiedliche Schlussfolge-
rungen ergeben, die sich auch widersprechen kénnen.

Bei sich widersprechenden Befunden kann jedoch nur einer empirisch zutreffend sein: Die
Wahlbeteiligung von Mannern und Frauen ist entweder verschieden oder gleich!

Daraus folgt fir die empirische Forschung:

Erst das Zusammenspiel von statistischen Kenntnissen und inhaltlicher Erfahrung ermdglicht

es, Ergebnisse empirischer Untersuchungen angemessen zu beurteilen:

« Die Statistik hilft, die Datenmengen so zu strukturieren, dass Uberhaupt Aussagen moglich
sind.

* Die inhaltliche Erfahrung hilft bei der Beurteilung der Frage, ob die Daten und deren Aufbe-
reitung fur die jeweilige Fragestellung relevant sind.

Statistikkenntnisse sind also eine notwendige (aber nicht hinreichende) Bedingung, um
empirische RegelméRigkeiten aufzudecken.
In der Statistik-Ausbildung werden diese notwendigen Kenntnisse vermittelt.
Beispielhafte Aufgaben helfen, nicht nur den Lehrstoff zu verfestigen, sondern
auch, die Rolle inhaltlicher Gesichtspunkte einzuschatzen.
Umfassende statistische Kompetenz ergibt erst die Anwendung in der Fach-
wissenschaft.
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Gegenstand der Statistik

In der Statistik geht es um die
mathematische Modellierung von Verteilungen.

Was bedeutet das?
a) Verteilung:  (Betrachtung von) Eigenschaften einer Menge von Einheiten
Beispiele: « Gemeinsamkeiten und Unterschiede beim Einkommen von Haushalten
* Bewertungen von Parteien in einem Bundesland
» Haufigkeiten, Art und Intensitéat von Konflikten zwischen Partnern
» Konsum alkoholischer Getréanke einer Person in einem Zeitraum

b) Modellierung: Abstraktion von realen Einheiten
durch Konzentration auf relevante und Ignorierung irrelevanter Aspekte
= Informationsverdichtung u. Informationsreduktion

Beispiel fur ein Modell: Strallenkarte als Modell einer Landschaft
Beispiele fir statistische Modelle:
» Beschreibung von Verteilungen durch typische Werte:
z.B. das durchschnittliche Jahreseinkommen eines Haushalts
» Beschreibung der Unterschiedlichkeit der Einheiten:
z.B. der Abstand zwischen den mittleren Einkommen der 25% einkommensschwéchsten
und den 25% einkommensreichsten Haushalten
» Beschreibung von Zusammenhéangen:
z.B: Pro zusatzlichem Jahr an Bildung erhoht sich das Einkommen im Mittel um

250.--€/Monat
Vorlesung Statistik | L01-6




Was ist Statistik ?

c¢) Mathematische Modellierung:
Modellformulierung in ,,Sprache® der Mathematik (Symbole u. Formeln)

Beispiel:  Verteilung der Korpergrofie (X) von Erwachsenen in einer Population.
Empirische Verteilungen lassen sich oft durch spezifische mathematische
Formeln beschreiben. So ist die Korpergrolie in einer Gruppe in der Regel
annahernd normalverteilt und folgt damit folgender Formel:
1 1 (om)
f(X)=———-e 2

2
21 Gy

04 +

03
I wobei: p, =:durchschnittliche Korpergréfie

02 (Erwartungswert)

t o2 =: AusmaR der Unterschiedlichleit
01 der KorpergroRen (Varianz)
Im Beispiel: p, = 1.80
und o’ =0.1

0L

FHHHHHHHH g
1.4 15 1.6 17 1.8 1.9 2 21 2.2

Die Flache unter der Kurve gibt den Anteil der \Verteilung an:
Im Beispiel hat ein Anteil von 34.% eine Korpergrolie zwischen 1.70 und 1.80 Meter.

Vorlesung Statistik | L01-7

Klassische Einteilung der Statistik

B.MZS.11 Deskriptive Statistik Induktive Statistik / Inferenzstatistik
Univariate Verteilungen Verteilungsparameter Wabhrscheinlichkeitstheorie,
(Quantile, LagemaRe, Schétzen und Testen
Streuungsmafe)
Bivariate Verteilungen Beschreibung und Prufung von bivariaten Zuammenhéngen
Multivariate Verteilungen Drittvariablenkontrolle

Konditionale u. Partielle Effekte
Prifung der Angemessenheit
statistischer Modelle
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Lerneinheit 2:
Von der Datenmatrix zur univariaten Haufigkeitstabelle

Empirische Verteilungen beziehen sich auf Gemeinsamkeiten und Unterschiede zwischen

interessierenden Eigenschaften einer Menge empirischer Objekte.

» Die empirischen Objekte (z.B. Menschen, Institutionen, Gesellschaften aber auch
Ereignisse wie Scheidungen) werden in der statistischen Analyse meist als Unter-
suchungseinheiten oder Falle bezeichnet.

» Die Gesamtmenge aller interessierenden Félle bildete die Grundgesamtheit oder
Population. Wird nur eine Teilmenge einer Population empirisch betrachtet, spricht
man von einer Stichprobe (engl: Sample).

 Die interessierenden Eigenschaften oder Merkmale der Objekte einer Population
werden in der Statistik als Variablen bezeichnet.

» Die moglichen Auftretensformen einer Variablen (z.B: Eigenschaft ist vorhanden
oder nicht vorhanden oder Eigenschaft ist in bestimmten Ausmal} vorhanden) sind
die Auspragungen oder Werte (engl: values oder codes) einer Variable;
die Menge aller moglichen Auspragungen bilden den Wertebereich einer
Variablen.

» Die tatsachlich vorkommende Auspragung einer Variable bei einem Fall zu
einem Zeitpunkt wird als Realisierung oder Realisation (engl: realisation)
bezeichnet.
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Variablen, Auspragungen und Realisierungen

Es ist wichtig, zwischen Variablen und deren Auspragungen sowie zwischen Fallen und deren
Realisierungen zu unterscheiden:

Variable bezieht sich auf Falle
(z.B. ,,Geschlecht*) (z.B. Personen)

Element aus der l

hat )
Menge aller Félle

Menge moglicher Auspragungen  Konkretisierung  Realisierung bei einem Fall
(z.B.: {mannlich, weiblich}) (z.B. Herr X ist mannlich)

Wenn in einer Menge alle Falle bei einer Variable die gleiche Auspragung haben, reduziert sich
die Variable zu einer Konstanten.

Variablen lassen sich entsprechend den Eigenschaften ihrer Auspragungen unterscheiden in:

» diskrete vs. kontinuierliche Variablen:
Die Auspragungen kontinuierlicher oder stetiger Variablen lassen sich nur als reelle Zahlen
darstellen wahrend Ausprégungen diskreter Variablen durch ganze Zahlen kodiert werden
kdnnen.
Obwohl empirische Variablen konzeptionell kontinuierlich sein kdnnen (z.B. die Korper-
groRe von Personen), sind sie aufgrund begrenzter Messgenauigkeiten praktisch nur diskret
messbar.
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Variablen, Auspragungen und Realisierungen

» Diskrete Variablen mit wenigen moglichen Ausprdgungen werden auch als kategoriale
Variablen bezeichnet und ihre Werte entsprechend als Kategorien.
Hat eine kategorieale Variable nur zwei Auspragungen ist diese Variable dichotom, hat sie
drei Auspragungen ist sie trichotom. Diskrete Auspragungen mit mehr als drei Auspragun-
gen sind polytom.

» Entsprechend dem Skalen- oder Messniveau von Variablen wird unterschieden zwischen:

- nominalskalierten (nominalen) Variablen, bei denen Realisationen nur hinsichtlich der
Gleichheit oder Verschiedenheit von Auspragungen verglichen werden kdnnen,
ordinalskalierten (ordinalen) Variablen, bei denen Realisierungen zusatzlich hinsicht-
lich eines mehr oder weniger an der betrachteten Eigenschaft vergleichen werden
kdnnen
und metrischen Variablen, bei denen zusatzlich Vergleiche hinsichtlich ihres Unter-
schiedlichkeit mdglich sind. Gibt es einen Bezugspunkt, so dass Auspragungsverhéltnisse
informativ sind (z.B: Haushalt A hat doppelt so viel Einkommen pro Monat wie Haushalt
B), dann hat eine metrische Variable Ratio- oder Proportionalskalenniveau, ansonsten
Intervallskalenniveau.

» Bei empirischen Variablen kann es vorkommen, dass nicht bei allen Fallen die tatsachliche
Realisierung beobachtet wurde. Um Falle mit empirisch beobachteten und empirisch nicht
beobachteten Auspragungen bei einer interessierenden Variable unterscheiden zu kénnen,
wird der Wertebereich um spezielle Auspragungen fiir fehlende oder ungultige Messungen
(engl: missing values) ergénzt.
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Ungultige Werte

\or allem in der Umfrageforschung (engl: survey research) macht es Sinn, zwischen unter-
schiedlichen Arten von ungultigen Werten zu unterscheiden, so nach Ausféllen, weil eine Rea-
lisierung nicht vorkommen kann (z.B: Anzahl der Arbeitsstunden bei nicht beschaftigten Perso-
nen), nach Antwortverweigerungen und nach Fehlern bei der Erhebung.

Dabei haben sich Konventionen fiir die Kodierung ungltiger Falle eingespielt, die moglichst
eingehalten werden sollten:

einstellige  zweistellige dreistellige
Endziffer Variablen Variablen Variablen

\Verweigerung 7 7 97 997
weild nicht 8 8 98 998
keine Angabe 9 9 99 999
trifft nicht zu 0 0 0 0

Die Datenmatrix
Ausgangspunkt der statistischen Datenanayse ist eine Datenmatrix, die die in der Regel als
Zahlenwerte kodierten (gemessenen) Realisierungen aller beobachteten Variablen einer
Stichprobe oder Population enthalt.
Als Beispiel wird von einer kleinen Umfrage ausgegangen, die neben Fragen zur Demo-
kratiezufriedenheit und Beeinflussbarkeit der Politik, das Geburtsjahr und als Beobach-
tungsgrolie das Geschlecht der Befragten enthalt.
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Beispielfragebogen

FRAGE ANTWORT Kode
1. ... sehr zuftieden,.....ccouerverrreereireninnnns 4
Sind Sie mit der Art und Weise, ... eher zufrieden,.... @
wie die Demokratie in der ... eher unzufrieden,........... 2
Bundesrepublik funktioniert, alles ... oder vollig unzufrieden?................. 7
in allem gesehen ...
weiff nicht 8
keine Angabe 9
2.
Nun einige Aussagen, tiber
die man verschiedener ) ) ] ]
Ansicht sein kann. Sagen Sie | Sm™me  stmme o i Keine
. . ; cher cher nicht  wicht Angabe
mir bitte jeweils, ob Sie der o o
Aussage cher zustimmen
oder cher nicht zustimmen.
2) Leute wie ich haben so 1 @ 8 9
oder so keinen Einfluss
darauf, was die Regierung
we o . 1 @ s 9
b) Die Parteien wollen nur die
Stimmen der Wihler, ihre
Ansichten interessieren sie
nicht
ohne Abfrage eintragen! N Ml .o ©
Das Interview wurde gefiibrt mit... L 2
4.
Zum Schluss noch eine Frage zur Gelmﬁga/yr vierstellig eintragen!
Statistik. Sagen Sie mir bitte, in 1943
welchem Jahr Sie geboren sind. keine Angabe 9999

! Kursiver gedruckter Text ist fiir den Interviewer bestimmt und wird nicht vorgelesen.
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Die beobachteten oder erfragten
Variablen werden Uber ein Erhe-
bungsinstrument erfasst.
Zusétzlich werden meist weitere
Variablen, etwa zum Erhebungstag
und Erhebungsort und bei Befra-
gungen Informationen uber den
Interviewer bzw. die Interviewerin
aufgenommen

Den einzelnen Fallen sollten unbe-
dingt eindeutige Indexnummern
zugewiesen werden, die etwa nach
der Reihenfolge der Beobachtung
oder dem Eingang der Daten gebil-
det werden. Diese Nummern heifl3en
Fallnummern (oder Identifikati-
onsnummern).
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Datenmatrix

Beispiel einer Datenmatrix:

Fall- |Antwort |Antwort [Antwort | Ge-  |Geburts-
nummer | Frage 1 [Frage 2a|Frage 2b|schlecht| jahr
ID F1 F2A F2B F3 F4
1 3 2 2 1 1943
2 2 8 1 2 1960
3 4 1 2 2 1957
4 9 8 1 \ 1 1939
5 2 2 1 R 9999
6 8 8 1 1\ | 1956
7 4 1 2 2 1970
8 1 1 2 1 1920
9 3 3 1 2 1956
10 4 2 2 2 1966
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In einer Datenmatrix sind die
Informationen i.a. so angeord-
net, dass jede Zeile die gesam-
ten verfugbaren Informationen
(Realisierungen aller Varia-
blen) bei einem Fall enthilt,
und dass jede Spalte alle Reali-
sierungen einer Variablen Gber
alle Falle enthalt.

\ Information Uber den ersten Fall

(Realisierungen aller Variablen bei Fall 1)

Informationen Uber die erste Variable
(Realisierungen aller Félle bei Variable F1)
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Univariate Verteilungen

Univariate Verteilungen beziehen sich auf eine einzige Variable. In einer Datenmatrix gibt jede
Spalte der Matrix die univariate Verteilung einer Variable tiber die Menge der beobachteten
Félle wieder.

I Antwort . . . . .

Fall- Frage 1 Um die Realisierung eines Falles zu identifizieren, werden

nummer . .
F1 meist Fallnummern als Indizes verwendet.

1 3 Wenn - wie im Beispiel - F1 eine Variable bezeichnet, dann
2 . ist F1, die Realisierung dieser Variable beim dritten Fall der
j g’ in der Datenmatrix aufgenommenen Falle, im Beispiel also
5 > der Wert ,,4“.
6 8 Zur Unterscheidung zwischen Variablen und Auspragungen,
7 4 werden Variablen oft durch groRRe, Auspréagungen durch
g :1), kleine Buchstaben gekennzeichnet, also X fir die Variable
10 1 und x4 fur die Realisierung des dritten Falles.

Um Variablen zu bezeichnen, werden oft Variablennamen mit wenigen Zeichen und Buch-
staben verwendet, im Beispiel etwa F1 fir die erste Variable des Beispielfragebogens, also die
Frage nach der Demokratiezufriedenheit.

In Formeln werden metrische Variablen oft durch Buchstaben vom Ende des Alphabets (also W,
X,Y, Z) und nominalskalierte Variablen oft durch Buchstaben vom Anfang des Alphabets (A, B,
C) symbolisiert.
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Univariate Verteilungen

Fall- Antwort Fall- geord- geordn. _ .R_at:ig-_ 0 Ral_'lg-;
Frage 1 nete Falln. | Antwort _ nummer | nummer

nummer F1 nummer (0) F1 - :

1 3 8 1 1

2 2 2 2 2

3 4 5 3 2

4 9 1 4 3

5 2 9 5 3

6 8 3 6 4

7 4 I I 4

8 1 10 8 4

9 3 6 9 8

10 4 4 10 9

Fur spezielle Berechnungen kann es notwendig sein, anstelle der urspriinglichen Reihenfolge
der Realisationen die Félle aufsteigend zu sortieren.

Um die Positionen geordneter Realisierungsreihen von den urspringlichen Positionen zu unter-
scheiden, werden die Indizes dann meist in Klammern dargestellt. F1,, ist also die Realisation
des viertkleinsten Falles von F1 in der Datenmatrix, im Beispiel der Fall mit der Fallnummer 1
mit der Auspragung 3.

Anstelle der beobachteten Ausprédgungen werden bisweilen auch Rangnummern entsprechend
der ordinalen Anordnung der Auspragungen vergeben.

Treten bei verschiedenen Féllen die gleichen Rangnummern auf (sog. Bindungen, engl: ties),

kdnnen auch mittlere Rangnummern vergeben werden.
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Haufigkeitstabellen

Wenn eine univariate Verteilung betrachtet wird und die Auspragungen in einer Spalte der Da-
tenmatrix wiederholt vorkommen, ist es sinnvoller, anstelle der Betrachtung einer Spalte der
Datenmatrix die Verteilung in einer univariaten Haufigkeitstabelle darzustellen.
Als Beispiel zeigt die folgende Tabelle die Verteilung der Antworten auf die Frage nach
der Demokratizufriedenheit (F1):

F1: Demokratiezufriedenheit Anteile kumulierte
Auspragung Code Héufigkeit insgesamt nur gultige Anteile
vollig unzufrieden 1 1 0.100 0.125 0.125
eher unzufrieden 2 2 0.200 0.250 0.375
eher zufrieden 3 2 0.200 0.250 0.625
sehr zufrieden 4 3 0.300 0.375 1.000
weil nicht 8 1 0.100 --

keine Angabe 9 1 0.100 --

Summe 10 1.000 1.000

(gultige Félle: 8; ungultige Falle 2)

In einer Haufigkeitstabelle werden die Haufikgeiten aller (in der Datenmatrix vorkommenden)
Auspragungen einer Variable nach ihren Werten (Codes) aufsteigend sortiert zusammengefasst.
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Haufigkeitstabellen

F1: Demokratiezufriedenheit Anteile kumulierte
Auspragung Code Haufigkeit insgesamt nur gultige  Anteile
vollig unzufrieden 1 1 0.100 0.125 0.125
eher unzufrieden 2 2 0.200 0.250 0.375
eher zufrieden 3 2 0.200 0.250 0.625
sehr zufrieden 4 3 0.300 0.375 1.000
weifd nicht 8 1 0.100 --

keine Angabe 9 1 0.100 -

Summe 10 1.000 1.000

(gultige Falle: 8; ungultige Félle 2)

Die Tabelle enthalt neben den sowohl sprachlich (1. Spalte) als auch numerisch (2. Spalte)

wiedergebenen Auspragungen die absoluten Haufigkeiten mit der jede Auspragung im

Datensatz vorkommt.
Im Beispiel kommt die 1. Auspragung (“vollig unzufrieden*, Code ,,1%“) mit der
absoluten Haufigkeit 1 vor, die zweite Auspragung (,,eher unzufrieden*) mit der
Haufigkeit 2, die dritte Auspragung (,,eher zufrieden*) mit der Haufigkeit 2, die
4. Auspragung (“sehr zufrieden*) mit der absoluten Haufigkeit 3, die ungdiltige
Auspragung “weil} nicht* mit der absoluten Haufigkeit 1 und die ungultige Aus-
pragung ,,keine Angabe* mit der Haufigkeit 1.
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Haufigkeitstabellen

F1: Demokratiezufriedenheit Anteile kumulierte
Auspragung Code Héaufigkeit insgesamt nur giiltige Anteile
vollig unzufrieden 1 1 0.100 0.125 0.125
eher unzufrieden 2 2 0.200 0.250 0.375
eher zufrieden 3 2 0.200 0.250 0.625
sehr zufrieden 4 3 0.300 0.375 1.000
weild nicht 8 1 0.100 =

keine Angabe 9 1 0.100 -

Summe 10 1.000 1.000

(gultige Félle: 8; ungultige Falle 2)

Aus der Tabelle ist auch ersichtlich, dass es neben den vier giltigen Auspragungen zwei Aus-
pragungen gibt, die als ungltig deklariert sind.
Ob eine Auspragung als ,,ungultig* bewertet wird, hangt von der jeweiligen Fragestellung ab.

Dies Festlegung ungultiger Werte hat Auswirkungen auf die Berechnung der Anteile (relativen
Haufigkeiten), die sich aus der Divison der absoluten Haufigkeiten durch die Gesamtzahl
berechnen.

Anteile kdnnen sich auf die gesamte Fallzahl (4. Spalte) oder nur auf

die Zahl der Falle mit gultigen Antworten (5. Spalte) beziehen.
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Haufigkeitstabellen

F1: Demokratiezufriedenheit Anteile kumulierte
Auspragung Code Haufigkeit  insgesamt nur giltige  Anteile
vollig unzufrieden 1 1 0.100 0.125 0.125
eher unzufrieden 2 2 0.200 0.250 0.375
eher zufrieden 3 2 0.200 0.250 0.625
sehr zufrieden 4 3 0.300 0.375 1.000
weild nicht 8 1 0.100 --

keine Angabe 9 1 0.100 --

Summe 10 1.000 1.000

(gultige Félle: 8; ungultige Falle 2)

In der letzten Spalte werden die relativen Haufigkeiten der gultigen Falle aufsummiert.
Die Zahl 0.375 in der Zeile mit dem Code 2 ,,eher unzufrieden* ist also die Summe der
Anteile, die diesen oder einen kleineren Wert aufweisen, hier also die Summe der vollig
unzufriedenen (Anteil = 0.125) plus der eher unzufriedenen (Anteil = 0.250) Personen:
0.375=0.125 + 0.250.

Kumulierte Anteile machen nur ab ordinalem Messniveau Sinn.
Da ungultige Werte sich nicht in die Rangordnung der Gbrigen Auspréagungen einordnen lassen,
werden sie bei der Kumulierung nicht beriicksichtigt.
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Konventionen

Zur Darstellung in statistischen Formeln gibt es eine Reihe von Konventionen, mit denen Varia-
blen, Auspragungen und Realisierungen, gemessene Werte und Transformationen gekennzeich-

net werden.
Variable X, Y,Z,V2,V,
Auspragung X, Yy Z, Vy, Vy
Anzahl der Félle n
Realisation des i-ten Falles (i=1,2,...,n) der Variablen X X;
Realisation des i-ten sortierten Falles X
Mittelwert der k-ten Gruppe bei gruppierten Daten Mg
Auspragung k (k=1,2,...,K) der Variablen X X Xty
Anzahl der Falle mit der Auspragung x, Ny Ny N
Anteil der Falle mit der Auspragung X, Py Pws P

Prozent der Falle mit der Auspragung X,

P% = py - 100

Anwendungsbeispiele: N
Berechnungsformel firr Anteile:  p,, =—* bzw. p, =
n

Berechnungsformel flir kumulierte Anteile: cp,, = (X<

K Z”m
X(k)) Zp =

j=1
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Haufigkeitstabellen: Berechnung von Anteilen
NGy Pg P Py = 2P
F1 Anteile kumulierte
Ausprégung Code Hé&ufigkeit  insgesamt nur glltige Anteile
vollig unzufrieden 1 1 —>0.100 0.125 0.125
eher unzufrieden 2 2 0.200 0.250 0.375
eher zufrieden 3 2 0.200 0.250 0.625
sehr zufrieden 4 3 0.300 0.375 1.000
weil3 nicht 8 1 >0.100 --
keine Angabe 9 1 0.100 --
Summe n=10 1.000 1.000
(gultige Félle: 8; ungultige Falle 2)
N " | Py =Ny/n=1/10=0.1
P :T bzw. p, :ﬁ Py =N /N=2/10=0.2
: . : =N, /n=2/10=0.2
Bei der Indizierung wird manchmal Po =N
auch die zugeordnete Auspragung Py =Ny /N=3/10=03 ,1ernativ:
Is In rt verwendet. e =
als deﬁwetve wendet Pe =N /N=1/10=01 =p,=n,/n
— X
Py = 0 P =N /N=1/10=0.1 =py=ny/n
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Haufigkeitstabellen: Interpretation

F003: Demokratiezufriedenheit Anteile kumulierte
Auspragung Code Héufigkeit insgesamt  nur gultige Anteile
sehr unzufrieden 1 94 0.056 0.057 0.057
ziemlich unzufrieden 2 169 0.102 0.102 0.159
etwas unzufrieden 3 283 0.170 0.171 0.330
etwas zufrieden 4 396 0.238 0.239 0.568
ziemlich zufrieden 5 580 0.349 0.350 0.919
sehr zufrieden 6 135 0.081 0.081 1.000
weild nicht 8 6 0.004 --

keine Angabe 9 0 0.000 =

Summe 1663 1.000 1.000

( BTW 05 Nachwahl nur alte Lander; gultige Falle: 1657)

\or der Interpretation einer empirischen Haufigkeitstabelle sollte zunéchst versucht werden die
Datenqualitat zu beurteilen. Hinweise hierzu geben insbesondere:
» Angaben (ber die Datenquelle
Ist die Datenquelle nicht angegeben, ist in jedem Fall Vorsicht angeraten.
Im Beispiel kommen die Daten aus einer reprasentativen personlichen Umfrage, die im An-
schluss an die Bundestagswahl 2005 durch professionelle Interviewer des Umfrageinstituts
Infratest durchgeflihrt wurden. Aufgefiihrt sind nur Angaben der Befragten aus den alten
Bundeslandern.
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Haufigkeitstabellen: Interpretation

F003: Demokratiezufriedenheit Anteile kumulierte
Auspragung Code Héaufigkeit insgesamt  nur gultige Anteile
sehr unzufrieden 1 94 0.056 0.057 0.057
ziemlich unzufrieden 2 169 0.102 0.102 0.159
etwas unzufrieden 3 283 0.170 0.171 0.330
etwas zufrieden 4 396 0.238 0.239 0.568
ziemlich zufrieden 5 580 0.349 0.350 0.919
sehr zufrieden 6 135 0.081 0.081 1.000
weil nicht 8 6 0.004 --

keine Angabe 9 0 0.000 =

Summe 1663 1.000 1.000

( BTW 05 Nachwahl nur alte Lander; gultige Falle: 1657)

\or der Interpretation einer empirischen Haufigkeitstabelle sollte zunédchst versucht werden die
Datenqualitét zu beurteilen. Hinweise hierzu geben insbesondere:
 Hinweise Uber ungultige Falle

Auf die Frage nach dem Funktionieren der Demokratie in der BRD haben nur 0.4% der
Befragten aus den alten Landern eine ausweichende Antwort (,,weil3 nicht*‘) gegeben.
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Haufigkeitstabellen: Interpretation

F003: Demokratiezufriedenheit Anteile kumulierte
Auspragung Code Héufigkeit  insgesamt nur gultige Anteile
sehr unzufrieden 1 94 0.056 0.057 0.057
ziemlich unzufrieden 2 169 0.102 0.102 0.159
etwas unzufrieden 3 283 0.170 0.171 0.330
etwas zufrieden 4 396 0.238 0.239 0.568
ziemlich zufrieden 5 580 0.349 0.350 0.919
sehr zufrieden 6 135 0.081 0.081 1.000
weild nicht 8 6 0.004 --

keine Angabe 9 0 0.000 =

Summe 1663 1.000 1.000

( BTW 05 Nachwahl nur alte Lander; gultige Falle: 1657)

Hinweise zur Datenqualitat:

* Fallzahl
Bei Stichproben, die nur auf wenigen Féllen (n < 100 oder gar n < 50) beruhen, ist damit zu
rechnen, dass die Haufigkeitsverteilung tber unterschiedliche Stichproben deutlich variieren.
Bei Prozentuierungen bzw. Anteilen sind daher Nachkommastellen eher nicht zu interpretie-
ren, da selbst bei ,,guten“ Auswahlverfahren mit Stichprobenschwankungen von 5% (bzw.
+0.05) zu rechnen ist.

Im Beispiel ist die Fallzahl der sehr hoch, was auf vermutlich genaue Schatzungen hinweist.
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Haufigkeitstabellen: Interpretation

F003: Demokratiezufriedenheit Anteile kumulierte
Auspragung Code Héufigkeit  insgesamt nur gultige Anteile
sehr unzufrieden 1 94 0.056 0.057 0.057
ziemlich unzufrieden 2 169 0.102 0.102 0.159
etwas unzufrieden 3 283 0.170 0.171 0.330
etwas zufrieden 4 396 0.238 0.239 0.568
ziemlich zufrieden 5 580 0.349 0.350 0.919
sehr zufrieden 6 135 0.081 0.081 1.000
weil nicht 8 6 0.004 --

keine Angabe 9 0 0.000 =

Summe 1663 1.000 1.000

( BTW 05 Nachwahl nur alte Lander; gultige Falle: 1657)

Hinweise zur Datenqualitat:
* bei Umfragen Frageformulierung und Antwortvorgaben:

Die Frageformulierung ist nicht explizit sichtbar!
Bei den Antwortvorgaben stellt sich die Frage, ob die Befragten zwischen ,,ziemlich* und
,,5ehr unterscheiden kdnnen.
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Haufigkeitstabellen: Interpretation

F003: Demokratiezufriedenheit Anteile kumulierte
Auspragung Code Héufigkeit  insgesamt nur gultige Anteile
sehr unzufrieden 1 94 0.056 0.057 0.057
ziemlich unzufrieden 2 169 0.102 0.102 0.159
etwas unzufrieden 3 283 0.170 0.171 0.330
etwas zufrieden 4 396 0.238 0.239 0.568
ziemlich zufrieden 5 580 0.349 0.350 0.919
sehr zufrieden 6 135 0.081 0.081 1.000
weil nicht 8 6 0.004 --

keine Angabe 9 0 0.000 =

Summe 1663 1.000 1.000

( BTW 05 Nachwahl nur alte Lander; gultige Falle: 1657)

Interpretation:

Interpretiert werden in erster Linie die relativen Haufigkeiten und ab ordinalem Messniveau

auch die kumulierten Anteile.
Der Anteil der mit dem Funktionieren der Demokratie sehr unzufriedenen Personen ist mit
knapp 6% recht gering. Insgesamt sind aber doch etwa 1/3 (33%) aller Befragten in den
alten Bundeslandern zumindest etwas unzufrieden. Auf der anderen Seite sind aber ber
40% (100% — 56.8%) ziemlich oder sehr zufrieden.
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Haufigkeitstabellen bei gruppierten Daten

Wenn eine Variable sehr viele Auspragungen hat, was insbeondere bei stetigen Variablen der
Fall ist, werden oft vor der Darstellung der Verteilung in einer Haufigkeitstabelle aus Grinden
der Ubersichtlichkeit Auspragungen zu Klassen (Gruppen) zusammengefasst.

Messtheoretisch gesehen ist jede Klassenbildung eine unzuléssige Transformation, da verschie-
dene Ausprégungen einer Variablen zu einem Wert zusammengefasst werden.

Inhaltlich bedeutet die Zusammenfassung von Auspragungen einer Variablen zu Klassen stets
einen Informationsverlust.

Bei der Zusammenfassung von Auspragungen zu Klassen sollten folgende Regeln

beriicksichtigt werden:

1. Die Klassengrenzen durfen sich nicht tberschneiden, d.h. jede Auspragung darf nur einer
einzigen Klasse zugeordnet werden.

2. Die Klassen sollen ltckenlos aufeinander folgen, d.h. innerhalb des Wertebreichs soll jede
Zahl einer Klasse zugeordnet werden kdnnen (— exakte Klassengrenzen),

3. Die Klassenbreiten sollen moglichst jeweils gleich sein.
(Ausnahmen: ungleiche Klassenbreite bei der ersten oder letzten Klasse, wenn diese sonst
sehr gering besetzt waren).

Bisweilen werden Klassen aber auch bewust so gebildet, dass sie in etwa gleich stark besetzt

sind. Als Folge sind die Klassenbreiten dann i.a. unterschiedlich breit.)
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Haufigkeitstabellen bei gruppierten Daten

U Otk M) M) P CPw)
Auspragung in Jahren Code = Gultige  Kumulierte
exakte Klassengenzen) Klassenmitte Haufigkeit Prozente Prozente Prozente
17.5 bis <29.5 235 «—— 507 14.8 14.9 14.9
29.5 bis < 44.5 37.0 943 27.6 27.6 42.5
445 bis <59.5 52.0 904 26.4 26.5 69.0
59.5 bis <74.5 67.0 812 23.7 23.8 92.8
74.5 bis <94.5 845 «— 246 7.2 7.2 100.0
keine Angabe -- 10 0.3 Missing
Total 3422 100.0 100.0

Gultige Falle: 3412  Fehlende Falle: 10
(Quelle: Allbus 2006, gewichtet nach Ost-West)

Als Wert (Code) fur die Auspragungen
der Klassen Variablen wird die Klassen-
mitte m, einer Klasse berechnet,

das ist der Durchschnittswert aus Ober-

m, =(17.5+29.5)/2=235

und Untergrenze einer Klasse: My, = (74_5 n 93.5)/2 —845
u,, +0
m,, = (k) YK
2

Bei exakten Klassengrenzen ist in Berechnungen der Wert der Klassenobergrenze mit dem Wert
der Klassenuntergrenze der nachsten Klasse gleichgesetzt: U, = 0.
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Lerneinheit 3: Verteilungsfunktionen und Quantile

Mathematisch gesehen sind die in einer Haufigkeitstabelle aufgefiihrten Werte Abbildungen
oder Funktionen, wobei die Argumente dieser Funktionen die Auspragungen (Werte) der be-
trachteten Variable sind und die Funktionswerte die absoluten, relativen oder kumulierten Hau-
figkeiten.
Im folgenden Beispiel wird die Verteilung der Antworten auf die Frage nach der allge-
meinen Wirtschaftslage aus dem Allbus 2006 betrachtet.

Bewertung der allgemeinen Wirtschaftslage

Gultige Kumulierte
Auspragung Code Haufigkeit Prozente Prozente Prozente
sehr gut 1 35 1.0 1.0 1.0
gut 2 434 12.7 12.7 13.7
teils/teils 3 1619 47.3 47.5 61.2
schlecht 4 1100 32.1 32.3 93.5
sehr schlecht 5 222 6.5 6.5 100.0
weil3 nicht 8 11 0.3 Missing
keine Angabe 9 1 0.0 Missing
Total 3422 100.0 100.0
Gultige Falle: 3410  Fehlende Falle: 12
(Daten: ALLBUS 2006, gewichtet nach Ost-West)
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Verteilungsfunktion

Bewertung der allgemeinen Wirtschaftslage F(X=x,)
Gultige Kumulierte
Auspragung Code Haufigkeit Prozente Prozente Prozente
sehr gut 1 35 1.0 1.0 1.0
gut 2 434 12.7 12.7 13.7
teils/teils 3 1619 47.3 47.5 61.2
schlecht 4 1100 32.1 32.3 93.5
sehr schlecht 5 222 6.5 6.5 100.0
weifd nicht 8 11 0.3 Missing
keine Angabe 9 1 0.0 Missing
Total 3422 100.0 100.0

Gultige Falle: 3410  Fehlende Falle: 12
(Daten: ALLBUS 2006, gewichtet nach Ost-West)

\on besonderen Interesse fur Statistiker ist die sogenannte Verteilungsfunktion F(x), die an-
gibt, wie hoch der Anteil der Realisierungen einer Verteilung ist, die kleiner oder gleich dem
Argumentwert x sind.

In der Haufigkeitstabelle gibt die letzte Spalte mit den kumulierten Prozentwerten oder Anteilen
die Werte der Verteilungsfunktion fiir die Auspréagungen der tabellierten Variable wieder. Da i.a.
davon ausgegangen wird, dass beobachteten Daten auf Stichproben beruhen, die die Vertei-
lungsfunktion in der Population schatzen, spricht man hier von der empirischen Verteilungs-
funktion IAZ(X), die zur Unterscheidung der Verteilungsfunktion in der Population durch ein
Dach (engl: hat, ,,"“) auf dem ,,F* gekennzeichnet ist.
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Berechnung der empirischen Verteilungsfunktion

Die empirische Verteilungsfunktion l&sst sich berechnen, indem fir eine beliebige Zahl X=x
ausgerechnet wird, wieviele Félle der Verteilung kleiner oder gleich diesem Wert sind. Dazu
mussen alle Félle zun&chst der GroRe nach sortiert werden.
Soll fir die Beispieldatenmatrix (aus L02) die empirische Verteilungsfunktion des Geburts-
jahrs berechnet werden, sind zunachst die Werte der letzte Spalte der Datenmatrix der
Grole nach zu ordnen:

Fall- [Antwort |Antwort [Antwort | Ge- |Geburts- geordn. geordn. | 0 j R

nummer | Frage 1 |Frage 2a|Frage 2b|schlecht| jahr Geburts- G.jahr X — F()()
ID F1 F2A F2B F3 F4 jahr Xy i1 N
1 3 2 2 1 1943 1920 1920 1/9 0.111
2 2 missing 1 2 1960 1939 1939 2/9 0.222
3 4 1 2 2 1957 1943 1943 3/9 0.333
4 missing [ missing 1 1 1939 1956 1956 4/9 -
5 2 2 1 2 missing 1956 1956 5/9 0.556
6 missing [ missing 1 1 1956 1957 1957 6/9 0.667
7 4 1 2 2 1970 1960 1960 7/9 0.778
8 1 1 2 1 1920 1966 1966 8/9 0.889
9 3 3 1 2 1956 1970 1970 9/9 1.000
10 4 2 2 2 1966 missing missing

Die Verteilungsfunktion berechnet sich dann nach: (X =x, ) =p(X <x;,) = Z—

Haben Realisierungen die gleichen Auspragungen (im Beispiel die Falle mit den Geburtsjahren
1956), dann wird in der Verteilungsfunktion nur der letzte Wert beriicksichtig!
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Berechnung der empirischen Verteilungsfunktion

Bewertung der allgemeinen Wirtschaftslage F(X=x,)
Gultige Kumulierte
Auspragung Code Haufigkeit Anteile Anteile Anteile
sehr gut 1 35 0.010 0.010 0.010
gut 2 434 0.127 0.127 0.137
teils/teils 3 1619 0.473 0.475 0.612
schlecht 4 1100 0.321 0.323 0.935
sehr schlecht 5 222 0.065 0.065 1.000
weifd nicht 8 11 0.003 Missing
keine Angabe 9 1 0.000 Missing
Total 3422 1.000 1.000

Glultige Falle: 3410  Fehlende Falle: 12
(Daten: ALLBUS 2006, gewichtet nach Ost-West)

Liegt eine Verteilung als (ungruppierte) Haufigkeitstabelle vor, dann enthélt die letzte Spalte mit
den kumierten Anteilen die Funktionswerte der Verteilungsfunktion fir die in der Tabelle aufge-
flihrten Auspragungen.

N kn,. k
Formal berechnet sich hier die Funktion nach: F(X =x,)=p(X<x,)= ZT‘) =Py =Py

j=1 j=1

Verteilungsfunktionen lassen sich grafisch darstellen, wobei entlang der X-Achse die Auspré-
gungen der Variablen und entlang der Y-Achse die Werte der Verteilungsfunktion aufgetragen
werden.
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Grafische Darstellung der Verteilungsfunktion

Es ergibt sich dann eine treppenférmige Gestalt (eng: step function):

Anstieg um p5=0.065
Anstieg um p(4)=(i.323 Il

1.0 T
09 1
08+ Anstieg um Gultige Kumulierte
07 + PE=0.475 X Anteile  Anteile
: 0 0.000 0.000

06T sehrgut 1 0.010 0.010
05T gut 2 0127 0137
0.4 1 Anstieg um teils/teils 3 0.475 0.612
03+ p=0.127 schlecht 4 0.323 0.935
02+  Anstiegum s. schlecht 5 0.065 1.000
01 L p(l)zi).om r 6  0.000 1.000
0.0 =

0 1 2 3 4 5 6

Bewertung der allgemeinen Wirtschaftslage (X)

Bei jeder Auspragung der Variablen steigt die Funktion um die relative Haufigkeit dieser
Auspragung an.
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Quantile
10 T _,—
09 +
08 + Glltige Kumulierte
07 L X Anteile  Anteile
0 0.000 0.000
0.6 1 sehrgut 1  0.010 0.010
05 T gut 2 0.127 0.137
0.4 + teils/teils 3 0.475 0.612
0.3 + schlecht 4 0.323 0.935
02+ s. schlecht 5 0.065 1.000
6 0.000 1.000
01
0.0 =ttt ]
0 1 2 3 4 5 6

Bewertung der allgemeinen Wirtschaftslage (X)

Betrachtet man anstelle der Verteilungsfunktion umgekehrt fiir welchen Wert der Variable gilt,
dass ein vorgegebener Anteil aller Realisierungen kleiner oder gleich diesem Wert sind, ergeben
sich die Quantilwerte.

Mathematisch berechnen sich die Quantilwerte daher aus der Inversen der Verteilungsfunk-
tion, d.h. die Rolle von X (Argumentwerte) und Y (Funktionswerte) werden vertauscht:

Q(p) = F*(X)
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Quantile
Gultige Kumulierte

X Anteile  Anteile
Quantile teilen somit eine 0 0.000 0.000
Verteilung in zwei Teilmengen auf: 0.137<2  sehrgut 1 0.010 0.010
gut 2 0.127 0.137
teils/teils 3 0.475 0.612
1.000-0.137=0.863% >2 gchlecht 4  0.323 0.935
s. schlecht 5 0.065 1.000
1.000 - 0.137=86.3% > 2 | 6 0000 1.000
1.0 T —
09 +
0.8 +
0.7 +
0.6 +
05+
04+
03+
0.2+
1T
0 0.137 <2
0.0 ===ttt rrrrrr i
0 1 2 3 4 5 6
Bewertung der allgemeinen Wirtschaftslage (X)
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Quantile - _
Der Quantilwert Q gibt die Trennstelle Gu“'ge Kumu."erte
. i X Anteile  Anteile
an, an der die Teilung erfolgt 0 0.000 0.000
a =0.137 sehrgut 1 0.010 0.010
teils/teils 3 0.475 0.612
schlecht 4 0.323 0.935
s. schlecht 5 0.065 1.000
4 6 0.000 1.000
10 T _,—
09 +
0.8 +
0.7 +
0.6 +
05 T Q :2
0.4+
03+
027 Der Quantilanteil e gibt den Anteil an,
0171 o =0.137 der im unteren Teilbereich liegt.
0.0 ===ttt
0 1 2 3 4 5 6

Bewertung der allgemeinen Wirtschaftslage (X)
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Quantile

Da die Verteilungsfunktion treppenférmig und nicht

Gultige Kumulierte

R . ) ) X Anteile  Anteile
stetig ist, ist die Umkehrfunktion nicht ganz eindeu- 0 0.000 0.000
tig. sehr gut 1 0.010 0.010
Der empirische Quantilwert Q,, ist definiert als der gut 2 0.127 0.137
kleinste Wert fur den gilt, dass mindestens ein Anteil ~ teils/teils 3 0.475 0.612
o von allen Realisierungen kleiner oder gleich schlecht 4 0.323 0.935
diesem Wert ist s. schlecht 5 0.065 1.000

' 6  0.000 1.000

10 1 ——
09 T Qooo =4
0.8 T
0.7 T
0.6 T
051 Qps0=3
0.4 T
03t
02+ Qo5 =3
! Qo10=2
0.0 ++

0 1
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Bewertung der allgemeinen Wirtschaftslage (X)

L03-9

Quantile: Berechnung aus Haufigkeitstabellen ungruppierter Daten

Wenn eine Haufigkeitstabelle ungruppierter Daten vorliegt, kdnnen die Quantilwerte direkt aus
der Haufigkeitstabelle abgelesen werden:

Der Quantilwert ist die Auspréagung, bei der in der Spalte mit den kumulierten Anteilen bzw.
kumulierten Prozentwerten erstmals der Quantilanteil erreicht oder tberschritten wird:

Glltige Kumulierte Qi0% = Qo0

Anteile Anteile

X
sehr gut 1
gut 2
teils/teils 3
schlecht 4
s. schlecht 5

0.010 0.010+—— 0.010<0.10 = Qo0 > 1

0.127 0.137 +—— S -

0.475 0.612 0.137>0.10 = Qg <2

0.323 0.935 »2" ist die Kleinste Auspragung, fur die gilt,

0.065 1.000 mindestens 10% aller Félle sind <2 = Q,, = 2.

In der Spalte mit den kumulierten Anteilen oder Prozenten sind nur die Quantilanteile der Aus-
pragungen einer Variable aufgefihrt, aus denen dieWerte der tbrigen Quantilanteile folgen:

X
sehr gut 1
gut 2
teils/teils 3
schlecht 4
s. schlecht 5

Vorlesung Statistik |

Gultige Kumulierte
Anteile  Anteile

0.010 0.010 Qu=00% DIS Qu=100 =1 (sehrgut)
0.127 0.137 Qus1.0% DIS Quz1379 = 2 (gut)

0.475 0.612 Qu513.7% DIS Q=61 20, = 3 (teils/teils)
0.323 0.935 Q6120 DIS Q=05 50 = 4 (SChlecht)
0.065 1.000 Q9550 DIS Qu=1000s = 5 (S€hr schlecht)
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Quantile: Berechnung aus geordneten Messwerten

Wie die Verteilungsfunktion kénnen auch Quantilwerte direkt aus den Messwerten berechnet
werden, wenn die Messwertreihe vorher der GroRe nach sortiert sind:

Fall- |Antwort [Antwort |Antwort | Ge-  |Geburts- F4 Posi-
nummer | Frage 1 |Frage 2a|Frage 2b|schlecht| jahr geord- | tion
ID F1 F2A F2B F3 F4 net ()]
1 3 2 2 1 1943 1920 1
2 2 missing 1 2 1960 1939 2
3 4 1 2 2 1957 1943 3
4 missing | missing 1 1 1939 1956 4
5 2 2 1 2 missing 1956 5
6 missing | missing 1 1 1956 1957 6
7 4 1 2 2 1970 1960 7
8 1 1 2 1 1920 1966 8
9 3 3 1 2 1956 1970 9

10 4 2 2 2 1966 missing | missing

Die Berechnung erfolgt in drei Schritten:
Multiplikation des Quantilanteils mit der Fallzahl: i=n - a

Falls i keine ganze Zahl ist, sondern Nachkommastellen hat,

Aufrunden zur ndchsten ganzen Zahl j, anderenfalls: j = i.

Der Quantilwert Q, ist der Wert der Variablen auf dem j-ten Position: X ;.

Schritt 1:
Schritt 2:

Schritt 3:
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Beispiel: Qgqo, = ?

n =9 gultige Werte

Schritt1: i=9x05=45

Schritt 2: 4.5 ist keine ganze
Zahl, daher aufrun-

den:45=j=5
Schritt 3: Qg ist dann X,
X = 1956

Das 50%-Quantil der Geburts-
jahre ist das Jahr 1956
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Quantile: Berechnung aus geordneten Messwerten

Beispiel, bei dem nicht aufgerundet werden muss.
Multiplikation des Quantilanteils mit der Fallzahl: i=n - o

Falls i keine ganze Zahl ist, sondern Nachkommastellen hat,

Aufrunden zur n&chsten ganzen Zahl j, anderenfalls: j = i.

Der Quantilwert Q, ist der Wert der Variablen auf der j-ten Position: X

Schritt 1:
Schritt 2:

Schritt 3:

X Posi-
X geord- | tion

net )
4 1 1
1 1 2
3 2 3
5 3 4
5 4 5
2 5 6
6 5 7
6 6 8
1 6 9
6 6 10
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Beispiel: Qgpo, = ?

n = 10 gultige Werte

Schritt1: i=10x 0.6 =6

Schritt 2: 6 ist ganze Zahl, daher nicht aufrunden:
=i=j=6

Schritt 3: Qggop ISt dann Xg): X =5

Das 60%-Quantil von X ist der Wert 5

(,,5“ ist der kleinste Wert fur den gilt, dass mindestens 60%

aller Realisierungen kleiner oder gleich diesem Wert sind).
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Quantilberechnung bei gruppierten Daten metrischer Variablen

Bei gruppierten Daten metrischer Variablen wird eine andere Vorgehensweise zur Berechnung
von Quantilen eingesetzt, die versucht, den Informationsverlust durch die Gruppierung (Klas-
senbildung) zu kompensieren.

Ut O M) ) Pw CP
Auspragung in Jahren Code = Gultige  Kumulierte
(exakte Klassengenzen) Klassenmitte Haufigkeit Prozente Prozente Prozente
17.5 bis <29.5 235 507 14.8 14.9 14.9
29.5 bis < 44.5 37.0 943 27.6 27.6 42.5
445 bis <59.5 52.0 904 26.4 26.5 69.0
59.5 bis <74.5 67.0 812 23.7 23.8 92.8
74.5 bis <94.5 84.5 246 7.2 7.2 100.0
keine Angabe -- 10 0.3 Missing
Total 3422 100.0 100.0

Gultige Falle: 3412  Fehlende Falle: 10
(Quelle: Allbus 2006, gewichtet nach Ost-West)

Als Beispiel wird die Altersverteilung der Befragten aus dem Allbus 2006 betrachtet, die in der
Héaufigkeitstabelle in 5 Altersgruppen zusammengefasst ist.
\Von der empirischen Verteilungsfunktion sind nur die Funktionswerte an den Klassengrenzen
bekannt.
So ist keine befragte Person junger als 17.5 Jahre, 14.9% sind jlinger als 29.5 Jahre,
42.5% sind jlnger als 44.5 Jahre, 69% jlnger als 59.5 Jahr, 92.8 junger als 74.5 und
100% sind junger als 94.5 Jahre.

Vorlesung Statistik | L03-13
Summenkurve
10T |
0.9+ - -
0.8 T | Alters- Klasse Gultige Kumulierte
07+ gruppe k Anteile _ Anteile
061 unter 175 0  0.000  0.000
05 1 175-<295 1 0.149 0.149
Tt 1 295-<445 2 0.276 0.425
0471 445-<595 3 0.265  0.690
037 50.5-<745 4 0.328  0.928
027 | 745-<945 5 0.072 1.000
011 - = ab 94.5 6 0.000  1.000
0.0 -

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Alter in Jahren (X)
Aus den gruppierten Daten ist nicht ersichtlich, wie die Verteilung innerhalb der Altersgruppen
verlduft. Fur die Berechnung der Quantile bei solchen gruppierten Daten wird unterstellt, dass
sich alle Falle innerhalb einer Klasse gleichmaliig tber die gesamte Klassenbreite verteilen,
Es wird also z.B. unterstellt, dass sich die 507 Falle (14.9%) in der untersten Altersgruppe
gleichmaRig auf den Bereich von 17.5 bis 29.5 Jahre verteilen.
Unter dieser Annahme l&sst sich die Verteilungsfunktion grafisch durch Linienabschnitte anné-
hern, die jeweils die kumulierten Anteile an den Intervallgrenzen verbinden. Die resultierende
Kurve wird als Summenkurve bezeichnet.
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Quantilberechnung bei gruppierten Daten metrischer Variablen

1.0 T |
09 T - = =
08 T | Alters- Klasse Glltige Kumulierte
071 — gruppe K Anteile  Anteile
061 unter 175 0 0.000  0.000
sl | 175-<295 1 0.149  0.149

T4 1 295-<445 2 0.276 0.425
0471 44.5-<595 3 0.265  0.690
037 I =025 59.5-<745 4 0.328  0.928
027 ] 745-<945 5 0.072 1.000
01 L ab 94.5 6 0.000  1.000
0.0 R LR L

10 20 30 | 40 50 60 70 80 9 100

Alter in Jahren (X)

Der Quantilwert Q,, wird dann als der Wert an der X-Achse bestimmt, an der eine horizontale

Gerade auf der Hohe o der senkrechten Y-Achse die Summenkurve schneidet.
So ergibt sich z.B. fir das 25%-Quantil der Altersverteilung im Allbus 2006 die Zahl 34.99.

Dieser Wert ist der Schnittpunkt einer senkrechten Gerade mit der X-Achse an der Stelle, an
der die horizontale Linie in der H6he 0.25 der Y-Achse die Summenkurve schneidet.
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Quantilberechnung bei gruppierten Daten metrischer Variablen

10 T
0.9 +
0.8 T Alters- Klasse Glltige Kumulierte
07+ gruppe Kk Anteile Anteile
06+ unter 17.5 0 0.000 0.000
o5l 17.5-<295 1 0.149  0.149
P T 29.5-<445 2 0.276  0.425
0471 y l 445-<595 3 0.265  0.690
031 13 0276 _ o5 59.5-<745 4 0.328  0.928
02 ) o1gg  45-<945 5 0.072  1.000
017 N 115205 ab 94.5 6 0.000  1.000
0.0 HHHHHHHHHHHHHFHHHHHHHHH

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Alter in Jahren (X)

Rechnerisch lasst sich der Quantilwert durch lineare Interpolation bestimmen:

Die Summenkurve steigt in jedem durch die Klassengrenzen festgelegten Intervall gleichmaliig
an, wobei sich die Steigung als Quotient aus der relativen Haufigkeit in der Klasse geteilt durch
die Intervallbreite ergibt, in der zweiten Klasse also 0.276/(44.5-29.5) = 0.276 / 15 betrégt.

Der Quotient y/x mity = 0.25 — 0.149 st gleich dieser Steigung :

y 025-0.149 0276  0.276

X X 15  445-295
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Quantilberechnung bei gruppierten Daten metrischer Variablen

1.0 T
09+
0.8 T Alters- Klasse Glltige Kumulierte
07+ gruppe k Anteile  Anteile
06 1 unter 17.5 0 0.000 0.000
051 175-<295 1 0.149 0.149

Tt 295-<445 2 0.276 0.425
0471 l 445-<595 3 0.265  0.690
03 ' | 0-276 _ 4 o5 50.5- <745 4 0.328  0.928
0.2 - N o1gg  45-<945 5 0.072  1.000
017 = 145 _0s ab 94.5 6 0.000  1.000
0.0 -FHHHHHHHHHHHE

0 10 20 30 | 40 5 60 70 8 90 100
Q. Alter in Jahren (X)
Auflssen nach x: Y = 250149 0.276 — X = 025-0149 _ 5.489
X X 445-29.5 0.276/(44.5-29.5)

und addieren des Wertes der Untergrenze des Intervalls (hier: 29.5) ergibt den gesuchten
Quantilwert: Qs = 29.5 + 5.489 = 34.99.
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Quantilberechnung bei gruppierten Daten metrischer Variablen

Alters- Klasse Giltige Kumulierte
gruppe S Anteile Anteile  \\erden anstelle der Zahlen des Beispiels die Sym-
unter 17.5 0 0.000  0.000 bole d sufiakeitstabelle ei ibt sich
175-<295 1 0149  0.149 ole der Ha_u igkeitstabelle eingesetzt, ergibt sic
205 - <445 2 0.276 0425 o!le al.lgemelne Formel zur Berechr)ung von ngn-
445 -<595 3 0265 0.690 tilen innerhalb der k-ten Klasse bei Vorliegen einer
59.5-<745 4 0.328 0.928 Héaufigkeitstabelle gruppierter metrischer Daten
745-<945 5 0.072  1.000 durch Interpolation:
ab 94.5 6 0.000 1.000

oL —CPyy 4 oL —CPyy 4

Qu =0ppy + ; =04yt oo ' (O(k) - O(k—l))
P {0 ~ Ok (k)

Nach dieser Formel betragt das 25%-Quantil, dass in der 2. Klasse liegt:

0.25-0.149
L =295+ —"" =" (44.5-29.5) = 34.99
Qass 0.276 ( )

Der tatsachlich zutreffende Wert des 25%-Quantils betragt fir die ungruppierte Altersver-
teilung 36 Jahre.
Die Abweichung zwischen dem Uber die Summenkurve interpolierten Quantilwert und dem tat-
séchlichen Wert ist um so groRer, je starker die tatsachliche Verteilung innerhalb der Klasse, in
der das Quantil liegt, von einer Gleichverteilung abweicht.
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Bedeutung von Quantilen

Quantilanteile und Quantilwerte sind deswegen von grollem Interesse, weil sie Informationen

uber eine Verteilung geben:

 So besagt z.B. das 50%-Quantil, bei welchem Wert in etwa die ,,Mitte” einer Verteilung liegt,

* Die Differenzen des 5%- und des 95%-Quantils geben entsprechend an, in welchen Grenzen
die mittleren 90% aller Falle liegen.

» Die Gesamtheit aller Quantile enthalt alle Informationen tber eine Verteilung.

Voraussetzung fur die Berechnung von Quantilen ist allerdings mindestens ordinales, besser
metrisches Skalenniveau.
Bei ordinalen Skalenniveau sind Quantilwerte Auspragungen von Rangplétzen (Kategorien).

Besondere Namen:

» Das 25%-, das 50-% und das 75%-Quantil werden auch als Quartile bezeichnet, weil sie die
Verteilung in vier gleich stark besetzte Klassen aufteilen;

» entsprechend werden das 10%-, 20%-, 30%-, ..., 90%-Quantil als Dezentile bezeichnet, weil
sie die Verteilung in 10 gleich stark besetzte Klassen aufteilen;

* das 1%-, 2%-, ...., 98%-, 99%-Quantil werden analog als Perzentile bezeichnet.
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Anwendungsbeispiel:

Fragestellung: In welchen Bereich um das 50%-Quantil liegen 90% aller Falle der Altersvertei-
lung im Allbus 20067

Auspragung in Jahren Code = Gultige  Kumulierte
exakte Klassengenzen) Klassenmitte  Haufigkeit Prozente Prozente Prozente
17.5 bis <29.5 235 507 14.8 14.9 14.9
29.5 bis < 44.5 37.0 943 27.6 27.6 42.5
445 bis <59.5 52.0 904 26.4 26.5 69.0
59.5 bis <74.5 67.0 812 23.7 23.8 92.8
74.5 bis <94.5 84.5 246 7.2 7.2 100.0
keine Angabe -- 10 0.3 Missing

Total 3422 100.0 100.0

Glltige Falle: 3412  Fehlende Falle: 10
(Quelle: Allbus 2006, gewichtet nach Ost-West)

Das 50%-Quantil teilt die Verteilung in eine obere und eine untere Halfte.

Wenn 90% um das 50%-Quantil verteilt sind, liegen jeweils 45% unterhalb und oberhalb dieses
Werts.

Der gesuchte Bereich wird daher durch das 5%-Quantil (5% = 50% — 45%) und durch das 95%-
Quantil (95% = 50% + 45%) begrenzt.

Bei gruppierten Daten kdnnen die Intervallgrenzen grafisch liber die Summenkurve oder
rechnerisch durch Interpolation bestimmt werden.
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Anwendung von Quantilen bei gruppierten Daten

10 T
0.9+
0.8 |
0.7+
06 1
05T 90%
0.4+
03+
02+
01t

0.0 -

10 2 30 40 50 60 70 8

)
Q . Q
oo Alter in Jahren (X) 09

o, = 0.95

a,=0.05

90 100

Aus der Summenkurve geht hervor, dass 90% aller Befragten der Stichprobe des Allbus 2006
zwischen etwa 22 und 81 Jahren alt sind.
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Quantilberechnung bei gruppierten Daten: Interpolation innerhalb der Quantilklasse

U Ok M) N P CPw)
Auspragung in Jahren Code = Gultige  Kumulierte
exakte Klassengenzen) Klassenmitte  Haufigkeit Prozente Prozente Prozente

k=1 17.5 bis <29.5 235 507 14.8 14.9 14.9
K=2 295 bis < 44.5 37.0 943 27.6 27.6 425
K=3 44.5 bis <59.5 52.0 904 26.4 26.5 69.0
k=4 59.5 bis <74.5 67.0 812 23.7 23.8 92.8
k=5 74.5 bis <94.5 84.5 246 7.2 7.2 100.0
keine Angabe -- 10 0.3 Missing
Total 3422 100.0 100.0

Gultige Falle: 3412  Fehlende Falle: 10
(Quelle: Allbus 2006, gewichtet nach Ost-West)

o —CPy_y
(k)
Da cp(y) = 14.9% > 5% liegt das 5%-Quantil in der ersten Klasse: k = 1.
005-0
149

'(O(k) - O(k—l))

Qogs =0ppy +———2+(04y =04y ) =17.5+ -(29.5-17.5)=21.53

Die Untergrenze des gesuchten Intervalls ist daher 21.53.
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Quantilberechnung bei gruppierten Daten: Interpolation innerhalb der Quantilklasse

U Otk M) N P CPw)
Auspragung in Jahren Code = Gultige  Kumulierte
exakte Klassengenzen) Klassenmitte  Haufigkeit Prozente Prozente Prozente

k=1 17.5 bis <29.5 235 507 14.8 14.9 14.9
K=2 295 bis < 44.5 37.0 943 27.6 27.6 425
K=3 44.5 bis <59.5 52.0 904 26.4 26.5 69.0
k=4 59.5 bis <74.5 67.0 812 23.7 23.8 92.8
k=5 74.5 bis <94.5 84.5 246 7.2 7.2 100.0
keine Angabe -- 10 0.3 Missing
Total 3422 100.0 100.0

Gultige Falle: 3412  Fehlende Falle: 10
(Quelle: Allbus 2006, gewichtet nach Ost-West)

o —CPyy)
(k)

Da cpyyy = 92.8% < 95% liegt das 95%-Quantil in der letzten Klasse: k = 5.

0.95-0.928

Q, = Oy + '(O(k) - O(kfl))

Qo5 =05y + — (0(5) - 0(571)) =745+ -(94.5-74.5)=80.61

Die Obergrenze des gesuchten Intervalls ist daher 80.61.
90% der Befragten sind daher zwischen 21.53 und 80.61 Jahre alt.
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Uneindeutigkeit bei der Berechnung von Quantilen

Die vorgestellte Berechnungsweise bei ungruppierten Daten erfolgt nach der Methode der empi-
rischen Quantile. Andere Methoden kénnen zu abweichenden Quantilwerten fiihren.
Ursache ist die erwahnte Unstetigkeit der empirischen Verteilungsfunktion.

—~ 10 1 — —
0oslI- T
X tion 0.9 71
() 0.8 T
1 1 0.7 T i
1 2 06 4
2 3 T
3 n 05T
4 5 0471 J_ —
5 6 0.3+ J_ —
sl
6 | o 11
6 10 0.0 -

0 1 2 3 4 5 6 7

So ist bei den links wiedergegebenen n=10 Féallen das 50%-Quantil Q, 5, = 4.
Da es keine Realisierung zwischen 4 und 5 gibt, verldauft die empirische Verteilunsgfunktion in
diesem Bereich waagerecht. Daher gilt fur alle Zahlen zwischen 4 und <5, dass 50% der
Realisierungen kleiner oder gleich dieser Zahl sind.
Anstelle des kleinsten Wertes wird daher nach anderen Berechnungsmethoden der Mittelwert
zwischen 4 und 5 berechnet oder wie bei gruppierten Daten linear interpoliert.
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Lerneinheit 4: Grafische Darstellung univariater Verteilungen

Darstellungen metrischer Verteilungen

Grafische Darstellungen kdnnen einen Eindruck von der Form einer Verteilung vermitteln.
Das Beispiel zeigt die Altersverteilung einer zufalligen Auswahl von 149 Befragten aus der
Stichprobe des Allbus 1996.

Stabdiagram

[y}
|

i
}

Haufgikeit
(]

N
}

-
!

15 30 45 80 75
Alter in Jahren

In Stabdiagrammen werden die absoluten oder relativen Haufigkeiten der Auspragungen als
senkrechte Linien symbolisiert. Dies ergibt einen schnellen Uberblick tber die Form der Ver-

teilung einer metrischen Variable.
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Darstellungen metrischer Variablen

Histogramm
| Die Balkenhdhe ist dann die sogenannte
£ ] empirischen Dichte der Verteilungs-
2 : funktion:
5o A p
: —— - - - . _ (k)
2 empirische Dichte: f, _m
i w0 ~ U
= 001
[oX
£
L :
ER ]

15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85
Alter in Jahren

In Histogrammen wird die Haufigkeitsverteilung durch einander bertihrende Balken dargestellt.
Histogramme sind besonders fiir die Darstellung der Verteilung bei gruppierten Daten und steti-
gen Variablen sinnvoll, da sie das Prinzip der Flachentreue beriicksichtigen:
Die Flache eines Balkens entspricht der relativen Haufigkeit p, in dem durch die Balken-
breite definierten Intervall mit den Intervallgrenzen u,, und o
Da die Flache eines Rechtecks gleich der Breite mal der HoOhe ist, ergibt sich die Balkenhdhe als
Quotient aus der relativen Haufigkeit p,, in dem jeweiligen Intervall geteilt durch die Intervall-
breite (0 — Ug)-
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Darstellungen metrischer Variablen

Kern-Dichte-Schitzer

o B In Abhangigkeit von der verwendeten

5 020 - Formel und der Lange des berlick-

2 015 sichigten Abstands um den jeweiligen

S 010 - Wert, fur den die emprische Dichte

5 005 | geschatzt wird, sind die resultieren-

£ den Kurvenverldufe glatter oder zer-
0004 klufteter.

15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90
Alter in Jahren
Die Form eines Histogramms héngt allerdings nicht nur von der Verteilung, sondern auch von

den Intervallbreiten und der gewahlten Untergrenze fur das erste (ganz links angeordnete)
Intervall ab.

Um dieses Problem zu umgehen, sind insbesondere fir stetigen Variablen sogenannte Kern-
Dichte-Schatzer entwickelt worden.

Diese berechnen die empirische Dichte einer Verteilung nicht nur fur ein Intervall, sondern fur
jede Auspragung der Variable, wobei jeweils alle Realisierungen in einem vorgegebenen Ab-
stand bertcksichtigt werden und der Einfluss eines Wertes auf die berechnete Dichte mit ste-
igendem Abstand sinkt.

Werden die Dichten der Punkte verbunden, ergibt sich eine Kurve, die die Form einer (stetigen)
Verteilung besser wiedergibt, als die Balken eines Histogramms.
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Verteilungsformen

Mit Hilfe von Kern-Dichte-Schétzern bzw. Histogrammen lassen sich Verteilungen nach kenn-
zeichnenden Charakteristika, wie Schiefe, U-Formigkeit etc. beschreiben.

Eine Verteilung ist symmetrisch, wenn der Abstand eines be-
liebigen Quantils mit dem Quantilanteil oo vom 50%-Quantil
der Verteilung gleich dem Abstand des Quantils mit dem
Quantilanteil 1-a. vom 50%-Quantil ist:

|Qu—Qo.5 = 1Q1-—Qo sl
2.B.|Qp1~Qo5l = Q0.5 Qosl

symmetrisch

Das Gegenteil von symmetrischen Verteilungen sind schiefe
Verteilungen.

Eine Verteilung ist linksschief oder rechtssteil, wenn sie von
links langsamer ansteigt als sie nach rechts abfallt.

linksschief bzw. rechtssteil
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Verteilungsformen

Dagegen ist eine Verteilung rechtsschief oder linkssteil, wenn
sie nach rechts langsamer abféllt als sie von links ansteigt.

rechtsschief bzw. linkssteil

Hat eine Verteilung nur einen Gipfel ist sie eingipflig oder
unimodal. Hat sie zwei Gipfel ist sie dagegen bimodel, beli
drei Gipfeln trimodal.

Mehrgipflige (multimodale) Verteilungen kdnnen ein Hinweis
darauf sein, dass sich die betrachtete Population aus unter-
scheidbaren Teilpopulationen zusammensetzt.

uférmig bimodal,
symmetrisch

Vorlesung Statistik | L04-5

Verteilungsformen

|l

unimodal, steil ansteigend, unimodal, flach ansteigend
symmetrisch symmetrisch

Gelegentlich wird auch die Steilheit oder Wolbung (engl: curtosis oder excess) einer Vertei-
lung betrachtet.

Eine Verteilung verlauft steiler als eine zweite Verteilung mit gleichem Wertebereich, wenn sie
an den Randern flacher und in der Mitte starker ansteigt.
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Verteilungsformen: Uberblick

unimodal, unimodal, unimodal,
linksschief bzw. rechtssteil symmetrisch rechtsschief bzw. linkssteil
unimodal, steil ansteigend, uférmig bimodal, unimodal, flach ansteigend
symmetrisch symmetrisch symmetrisch
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Darstellungen metrischer Variablen

Box-Plot
1. Quartil \
- \\ I

kleinster Wert — L T | J—oroBter Wert
(ohne Extremwerte | y | (ohne Extremwerte
max. 1.5 Boxlange) P T max. 1.5 Boxlange)

1 I~

2. Quartil (Median)—_ . |

15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90
Alter in Jahren

3. Quartil

Box-Plots konzentrieren sich auf wenige Merkmale einer Verteilung:

* die ,,Box" gibt die Lage der mittleren 50% aller Realisierungen einer Verteilung an;

« ein Strich in der Box kennzeichnet den Median, der die Verteilung in zwei gleich stark be-
setzte Halften teilt;

« Linien links und rechts von der Box zeigen (mit Ausnahme mdglicher extremer Ausreilier-
werte) den Wertebereich an;

* gibt es Extremwerte, die mehr als 1.5 mal weiter vom oberen oder unteren Ende der Box
entfernt sind, als die Box selbst lang ist, werden diese durch zusatzliche Punkte oder
Sternchen aullerhalb der Linien gekennzeichnet.

Bei der Berechnung der Quartile und des Medians werden i.a. etwas andere Rechenformeln

verwendet als bei empirischen Quantilen.
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Darstellungen metrischer Variablen: Interpretation
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\or allem die grafische Darstellung der Verteilung mittels Kern-Dichte-Schatzung weist darauf
hin, dass die Verteilung linkssteil bzw. rechtsschief ist, zudem bimodal ist, wobei der zweite
Gipfel deutlich geringer ist als der erste Gipfel. Die Rechtsschiefe lasst sich auch aus dem Box-
Plot der Verteilung ablesen, die Mehrgipfligkeit dagegen nicht.
Far die inhaltliche Interpretation muss der Erhebungszeitraum 1996 beriicksichtigt werden.
Der erste Gipfel bei Mitte 30 bezieht sich auf Befragte, die in den 60er Jahren des 20. Jhds.
geboren sind. Der zweite Gipfel mit Befragten der Altersgruppe zwischen 55 und 65 bezieht
sich auf Befragte aus der ersten Halfte der 30er Jahren.
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Grafische Darstellung nominalskalierter Variablen

Bei nominalskalierten Variablen ist zu beachten, dass durch die grafische Anordnung nicht der
Eindruck entsteht, dass die Zahlenwerte (Codes) der Auspragungen inhaltliche Bedeutung
haben.

Das Beispiel zeigt die Antwortverteilung der Wahlabsichtsfrage aus dem Allbus 1996

35 - Balkendiagramm
30

25 3
20 3
15 3

10 §

00\0%0 S & o\*’i*@“é & & <
C Q@Q\) <€
Balkendiagramme entsprechen Stabdiagrammen.
Fur jede Auspragung wird ein Balken gezeichnet, dessen Lange der absoluten oder relativen
Besetzungshaufigkeit entspricht.
Um den Eindruck einer ordinalen oder stetigen Variable zu vermeiden, dirfen sich die Balken
nicht berthren.
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Darstellungen nominalskalierter Variablen

Saulendiagramm

Nichtwahler 11.5%\
Andere 1.1%\
PDS 4.9%

Republikaner 1.9%
Grine 14.0%

FDP 8.0% ——————>

CDU/CSU 30.5%

In Sdulendiagrammen wird ein Balken in Teilabschnitte eingeteilt, wobei jeder Abschnitt flr

eine Auspragung steht.
Die Abschnittsbreite entspricht der (relativen) Haufigkeit dieser Auspragung.
Saulendiagramme eignen sich gut beim Vergleich von Verteilungen in Subgruppen.

Die Anordnung der Teilabschnitte ist bei nominalen Skalenniveau irrelevant und kann daher
nach pragmatischen Gesichtspunkten erfolgen.
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Darstellungen nominalskalierter Variablen

Kreisdiagram Tortendiagram

B CDU/CsU
B SPD
FDP
1 Grine
[ Republikaner
B PDS
Andere
E Nichtwahler

In Kreisdiagrammen und Tortendiagrammen wird ein Kreis bzw. ein Zylinder in Segmente
zerteilt, die fur die Auspragungen stehen.

Die relative Haufigkeit einer Auspragung wird durch den Umfang des zugehdrigen Segments,
d.h. seinem Winkelanteil an den insgesamt 360° des Kreisumfangs bestimmt.

Durch unterschiedliche groRe Kreise bzw. Torten kdnnen bei Vergleichen von Verteilungen in

Subgruppen unterschiedliche GruppengréRen berticksichtigt werden.
Ein Nachteil von Kreis- oder Tortendiagrammen ist, dass es oft nicht einfach ist, die relativen
GroRenverhaltnisse der Auspragungen Uber die Segmentumfénge abzuschatzen.
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Darstellungen nominalskalierter Variablen: Interpretation

35

30 3 BCDU/CSU
BSPD
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Griine
B Republikaner
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Aus der grafischen Darstellung wird deutlich, dass die Mehrheit der Befragten 1996 eine
der beiden ,,grofRen** Parteien CDU/CSU bzw. SPD zu wahlen beabsichtigten, wenn am
nachsten Sonntag (nach der Befragung) eine Bundestagswahl wére.

Da es sich um ungewichtete Datenh handelt, der Anteil der Befragten aus den neuen Bun-
deslandern hoher ist als der tatsachliche Anteil und sich das Wahlverhalten in den neuen
und alten Bundeslandern unterscheidet, geben die Grafiken nicht die tatschliche Vertei-
lung der Wahlabsichten wieder, wie sie sich im Sommer 1996 fir die Bundesrepublik insge-
samt darstellte.
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Probleme der grafischen Darstellungen ordinaler Variablen

Fur ordinale Verteilungen haben sich keine speziellen Darstellungsweisen durchgesetzt. Da
Box-Plots vor allem Quantile darstellen, die ab ordinalen Messniveau berechenbar sind, liegt es
nahe, bei ordinalen Variablen Box-Plots zu verwenden. Mehrgipfligkeit lasst sich dann aller-
dings nicht erkennen. In der Praxis werden daher auch Stabdiagramme und Histogramme fir die
Darstellung ordinaler Variablen verwendet. Dabei werden anstelle der metrischen Werte Rang-
platze dargestellt.

Aufgrund der Hierarchie der Messniveaus konnen auch Balken, Sdulen- oder Kreisdiagramme
zur Darstellung ordinaler Verteilungen verwendet werden, wobei es sich anbietet, bei Balken-
und S&ulendiagramme die Balken bzw. Sdulenabschnitte entsprechend der Rangfolge der Aus-
pragungen anzuordnen. Tatsachlich dirften diese beiden Darstellungsformen am geeignetsten
sein, da sie einerseits die Form der Verteilung wiedergeben, um Unterschied zu Histogrammen
oder gar Darstellungen von Kern-Dichte-Schatzungen aber nicht so leicht suggerieren, dass die
Abstande zwischen den Auspragungen sich im Sinnen von Zahlenabstanden interpretieren
lassen.
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Lerneinheit 5: Lagemale
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Grafische Darstellungen geben eine gute Ubersicht tiber eine Verteilung, setzen aber ein Dar-
stellungsmedium voraus. Rein sprachlich lassen sie sich nur schwer beschreiben. Vor allem,
wenn es darum geht, (viele) Verteilungen zu vergleichen, stof3en grafische Darstellungen auch
schnell an ihre Grenzen.

Anstelle alle Realisierungen zu betrachten, bendtigt man daher in der Statistik oft eine oder
wenige KenngroRen, die sogenannten Verteilungsparameter, die charakteristisch fiir die ganze
Verteilung sind.

Ein Parameter, der gewissermafien reprasentativ fur eine Verteilung sein soll, wird auch als
typischer Wert bezeichnet. Da ein typischer Wert bei metrischen Verteilungen den Ort oder die
Lage der Verteilung auf der Achse der Zahlen angibt, spricht man auch von einem Lagemal?.
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Der Modus oder Modalwert

Modus
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Es liegt nahe, als charakteristischen Wert einer Verteilung einfach die Auspragung zu benen-
nen, die am haufigsten realisiert wird. Dieser Wert wird als Modus oder Modalwert (engl:
mode) einer Verteilung bezeichnet. In Formeln wird der Modus oft durch einen kleinen Kreis
uber dem Symbol fiir die betrachtete Variable dargestellt:

0

X = {x(k)‘n(k) >n; furalle j= k}

In der abgebildeten Altersverteilung liegt der Modus bei etwa 34 Jahren: dieses Alter
kommt in der Verteilung am haufigsten vor.
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Modus bei mehrgipfligen Verteilungen
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Sinnvoll ist die Wahl des Modus als charakteristischen Wert einer Verteilung nur, wenn es ta-
séchlich nur eine Auspragung gibt, die am haufigsten vorkommt. Bei bi- oder multimodalen
(mehrgipfligen) Verteilungen muss daher ein Gipfel besonders herausragen.

Die in der Abbildung wiedergegebene Altersverteilung ist zwar bimodal, da es neben
dem Maximum von 34 Jahren ein zweites bei 59 Jahren gibt. Das zweite Maximum
hat allerdings eine deutlich geringere empirische Dichte.

Hinweis:

In Statistikprogrammen wird auch dann ein Modalwert berechnet, wenn mehrere Maxima mit
gleichen H&ufigkeiten auftreten. Der ausgewiesene Wert ist dann entweder das erste oder das
letzte Maximum der Verteilung.

Vorlesung Statistik | L05-3

Modus in Haufigkeitstabellen

Bewertung der allgemeinen Wirtschaftslage

Gultige Kumulierte
Auspragung Code Haufigkeit Prozente  Prozente Prozente
sehr gut 1 35 1.0 1.0 1.0
gut 2 434 12.7 12.7 13.7
teils/teils 3 1619 47.3 47.5 61.2
schlecht 4 1100 32.1 32.3 93.5
sehr schlecht 5 222 6.5 6.5 100.0
weil3 nicht 8 11 0.3 Missing
keine Angabe 9 1 0.0 Missing
Total 3422 100.0 100.0

Gultige Falle: 3410  Fehlende Falle: 12
(Daten: ALLBUS 2006, gewichtet nach Ost-West)

Bei der Haufigkeitsverteilung der Beurteilung der allgemeinen Wirtschaftsslage im Allbus 2006
ist der Modus der Wert 3, d.h. die Ausprégung ,.teils/teils®.
\Von den Befragten wird diese Kategorie mit 1619 Realisierungen am haufigsten gewahlt.

Bei gruppierten Daten wird als Modus die Klassenmitte der Klasse gewahlt, die die gréle Beset-
zung aufweist. Dies macht offensichtlich nur Sinn, wenn die Klassenbildung nicht so gewéhlt
ist, dass die Klassen gleiche Haufigkeiten aufweisen.

In der Regel ist der Modus bei gruppierten Daten nicht informativ!
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Der Median

Median
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Ein anderer charakteristischer Wert einer Verteilung ist der Median, das ist der Wert, der eine
Verteilung in zwei gleich stark besetzte Halften zerteilt. Fir den Median gilt also, dass jeweils
(mindetens) die Halfte der Realisierungen sowohl kleiner oder gleich als auch groRer oder
gleich diesem Wert sind.
Der Medien wird durch eine Tilde (~) tber dem Symbol fiir eine Auspragung der betrachteten
Variable gekennzeichnet.
Der Median von X ist also X.

Die Definition des Medians weist auf Ahnlichkeiten mit dem 50%-Quantil hin. Tats&chlich sind
der Median und das empirische 50%-Quantil bei vielen Verteilungen identisch.
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Berechnung des Medians bei gerader Fallzahl

Bei geraden Fallzahlen kann es allerdings zu Abweichungen kommen, da bei der Berechnung
des Medians eine andere Berechnungsmethode verwendet wird.

X e Fur die Berechnung missen zundchst alle giltigen Realisierun-
X geord- | tion gen der GroRe nach angeordnet werden.

net i
7 1 (1) Bei einer geraden Fallzahl ist der Median dann definiert als der
1 1 2 Mittelwert der beiden Félle auf den Rangplatzen (n/2) und
3 2 3 (n/2+1):
5 3 4 - Xz) T X(nias
5 4 5 X=
2 5 6 2
2 2 ; Bei dieser Berechnungsweise sind dann jeweils mindestens n/2
1 6 9 Realisierungen kleiner oder gleich dem Median und n/2 Realisie-
6 6 10 rungen groRer oder gleich dem Median.

Im Beispiel der Verteilung mit 10 Féllen ist der Median der Mittelwert aus den beiden
Realisierungen an der 5. (= 10/2) und an der 6. (= 10/2 +1) Position nach der aufsteigen-
den Anordnung aller Realisierungen, hier also der Mittelwert von 4 (= X)) und 5 (= X))
Im Beispiel ist der Median daher 4.5 (= (4+5)/2) und damit groRer als das empirische
50%-Quantil, das den Wert 4 aufweist.

Es sind 5 (= 10/2) Realisierungen kleiner/gleich und 5 Realisierungen groRer/gleich 4.5.
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Berechnung des Medians bei ungerader Fallzahl

Bei ungerader Fallzahl ist der Median stets gleich dem empirischen 50%-Quantil.
Als Beispiel wird der Median flr die n=9 gultigen Falle des Geburtsjahres aus der Bei-
spieldatenmatrix (in L02) berechnet.

Geburts- F4 Posi-

jahr geord- | tion
F4 net (i)
1943 1920 1
1960 1939 2
1957 1943 3
1939 1956 4
missing 1956 5
1956 1957 6
1970 1960 7
1920 1966 8
1956 1970 9

1966 missing [ missing

Die Realisierungen der Verteilung miissen wiederum zunéchst
der Gréle nach geordnet werden.

Bei einer ungeraden Fallzahl ist der Median dann die Reali-
sierung mit dem Rangplatz (n+1)/2:
X= X(n+1)

2

Dann sind namlich jeweils mindestens (n—1)/2 Realisierungen
kleiner oder gleich dem Median und (n-1)/2 Realisierungen
groler oder gleich dem Median.

Im Beispiel der 9 gultigen Falle ist der Median gleich dem Wert der Realisierung des
Falles, der nach der Anordnung der GroRe nach an der 5. (= (9+1)/2) Position steht,
hier also das Jahr 1956. Vier (= (9-1)/2) Falle der Verteilung sind dann kleiner oder
gleich, d.h. friher oder im gleichem Jahr geboren, und vier Falle sind groRer oder gleich,
d.h. im gleichem Jahr oder spéater geboren.
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Berechnung des Medians bei Haufigkeitstabellen ungruppierter Daten

Bewertung der allgemeinen Wirtschaftslage

Kumulierte Kumulierte

Auspragung  Code Haufigkeit Prozente Prozente Haufigkeiten
sehr gut 1 35 1.0 1.0 35

gut 2 434 12.7 13.7 469
teils/teils 3 1619 47.5 61.2 2088
schlecht 4 1100 32.3 93.5 3188
sehr schlecht 5 222 6.5 100.0 3410
Total 3410 100.0

(Daten: ALLBUS 2006, gewichtet nach Ost-West)

Wenn eine Verteilung als Haufigkeitstabelle vorliegt, kann der Median in der Regel direkt aus
der Haufigkeitstabelle abgelesen werden: Es ist die Auspragung, bei der die kumulierten Anteile
den Wert 0.5 bzw. 50% erstmals tberschreiten.
Bei den Allbus-Daten 2006 zur Bewertung der allgemeinen Wirtschaftslage ist dies der
Wert 3 bzw. die Kategorie ,,teils/teils*, bei der die kumulierten Prozente erstmals >50%

sind.

Der Median ist der Mittelwert der Falle mit den Rangplatzen 1705 (= 3410/2) und 1706.
Beide Realisierungen weisen die dritte Auspragung der Variablen auf. Daher ist jeweils

die Halfte der insgesamt 3410 gultigen Falle kleiner gleich und gleichzeitig groRer oder
gleich diesem Wert.
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Berechnung des Medians bei Haufigkeitstabellen ungruppierter Daten

Wirtschaftslage in BRD Kumulierte = Kumulierte
Auspragung Code  Hdaufigkeit Prozente Héaufigkeiten
sehr gut 1 35 1.0 35

gut 2 434 13.7 469

teils/teils 3 1236 50.0 1705 = 3410/2
schlecht 4 1483 935 3188

sehr schlecht 5 222 100.0 3410

Total 3410
(Quelle: fiktive Daten in Anlehnung an Allbus 2006)

Wenn allerdings bei einer Auspragung die kumulierte relative Haufigkeit exakt (d.h. ohne Run-
dungsfehler) den Wert 50% erreicht, was nur bei gerader Fallzahl moglich ist, dann ist der Me-
dian gemaR seiner Definition der Mittelwert aus dieser und der ndchsten Auspragung.
Im Beispiel mit fiktiven Daten weist der Median somit den Wert 3.5 = (3 + 4) /2 auf.
Da eine Mittelwertberechnung nur bei metrischen Variablen zul&ssig ist, ist es hier
sinnvoller, zu sagen: Der Median liegt genau zwischen der 3. (,,teils/teils*) und der 4.
(,,schlecht**) Kategorie der Variablen.
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Berechnung des Medians bei Haufigkeitstabellen gruppierter Daten

U Ok M) N P CPw)
Auspragung in Jahren Code = Glltige  Kumulierte
exakte Klassengenzen KlassenmitteHaufigkeit Prozente Prozente Prozente

k=1 17.5 bis <29.5 235 507 14.8 14.9 14.9
k=2 29.5bis<44.5 37.0 943 27.6 27.6 42.5
k=3 44.5 bis <59.5 52.0 904 26.4 26.5 69.0
k=4 59.5 bis <74.5 67.0 812 23.7 23.8 92.8
k=5 74.5 bis <94.5 84.5 246 7.2 7.2 100.0
keine Angabe -- 10 0.3 Missing
Total 3421 100.0 100.0

Glultige Falle: 3411  Fehlende Falle: 10
(Quelle: Allbus 2006, gewichtet nach Ost-West)

Bei gruppierten Daten ist der Median das ber die Summenfunktion interpolierte 50%-Quantil:

i 5—CP. 0.5-0.425
=04y +———— (04 =04y ) = 445+ =———"(59.5-44.5) = 48.75

P

In der gruppierten Altersverteilung der Befragten aus dem Allbus 2006 liegt der Median
in der 3. Klasse der Altersgruppe von 44.5 bis unter 59.5 Jahren.

Die lineare Interpolation ergibt fir den Median (das 50%-Quantil) den Wert 48.75 Jahre.
Dieser Wert liegt sehr dicht bei dem auf der Basis der ungruppierten Daten berechneten
Median, der einen Wert von 49 Jahren aufweist.
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Minimierungseigenschaft des Medians

Wirtschaftslage in BRD Kumulierte

Auspragung Code  Haufigkeit Prozente X n,,|X=3.5] Ny [X=2.5] Nyy:[X=3] Ny X4
sehr gut 1 35 1.0 1 87.5 525 70 105
gut 2 434 13.7 2 651.0 217.0 434 868
teils/teils 3 1236 50.0 3 618.0 618.0 0 1236
schlecht 4 1483 935 4 741.5 22245 1483 0
sehr schlecht 5 222 100.0 5 333.0 555.0 444 222
Total 3410 Y. 24310 3667.0 2431 2431

(Quelle: fiktive Daten in Anlehnung an Allbus 2006)

Der Median weist die Eigenschaft auf, dass die Summe der absoluten, d.h. vorzeichenbereinig-
ten, Differenzen aller Realisierungen vom Median minimal ist:

D% =%|< > |x; —a| fir alle Werte a

i=1 i=1
Im Beispiel betragt die Summe der absoluten Differenzen der Realisierungen vom Median
2431. Die Summe der Abweichungen vom Wert 2.5 ist dagegen mit 3367 deutlich grofer.

Allerdings ist diese Eigenschaft bei gerader Fallzahl nicht immer eindeutig. Sie gilt dann fur alle
Werte zwischen den Auspragungen X, bis X(/241y.
So betragt im Beispiel die Summe der Abweichungen aller Realisierungen von X ;405 = 3
und X340y = 4 Wie beim Median 2431.
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Das arithmetisches Mittel

Arithmetisches Mittel
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Der bei metrischen Daten am haufigsten verwendete typische Wert einer Verteilung ist das
arithmetische Mittel (engl: mean), das auch als Mittelwert oder Durchschnitt bezeichnet wird.

Der Mittelwert einer Verteilung berechnet sich aus derr Summe aller Realisierungen (mit gulti-
gen Werten) geteilt durch die Anzahl dieser Realisierungen:

_ 1 X+ X, +...+ X
Xz_zxiz 1 2 n
n 4 n
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Berechnung des arithmetischen Mittels fur eine Variable der Datematrix

Fur die Berechnung des Mittelwerts einer Variable (Spalte) der Datenmatrix missen alle gulti-
gen Realisierungen in der Spalte aufsummiert und anschlieRend durch die Zahl der Falle mit guil-
tigen Werten dividiert werden.

Gejgfrts' Alter Als Beispiel soll aus dem Geburtsjahr des Beispielfragebogens aus L02 das
F4 ) durchschnitt liche Alter der Befragten berechnet werden. Das Alter ergibt
1943 | 65 sich, wenn fir jede gultige Realisierung vom Erhebungszeitpunkt ( z.B.
1960 48 2008) das Geburtsjahr abgezogen wird.
1957 | 51
1939 | 69
missing | missing Fir das Beispiel ergibt sich:
1956 | 52 Zn:
1970 38 X;
920 = :65+48+51+69+52+38+88+52+42:505=56.1
1956 52 n 9
1966 | 42 Das durchschnittliche Alter betragt im Beispiel 56.1 Jahre.
Summe | 505
Summe 56.1
9

Im Unterschied zur Berechnung des Medians miissen die Realisierungen bei der Berechnung des
Mittelwerts nicht der GrolRe nach angeordnet sein.
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Berechnung des arithmetischen Mittels in einer Haufigkeitstabelle

Alter in gultige kumulierte
Alter Jahren  Haufigkeit Anteile Anteile  Anteile
) 38 1 0100 0411  0.411
65 42 1 0.100 0.111 0.222
48 48 1 0.100 0.111 0.333
51 51 1 0.100 0.111 0.444
69 52 2 0.200 0.222 0.667
missing 65 1 0.100 0.111 0.778
52 69 1 0.100 0.111 0.889
38 88 1 0.100 0.111 1.000
88 999 1 0.100  --
fé Total 10 1.000  1.000
Summe | 505 ) . . . . . g . .
— Liegen die Realisierungen in einer Haufigkeitstabelle vor, ist zu beachten,
9 56.1 wie oft eine Auspragung vorkommt:

U S S S G ]

C _?j§+42+48+§1+52+52+65+69+8

. _ =56.1
le 9

_ 1
X ==
n -
1

= 9-(1><38+1><42+1><48+1><51+2><52+1><65+1><69+1><88)

1 K K
==>ne-X, mitn=>"n,
k=1

Nz
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Berechnung des arithmetischen Mittels in einer Haufigkeitstabelle

Alter in gultige kumulierte

Alter Jahren  Haufigkeit Anteile Anteile  Anteile
X) 38 1 0100 0411  0.411
65 42 1 0.100 0.111 0.222
48 48 1 0.100 0.111 0.333
51 51 1 0.100 0.111 0.444
69 52 2 0.200 0.222 0.667

missing 65 1 0.100 0.111 0.778
52 69 1 0.100 0.111 0.889
38 88 1 0.100 0.111 1.000
88 -9 1 0100 -
f’é Total 10 1.000  1.000

;‘:ggz 20 In Haufigkeitstabellen berechnet sich der Mittelwert also als mit den Auf-
9 56.1 tretenshaufigkeiten gewichtetes Mittel der gultigen Auspragungen.

Anstelle der Gewichtung mit den absoluten Haufigkeiten kann auch Gber
die relativen Haufigkeiten gewichtet werden:

o 13 18 N &ncX, <
k=1 k

i1 -1 N k=1

n
:i-38+1-42+£~48+£~51+E-52+1~65+1-69+1-88:56.1
9 9 9 9 9 9 9 9

Aufgrund groRerer Rundungsfehler ist die Verwendung relativer Haufigkeiten oft ungenauer.
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Berechnung des arithmetischen Mittels in gruppierten Haufgkeitstabellen

Uy Oy my N, Py CPy
Auspragung in Jahren Code = Gultige  Kumulierte
exakte Klassengenzen) Klassenmitte Haufigkeit Prozente  Prozente Prozente

k=1 17.5 bis <29.5 23.5 507 14.8 14.9 14.9
k=2 29.5 bis<44.5 37.0 943 27.6 27.6 42.5
k=3 44.5 bis <59.5 52.0 904 26.4 26.5 69.0
k=4 59.5 bis <74.5 67.0 812 23.7 23.8 92.8
k=5 74.5 bis <94.5 84.5 246 7.2 7.2 100.0
keine Angabe -- 10 0.3 Missing
Total 3422 100.0 100.0
Glltige Falle: 3411  Fehlende Falle: 10
(Quelle: Allbus 2006, gewichtet nach Ost-West)
nom nm % I o Bei gruppierten Daten werden statt der Aus-
50 235 TIO145 1635 3epis-  Pragungen die Mittelwerte jeder Klasse her-
943 37.0 34891.0 276 37.0 10.2120 angezogen. .
904 520 470080 265 520 13.7800 7=12nk-mk = p,-m,
812 67.0 54404.0 238 67.0 15.9460 n & —
246 845 20786.0 072 845  6.0840
3411 1690045 3411 295 Anstelle der absoluten Haufigkeiten kann
Summe/3411  49.5 wiederum mit den relativen Haufigkeiten

gewichtet werden.
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Berechnung des arithmetischen Mittels in gruppierten Haufgkeitstabellen

Klassenmitten Klassenmittelwerte

n, m n,-my n, m n,-my
507 235 119145 507 23.19 11757.33
943 37.0 34891.0 943 37.81 35654.83
904 52.0 47008.0 904 51.88 46899.52
812 67.0 54404.0 812 66.82 54257.84
246 84.5 20786.0 246 79.98  19675.08
3411 169004.5 3411 168244.60
Summe/3411 49.5 Summe/3411 49.3

Der auf der Basis der gruppierten Daten berechnete Mittelwert liegt sehr dicht beim tat-
sachlichen Mittelwert, der 49.3 Jahre betragt.

Abweichungen zwischen dem uber gruppierten Daten berechneten Mittelwert und dem Mittel-
wert der ungruppierten Verteilung sind Folge davon, dass die Klassenmitten von den Mittelwer-
ten der Realisierungen in den Alterklassen abweichen kdnnen.

Im Beispiel gibt es vor allem bei den stark besetzten Altersklassen nur relativ geringe Ab-
weichungen zwischen der jeweiligen Klassenmitte und dem Klassenmittelwert.

Werden die Klassenmitten durch die korrekten Klassenmittelwerte ersetzt, ergibt sich der
korrekte Altersmittelwert von 49.3 Jahren in der Allbus-Stichprobe.
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Minimierungseigenschaften des arithmetischen Mittels

Wahrend der Median der Wert ist, der die absoluten Abweichungen aller Realisierungen von
diesem Wert minimiert, minimiert das arithmetische Mittel die quadrierten Abweichungen:

* Die Summe der quadrierten Abweichungen vom Mittelwert ist minimal.

Als Konsequenz aus dieser Eigenschaft folgt:

» Die Summe der Abweichungen vom Mittelwert ist null.

Die folgenden Beispieldaten verdeutlichen diese Eigenschaft:

X X-3 (X-3)2  X-29 (X-2.9) X-31 (X-3.1)

1 -2 4 -1.9 3.61 -2.1 4.41

2 -1 1 -0.9 0.81 -1.1 121

3 0 0 0.1 0.01 -0.1 0.01

4 1 1 1.1 1.21 0.9 0.81

5 2 4 2.1 4.41 1.9 3.61
> 15 0 10 0.5 10.05 -0.5 10.05

1n> 3

n (x,—%)=0 n (%, -X)° <Zn:(xi ~a)’ fir beliebige a = X
=1 i=1 i=1

Anders als beim Median gilt die Minimierungseigenschaft des Mittelwertes auch bei geraden
Fallzahlen nur fur den Mittelwert selbst.
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Das arithmetische Mittel als Schwerpunkt einer Verteilung

Die Minimierungseigenschaft des Mittelwerts flihrt dazu, dass der Mittelwert auch der Schwer-
punkt der betrachteten Verteilung ist.

X M Py CPy XePe  _Ne(Xy=3) [1]

1 3 0375 0375 0375 6 AR
2 2 0250 0625 0.500 2 11213
3 1 0125 0750 0.375 0 -

7 2 0250 1000 1.750 8

Y 8 1.000 3.000 0 4-3-2-101234

Im Beispiel wird eine Verteilung von 8 Fallen betrachtet, deren Mittelwert 3.0 ist.

Werden alle Realisierungen durch jeweils ein gleich groRes Gewicht symbolisiert und die Ge-
wichte so auf eine Wippe gelegt, dass Gewichte mit gleichen Auspréagungen tbereinander liegen
und der Abstand zwischen den Gewichten unterschiedlicher Auspragungen dem Abstand der
Werte dieser Auspragunge entspricht, so ist die Wippe genau dann waagerecht, wenn ihr Ge-
lenk, an dem sie sich drehen kann, der Position des arithmetischen Mittels der Verteilung ent-
spricht.
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Auswahl eines geeingeten Lagemalies
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In der Praxis stellt sich die Frage, welches Lagemal zur Charakterisierung einer \erteilung her-
angezogen werden sollte. Als Entscheidungshilfe werden meist drei Kriterien beriicksichtigt:
» das Skalenniveau der betrachteten Variable,

« die Robustheit des Lagemalies gegenuiber Ausreil3ern
* und die Informationshaltigkeit des Lagemal3es.
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Robustheit gegentiber Ausreil3ern

Ausreilierwerte sind Auspragungen an den Réndern der Verteilung, die einerseits eine geringe
Auftretenshaufigkeit haben und andererseits einen grof3en Abstand zu den meisten anderen

Werten aufweisen.
Robustheit gegeniiber Ausreif3ern bezieht sich nun darauf, wie empfindlich ein Parameter auf die

Realisierung von AusreilRerwerten reagiert. Vergleich man darauf die drei Lagemalie Modus,
Median und arithmetrisches Mittel so gilt:
» Der Median ist sehr unempfindlich gegeniliber AusreiRerwerten.
Da der Wert des Medians nur vom mittleren Wert oder den beiden mittleren Werten einer
Verteilung nach der Anordnung der GroRe nach abhangt, spielen die Werte an den Réndern
der Verteilung tiberhaupt keine Rolle.
» Der Modus ist ebenfalls in der Regel robust gegentber Ausreillerwerten, jedenfalls dann,
wenn die Haufigkeit des Modalwertes deutlich héher ist als die aller anderern Auspragungen.
 Das arithmetische Mittel reagiert dagegen empfindlich gegeniiber Ausreilierwerten.
Da der Mittelwert die quadrierten Abstande zu sich minimiert, bedeutet das, dass Werte an
den Randern der Verteilung, die sehr weit von den Gbrigen Werten entfernt sind, den Mittel-
wert relativ stérker beeinflussen und in ihre Richtung ,,ziehen*.
Dies ergibt sich auch aus der Schwerpunkteigenschaft des Mittelwerts. Auf einer Wippe kann
ein relativ kleines Gewicht, das weiter vom Drehpunkt entfernt ist, groRere Gewichte, die
dichter am Dehpunkt sind, ausgleichen.
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Vorausgesetztes Messniveau

Die drei LagemaRe unterscheiden sich auch bei dem Messniveau, dass sie voraussetzen:

» Der Modus betrachtet ausschlie3lich die Auftretenshaufigkeit einer Auspragung. Er kann da-
her bereits ab Nominalskalenniveau verwendet werden, da nach jeder bei Nominalskalenni-
veau zulassigen Transformation der Modus der transformierten Verteilung gleich dem trans-
formierten Modalwert ist.

* in den Median flieRen relative GroRenpositionen ein. Er ist daher wie alle Quantile erst ab
Ordinalskalenniveau zul&ssig. Da der Median bei gerader Fallzahl der Mittelwert aus den
Realisierungen X,y und X, ist, wird hier streng genommen sogar metrisches Messniveau
vorausgesetzt, falls die beiden Realisierungen unterschiedliche Auspréagungen aufweisen.
Allerdings kann in dieser Situation auch festgehalten werden, dass der Median genau zwischen
den Ausprégungen des n/2-ten und des (n/2+1)-ten Falles liegt. Alternativ kann anstelle des
Medians auch das empirische 50%-Quantil als LagemaR verwendet werden, dass grundsatzlich
ab Ordinalskalenniveau berechnenbar ist.

* In die Berechnung des Mittelwertes gehen (implizit) die Abstande zwischen den Realisierun-
gen ein. Mittelwerte unterstellen daher metrisches Messniveau.

Wenn die Auspragungen der Variablen als Rangplatze interpretiert werden und die unbekann-
ten tatséchlichen Abstande zwischen den Auspragungen in etwa der Differenz der Rangnum-
men entsprechen, dann ist der Mittelwert relativ robust gegentiber monotonen Transformati-
onen, andert also nicht seine relative Position in einer Verteilung. In der Praxis wird der Mittel-
wert daher auch oft bei stenggenommen nur ordinalskaliertenen Variablen berechnet.
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Informationshaltigkeit

Der Informationsgehalt der LagemaRe steht in einem umgekehrten Verhaltnis zum voraus-

gesetzten Skalenniveau:

« Das arithmetischen Mittel hat den hdchsten Informationsgehalt, da in dessen Berechnung alle
Realisierungen einfliel3en.

 Der Informationsgehalt des Median ist geringer. Allerdings wird zumindest die Grol3enord-
nung der Auspragungen berlicksichtigt.

» Am geringsten ist der Informationsgehalt des Modalwerts.

KenngroBe  Skalenniveau Robustheit  Informationsgehalt
Modus ab Nominalskala bedingt gering
Median ab Ordinalskala hoch malig
Mittelwert  nur metrisch gering hoch

Aus den Eigenschaften der Lagemale folgt, dass bei nominalskalierten Variablen nur der Mo-
dus als LagemaR in Frage kommt.
Bei eindeutig ordinalen Variablen sollte der Median verwendet werden.
Bei metrischen Daten wird meist der Mittelwert herangezogen. Wenn allerdings die Gefahr be-
steht, dass Werte an den Réndern der Verteilung den Mittelwert sehr stark beeinflussen , dann
kann auch bei metrischen Daten der Median geeigneter sein.
So sind Einkommensverteilungen oft extrem schief verteilt mit einer relativ groen Menge
von Geringverdienern und nur relativ wenigen Spitzenverdienern. Letztere beeinflussen den
Mittelwert allerdings relativ starker, so dass das Durchschnittsseinkommen einen tiberh6h-
ten Eindruck von der ,,typischnen* Finanzkraft der Untersuchungseinheiten geben kann.
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Spezifische Mittelwerte

Geburts-| Alter || Alter | Die fehlende Robustheit gegentiber Ausreiliern zeigt sich an den
Jahr 12008-F4|| geordn. | - gajsnieldaten, wenn bei der Berechnung des Alters das ungiiltige

F4 (X) X) . ) . e ! >
1943 o Geburtsjahr 9999 félschlich als gultig betrachtet wird und in die

1950 28 33 Berechnung des Alters einbezogen wird.
1957 51 42 Das Durchschnittsalter erreicht dann anstelle des tatsachlichen
1939 | 69 48 Wertes von 56.1 Jahren bei den 9 giiltigen Fallen den unmégli-

9999 [ -7991 51

chen Wert -748.6 Jahre auf der Basis aller 10 Falle.

1956 | 52 52

1970 | 38 52| Dem gegeniiber &ndert sich der Median durch die fehlerhafte Einbe-

1920 | 88 65 iehuna d ilticen Wertes Kk

TR 59 ziehung des ungltigen Wertes kaum. _

1966 | 42 88 Bei der Beriicksichtigung aller 10 Falle betragt das mittlere Al-
Summe | -7486 505 ter gemessen Uber den Median 51.5 Jahre und bei ausschlieR3-
Sun;me a8 || s61 licher Einbeziehung der 9 giltigen Falle 52 Jahre.

Getrimmte Mittel

Eine Mdglichkeit den Mittelwert unempfindlicher gegeniliber AusreiRerwerte zu machen, besteht
darin, jeweils einen vorgegebenen Prozentsatz der kleinsten und grofiten Realisationen nicht zu
berucksichtigen, den Mittelwert also nur auf der Basis der Werte in der Mitte der Verteilung zu
berechnen. Wenn jeweils die x% kleinsten und die x% groRten Werte ausgeschlossen werden,
ergibt sich das x%-getrimmte Mittel.
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Getrimmtes Mittel

Posi- | Alter Posi- | Alter |\ Dg die Beispielverteilung nur auf 10 Realisierungen beruht,
tion | geordn. tion | geordn. . . : . . .
() X) (0) X) ergibt sich das 10%-getrimmte Mittel, wenn jeweils der
1 901 — 7YY kleinste und der gréRte Fall von der Berechnung ausge-
2 38 1 38 schlossen werden.
3 42 2 42 Wird der (ungultige) kleinste Wert -7991 und der (gul-
4 48 3 48 tige) groRte Wert 88 aus der Berechnung ausgeschlos-
> 5L 4 5L sen, betragt der Mittelwert der verbleibenden 8 Falle
6 52 5 52
7 ) 5 ) 52.1 Jahre.
) 65 7 65 Sinnvoller als das Trimmen zum Ausschluss ungdltiger Fal-
9 69 8 69 le ist offensichtlich, die ungultigen Falle tatséchlich auch
10 88 - | —88 | alsunglltig zu deklarieren und von vornherein nicht in die
Summe | 7486 | LSumme} 417 | Apalyse einzubeziehen.
S“";me -748.6 S“’gme 52.1

Getrimmte Mittel kénnen als Kompromiss betrachtet werden, um einerseits den Informations-
gehalt von Mittelwerten und andererseits die Robustheit des Medians zu erhalten.

Nachteilig ist hierbei, dass wie bei der Berechnung des Medians die Verteilung zunéchst der
Grolie nach angeordnet sein muss. AulRerdem gelten die Minimierungseigenschaften des Mittel-
werts nicht mehr fir die gesamte Verteilung, sondern nur fir die nach dem Trimmen verbleiben-
den Félle.
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Getrimmtes arithmetisches Mittel

Notwendig ist die Berechnung von getrimmten Mitteln bei gruppierten Daten, bei denen die
Unter- und/oder Obergrenze der ersten bzw. letzten Klasse nicht bekannt ist.
Dies ist oft bei Einkommensverteilungen der Fall, bei der die oberste Klasse nach oben
offen ist wie bei der folgenden Wiedergabe einer fiktiven Einkommenverteilung:

Uy Ok Ny Pk CPk my

Einkommensklasse Haufigkeit Anteile kum. Anteile Klassenmitte
k=1 0 € bis <500 € 150 0.150 0.150 250
k=2 500 € bis < 1500 € 200 0.200 0.350 1000
k=3 1500 € bis < 5000 € 300 0.300 0.650 3250
k=4 5000 € bis < 10000 € 200 0.200 0.850 7500
k=5 10000 € bis < 25000 € 100 0.100 0.950 17500
k=6 25000 € und mehr 50 0.050 1.000 ?

Summe 1000 1.000

(Quelle: fktive Daten)

Da in der abgebildeten Haufigkeitstabelle die Obergrenze der héchsten Einkommensklasse un-
bekannt ist, lasst sich deren Klassenmitte nicht berechnen und damit auch kein Mittelwert fir
gruppierte Daten.
Eine mogliche Losung ist, die oberste Klasse mit n;=50 Fallen auszulassen und
entsprechend das 5%/getrimmte Mittel zu berechnen.
Dabei wird wie bei der Berechnung von Quantilen Gber die Summenkurve davon ausgegangen,
dass sich die Félle in einer Klasse gleichmé&Rig tber die gesamte Klassenbreite verteilen.

Vorlesung Statistik | L05-26




Getrimmtes arithmetisches Mittel

Die Untergrenze des Intervalls verschiebt sich dann entsprechend um den Anteil der ausgelasse-
nen Falle in dieser Klasse

Wenn o, bzw. n, den Anteil bzw. die Haufigkeit der Falle bezeichnet, um die die erste Klasse
getrimmt wird, berechnet sich die durch die Trimmung verschobene Untergrenze u, nach:

_ a’t _ nt
Uy =Ug + '(0(1)—U(1))—U(1)+ o '(0(1)_U(1))
Pw

10T
051
0.8 T+
07+
e
05T
os]
03T
02+
o

»getrimmte”
Untergrenze

0.0 -

0 1
Einkommen in Tsd. € (X)

@

Da im Beispiel um den Anteil der obersten
Einkommensklasse getrimmt wird, betragt
n, = ng = 50 bzw. ¢, = px = 0.05. Die ge-
trimmte Untergenze der ersten Klasse be-
rechnet sich daher nach:
u, :0+2-(500—0):167
150

=0+ 2 (500 0)=167
0.15

Durch die Trimmung reduziert sich die Fallzahl, was Auswirkungen auf den Verlauf der Sum-

me

Vorl

nkurve hat.
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Getrimmtes arithmetisches Mittel

Einkommensklasse

Haufigkeit Anteile kum. Anteile

0 € bis <500 £ 150 0.150 0.150

500 € bis < 1500 € 200 0.200 0.350

1500 € bis <5000 € 300 0.300 0.650

5000 € bis < 10000 € 200 0.200 0.850

10000 € bis < 25000 € 100 0.100 0.950

25000 € und mehr 50 0.050 1.000
Summe 1000 1.000 50

(Quelle: fktive Daten)

Einkommensklasse

U

Haufigkeit Anteile kum. Anteile

U, =0+——-(500-0)=167
150

=0+ 2% (500 0)=167
0.15

my

Klassenmitte

Vorl

0 € bis< 167 € 50
167 € bis < 500 100 0.111 0.111 3335
500 € bis < 1500 € 200 0.333 0.444 1000.0
1500 € bis <5000 € 300 0.333 0.667 3250.0
5000 € bis < 10000 € 200 0.222 0.889 7500.0
10000 € bis < 25000 € 100 0.111 1.000 17500.0
25000 € und mehr 50
Summe 900 1.000

(Quelle: fktive Daten)
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Getrimmtes arithmetisches Mittel

Einkommensklasse Haufigkeit Anteile kum. Anteile Klassenmitte m,-Py
0 € bis < 167 € 50
167 € bis < 500 100 0.111 0.111 3335 37.037
500 € bis < 1500 € 200 0.333 0.444 1000.0 222.222
1500 € bis <5000 € 300 0.333 0.667 3250.0 1083.333
5000 € bis < 10000 € 200 0.222 0.889 7500.0 1666.667
10000 € bis < 25000 € 100 0.111 1.000 17500.0 1944.444
25000 € und mehr 50 I
Summe 900 1.000 4953.703

(Quelle: fktive Daten)

Das 5%-getrimmte arithmetische Mittel der Einkommensverteilung betrégt 4953.7 €.
Werden also nur die mittleren 90% der Realisierungen betrachtet, betrdgt das mittlere Einkom-
men knapp 5000 €.

Ganz analog zum Verschieben der Untergrenze des ersten Intervalls kann auch die Obergrenze
des letzten Intervalls um n, Félle bzw. um den Anteil o, nach unten verschoben werden. Die
getrimmte Obergrenze berechnet sich dann nach:
n a
0¢ =0y = — '(0(K> ~Uge) = O ~ (040 _“(K))
N Pk
Wenn fiir das Datenbeispiel das 10%-getrimmte Mittel berechnet werden sollte, musste die
Untergrenze der 1. Klasse um 100 Falle bzw. 0.1 nach oben verschobem werden. Zusatzlich
wirde die 6. (zweitletzte) Klasse um 50 Falle oder 0.05 nach unten verschoben werden.
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Geometrisches Mittel

Das arithmetische Mittel wird bisweilen verwendet, um den durchschnittlichen Anstieg oder
Ruckgang von Verénderungen einer Verteilung zu berechnen.
Angenommen, das Vermdgen einer Person erhohe sich im 1. Jahr um 200 €, im 2. Jahr
reduziert es sich um 50 € und im 3. Jahr erh6ht es sich um 200 €. Dann betragt der durch-
schnittliche Anstieg des Vermdgens pro Jahr (200-50+300)/3 = 150 €.

Liegen allerdings anstelle additiver Veranderungen Veranderungsraten vor, dann fuhrt die Be-
rechnung des arithmetischen Mittels zu falschen Ergebnissen.
Wenn das Ausgangsvermégen 1000 € betragt und es im ersten Jahr um 20% ansteigt, im
zweiten Jahr um 5% sinkt und im 3. Jahr um 30% steigt, dann ist die durchschnittliche Ver-
anderungsrate nicht (20%-5%+30%)/3 = 15%, sondern hoher wie die folgende Berech-

nung zeigt:
Ausgangssumme: 1000.00 €
Anstieg im 1. Jahr um 20% von 1000.00€  +200.00 €
\Vermdgen nach 1 Jahr: = 1200.00 €
Reduktion im 2. Jahr um 5% von 1200.00€  -60.00 €
Vermdgen nach 2 Jahren = 1140.00 €
Anstieg im 3. Jahr um 30% von 1140.00€  +342.00 €
Vermdgen nach 3 Jahren = 1482.00 € entspricht 48.2% von 1000 €

48.2% in drei Jahren ergeben 16.067% pro Jahr. Allerdings ist der durchschnittliche ,,Zuwachs*
pro Jahr sogar geringer als 15%. Ursache hierfir ist, dass Verdnderungsraten - wie beim Zinses-
zins - multiplikativ und nicht additiv wirken.
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Geometrisches Mittel

Die korrekte Veranderungsrate ergibt sich, wenn anstelle des arithmetischen Mittels das geome-
rische Mittel Uber die Veranderungsraten berechnet wird.

Das geometrische Mittel von n Faktoren ist die n-te Wurzel aus dem Produkt dieser Faktoren:

n
X geom. = n/l_[xi =X, X, e X,
i=1

Im Beispiel missen zun&chst aus den prozentualen Veranderungen Veranderungsfaktoren
berechnet werden:
Ein Antieg um 20% entspricht dem Faktor 1.2 (=1+0.2), eine Reduktion um 5% dem
Faktor 0.95 (=1-0.05) und ein Anstieg um 30% dem Faktor 1.3 (=1+0.3). Das geome-
trische Mittel berechnet sich dann nach:

X o = 91.20-0.95-1.30 = 3/1.482 =1.140117 oder 14.0117%

geom.

Die durchschnittliche Veranderung betragt also 14.0117%. Steigt das Vermogen in jedem
Jahr um diesen Wert, ergibt sich nach 3 Jahren ein Anstieg um 48.2%:

Ausgangssumme: 1000.000 €
1. Jahr: +14.0117% von 1000.000 €  +140.117 €
Vermdgen nach 1 Jahr: = 1140.117 €
2. Jahr: +14.0117% von 1140.117 €  +159.870 €
Verm@dgen nach 2 Jahren = 1299.867 €
3.Jahr: + 14.0117% con 1299.867 € +182.133 €
Vermdgen nach 3 Jahren = 1482.000 € entspricht 48.2% von 1000 €
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Geometrisches Mittel

Da durch Logarithieren Produkte zu Summen und Potenzen zu Produkten werden, lasst sich das
geometrische Mittel Gber den Antilogarithmus des arithmetisches Mittels der logarithmierten
Veranderungsfaktoren berechnen:

Flr das Beispiel ergibt sich:
In(1.2) +1In(0.95) +In(1.3) _ 0.1823+ (—-0.0513) +0.2624
3 3

=0.1311= e**** =1.140117

Vorlesung Statistik | L05-32




Lerneinheit 6: Streuungsmalie und weitere Kenngrdéf3en
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Neben einem typischen Wert, der eine Verteilung reprasentieren kann, ist auch von Bedeutung,
wie reprasentativ dieser Wert ist, ob also eher mit grofRen oder mit kleinen Abweichungen zu
rechnen ist.

So gilt fur die drei Uber Histogramme abgebildeten Verteilungen von W, X und Y, dass
sowohl der Median wie der Mittelwert jeweils der Wert 3.0 ist, obwohl sich die Verteil-
lungen sehr deutlich unterscheiden. Nur bei W stimmen die beiden Lagemalie auch gleich-
zeitig mit dem Modalwert Giberein; bei der u-férmigen Verteilung Y sind Mittelwert und
Median dagegen Werte, die tGberhaupt nicht realisiert werden!

Vorlesung Statistik | L06-1

Streuungsmalie fir metrische Verteilungen

W X Y
Wert  n, p, cCpg M P CPg N P CPx
10 0.1 0.1 20 0.2 0.2 40 04 04
20 0.2 03 20 0.2 04 10 0.1 0.5
40 04 0.7 20 0.2 0.6 0 00 05
20 0.2 0.9 20 0.2 0.8 10 0.1 0.6
10 0.1 1.0 20 0.2 10 40 04 10
100 1.0 100 1.0 100 1.0

Mo b w N R

Ergénzend zu einem typischen Wert werden daher Kennwerte (Verteilungsparameter) bendé-
tigt, um das AusmaR der Unterschiedlichkeit der Realisierungen einer Verteilung zu erfassen.
Solche Malie fur die Unterschiedlichkeit oder Streuung einer Verteilung werden als Streuungs-
male bezeichnet.

Ein einfaches und naheliegendes Mal3 zur Erfassung der Unterschiedlichkeit der Realisierungen
ist die Spannweite (engl. Range), die als Abstand (Differenz) zwischen groRter und kleinster
Realisierung einer Verteilung definiert ist:

R=X@u —Xq
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Spannweite
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Die drei Verteilungen W, X und Y weisen trotz unterschiedlicher Verteilungen alle die

gleiche Spannweite von 4 auf.

Tatséchlich ist die Spannweite nicht sehr aussagekréftig, da sie keinerlei Informationen dartiber
beriicksichtigt, wie die Realisierungen innerhalb des Wertebereichs einer Verteilung streuen.
Dariber hinaus ist die Spannweite bei Stichprobendaten sehr empfindlich gegeniber Ausreilier-

werten.
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(Mittlerer) Quartilabstand
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Anstelle des kleinsten und grofiten
Wertes konnen auch die Abstéande
von Quantilen betrachtet werden.

So wird recht haufig der Quartilab-
stand (engl. interquartil range) be-
rechnet, das ist die Differenz des drit-
ten vom ersten Quartil:

IQR =Qy75 — Qo5

Da bei den beiden Verteilungen
W und X das 25%-Quantil 2 und

das 75%-Quantil 4 sind, ist bei
beiden Verteilung der Quartilab-
stand 2.

Die u-férmige Verteilung weist
dagegen einen doppelt so groRen

1 2 3 4 5 2 3 4 5 1 2 4
IQR,,=2 IQRy =2 IQR, =4
W X Y

Wert n, p cpy Ne  Pe  CPx N Pe  CPg
1 10 0.1 0.1 20 0.2 0.2 40 04 04
2 20 0.2 0.3 20 0.2 04 10 0.1 0.5
3 40 04 0.7 20 0.2 06 0O 0.0 05
4 20 0.2 09 20 0.2 0.8 10 0.1 0.6
5 10 0.1 1.0 20 0.2 1.0 40 04 1.0

2> 100 1.0 100 1.0 100 1.0
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Mittlerer Quartilabstand

40 7

30

20

m Il

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1

5

mIQR,,=1 mIQR,=1 mIQR,=2

Der Quartilanstand wird in Box-Plots zur Festlegung der Boxldnge herangezogen wird, wobei
allerding die Quartilwerte nach einer Formel berechnet werden, die von den empirischen Quan-

tilwerten Q,sy, Und Q50 abweicht.

Anstelle des Quartilabstands wird bisweilen auch der mittlere Quartilabstand berechnet, der die

Halfte des Quartilabstands ist:
mIQR = Qo ;Qo.zs
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Durchschnittliche absolute Abweichung

40 —

30

20

m il

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

AD,,=0.8 AD,=1.2 AD,=1.8

Ein Mal, dass alle Realisationen einer Verteilung bertcksichtigt und mit zunehmender Unter-
schiedlichkeit groiiere Werte aufweist, ist die durchschnittliche absolute Abweichung (engl.
absolute deviation), also der Mittelwert der vorbezeichenbereinigten Differenzen aller Realisie-

rungen vom Mittelwert:
AD =13 |x, ¥
N
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Durchschnittliche absolute Abweichung

W ne pe Chg PeWi  Pelw=3| X N P Cpg PeWi  Pielw=3|

1 10 0.1 0.1 0.1 0.2 1 20 02 0.2 0.2 0.4

2 20 0.2 03 04 0.2 2 20 02 04 0.4 0.2

3 40 04 0.7 1.2 0.0 3 20 0.2 0.6 0.6 0.0

4 20 0.2 0.9 0.8 0.2 4 20 02 08 0.8 0.2

5 10 01 1.0 0.5 0.2 5 20 02 1.0 1.0 0.4

>, 100 1.0 3.0 0.8 > 100 1.0 3.0 1.2

Yoo P Cpg PeWi  Prew=3|

1 40 04 04 0.4 0.8 Die durchschnittlichen Abweichungen unterschei-
2 10 01 05 0.2 0.1 den sich bei den drei Verteilungen deutlich: Am

3 0 00 05 0.0 0.0 geringsten ist der Wert von AD mit 0.8 bei der uni-
4 10 01 06 0.4 0.1 modalen Verteilung, gréRer bei der Gleichvertei-
> 40 04 10 20 0.8 lung und am gréRten bei der u-formigen Vertei-
> 100 1.0 30 18 lung.

Bei symmetrischen Verteilungen, bei denen arithmetisches Mittel und Median zusammenfallen,
ist die durchschnittliche absolute Abweichung gleichzeitig ein definiertes Minimum, da es dann
das durchschnittliche Minimum der absoluten Abweichungen ist.

Weichen Median und Mittelwert voneinander ab, ist die Minimaleigenschaft allerdings nicht ga-
rantiert. Daher wird anstelle des Malies bisweilen auch die durchschnittliche absolute Abwei-
chung vom Median als alternatives Streuungsmaf berechnet.
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Variation

40 — — —

30

20

f [

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

$S,,=120 $S,=200 $S,,=340

Fur den Mittelwert gilt, dass die Summe der quadrierten Abweichungen vom Mittelwert ein ab-
soluter Minimalwert ist. Der resultierende Minimalwert wird Variation oder mittelwertberei-
nigte Quadratsumme (engl: sum of squares, abgekurzt: SS,) genannt und ist Ausgangsgrole
fiir die in der Statistik am haufigsten verwendeten Streuungsmale:

n

SS, = > (x; - X)’

i=1
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Variation

W no pe Cpg PeWi Ny (W, =3)? X e P Cpg PeWi N (W =3)
1 10 01 0.1 0.1 40 1 20 02 0.2 0.2 80
2 20 02 03 0.4 20 2 20 02 04 0.4 20
3 40 04 0.7 1.2 0 3 20 0.2 06 0.6 0
4 20 0.2 09 0.8 20 4 20 02 038 0.8 20
5 10 01 10 0.5 40 5 20 02 1.0 1.0 80
> 100 1.0 3.0 120 2 100 1.0 3.0 200
Y M P P PeWie Me(Wi3)®  Bej der Berechnung der Variation ist es nicht un-
LAy A o e bedingt notig, fir jede Auspragung zunachst die
L U2 10 Differenz zum Mittelwert zu berechnen und diese
s 0 0005 0.0 0 dann zu quadrieren. Umformungen zeigen, dass
g 28 8'2 2'2 g'g 1(_138 die Variation auch. als Differe.:n_z zwischen der
100 1'0 ' 3'0 i Summe der quadrierten Realisierungen u_nd dem
2 ' ' Produkt aus Fallzahl und Quadrat des Mittelwerts
berechnet werden kann:
n n n n
SS, = > (%, %)’ =Y (}F+X=2:%-X) =D X +Nn-X -2:X- 3" x,
i=1 i=1 i=1 i=1
n n
= x2+n-X2-2-X-(n-X)=> x*-n-X*
i=1 i=1
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Stichprobenvarianz
40 — — —

30

20

10 W F
0
2 3 4

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1

5

SS,, =120 ;s3, =1.2 SS, =200;s% =20 SS, =340;s2 =34

Wird die Variation durch die Fallzahl geteilt, ergibt sich die (Stichproben-) Varianz, das ist die
durchschnittliche quadrierte Abweichung vom Mittelwert:

» 13 _—ZZSSX
Sx—n;(xi X) N

Hinweis:

In Statistikprogrammen, Taschenrechnern und manchen Statistikblchern wird bei der Berech-
nung der Varianz die Variation i.a. nicht durch die Fallzahl n, sondern durch die Zahl der Frei-
heitsgrade n — 1 geteilt: 65 =SS, /(n-1).

Dieser Quotient ist eine Schatzung der Populationsvarianz auf der Basis von Stichprobendaten.
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Standardabweichung
40 — —

30

20

10

0 il

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 4 5

s, =12;s,=1095 s2=20;s, =1414 2 =3.4;s,=1844

Da die Einheit der Varianz das Quadrat der Einheit der betrachteten Verteilung ist, wird mei-
stens die Standardabweichung (engl: standard deviation) als MaR fur die Streuung verwendet,
die die positive Quadratwurzel aus der Varianz ist:
\/ssx
n

18 '

o]

Nz

sx:‘ s2
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Variantionskoeffizient
40 — —

30

20
10

o I

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1

5

s, =1.095;V,, =0.365 s, =1.414;V, =0.471s, =1.844;V, =0.615
Sind die Auspragungen einer Variable grolRe Zahlen, dann ist oft auch die Standardabweichung
hoch, sind die Auspragungen kleinere Zahlen, gilt dies oft auch fiir die Standardabweichung.

Der Variationskoeffizient berticksichtigt dies, da er als Quotient der Standardabweichung geteilt
durch das arithmetisches Mittel definiert ist:

Vzi_ﬁ?_s%

X = =

X X Jn-x

Der Variationsindex ist eine einheitslose Grofie und wird oft in Prozent angeben.
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Variantionskoeffizient

Inaltlich sinnvoll ist der Variationskoeffizient nur bei Rationalskalenniveau und positivem
Mittelwert. Letzteres ist der Fall, wenn es keine negativen Auspréagungen geben kann.

Eine mdgliche Verallgemeinerung besteht daher darin, statt durch den Mittelwert durch die
Abweichung des Mittelwerts von der kleinsten Realisation zu teilen:

. s Js% N
VX = — X = — = \/_ —
X—Xgy X—Xg /N ~(x —x(l))
Fir die drei Verteilungen ergeben sich Werte von 0.548 fir W, 0.707 fir X und 0.922 fir Y.

Wenn durch die Differenz zwischen Mittelwert und kleinstem Wert geteilt wird, ist es nicht
sinnvoll, den resultierenden Wert als Prozentwert darzustellen.

Welches Streuungsmalies sollte verwendet werden?

So wie der Mittelwert aufgrund seines Informationsgehalts bei metrischen Variablen das bevor-
zugte Lagemal? ist, ist es bei den Streuungsmalien die Varianz, bzw. Standardabweichung. Der
Variationskoeffizient wird in der Okonometrie sehr viel genutzt, da wichtige 6konomische Gro-
Ren Ratioskalen mit nichtnegativen Wertebereichen sind.

In der explorativen Datenanalyse wird wegen der stéarkeren Unempfindlichkeit gegeniiber Aus-
reiflern auch haufiger die absolute Abweichung und der Quartilabstand herangezogen.
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Berechnung von Variation und Standardabweichung fiir eine Variable der Datematrix

Die Berechnung der Variation und abgeleiteter Streuungsmalfe fur eine Variable der Datenma-

trix ist am einfachsten, wenn neben der Spalte der Datenmatrix, die die Realisierungen der Va-
riable enthalt, eine zweite Spalte mit den quadrierten Realisierungen generiert wird und jeweils
die Summe der guiltigen Spaltenwerte berechnet wird.

Die Variation berechnet sich aus diesen Summen nach:
Fallnr. | Alter | Alter2
IS xX) | X n 2
1943 | 65 | 4225 n , & n (;X‘j
1060 | 48 | 2304 SSy =D (X =X) =D X/ —-n-X* =) xf -~
1957 51 2601 i=1 =1 i=1 n
1939 69 4761
missing | missing | missing Fir die Beispieldaten ergibt sich:
1956 52 2704 . )
1970 38 1444 ( Z X. J
1920 88 7744 n . n
1956 | 52 | 2704 SSy =) Xf —~——~-=>x/-n-X’
1066 | 42 | 1764 i-1 n i-L
Summe | 505 | 30251 5052 )
T = 30251 =30251-9-56.111° = 58587.111
o 56.111 [3361.222
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Berechnung von Variation und Standardabweichung fiir eine Variable der Datematrix
Fur die Varianz, die Standardabweichung und den Variationskoeffizienten folgt dann:

2
Fallnr. | Alter | Alter? 5,
1S XxX) | X L 1L o 1S, ;Xi ;X.
1943 | 65 | 4225 Sx :H;(Xi ~X) :H;X‘ RS
1960 48 2304
1957 51 2601
1939 | 69 | 4761 Fur die Beispieldaten ergibt sich:
missing | missing | missing . 2
1956 | 52 | 2704 O 2
1970 | 38 | 1444 L 1S, Z,Xi (;Xij SS,
1920 | 88 | 7744 Sy=—: Y X=X =IL =
1956 | 52 | 2704 L n n n
1966 42 1764 251 2 _
Summe| 505 | 30251 =3361.222 -56.111° = 30251 5025 = 58587.111 =212.765
SUMME | c6 111 [3361.222 ’
Mg =9| ' Dann folgt fiir die Standardabweichung:
S, =+/Skx  im Beispiel: s, =/212.7654321 =14.586
Der Variationskoeffizienten brechnet sich schlie8lich nach:
V, =s,/X
im Beispiel : V, =14.58648/46.11111=0.2600 = 26.0%
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Rechenschema fiir Haufigkeitstabellen

Die Berechnung der Variation und abgeleiteter GréRen gilt auch fur Berechnungen auf der Basis
von Héaufigkeitstabellen, wenn jeweils anstelle von Summen und Mittelwerten von (quadrierten)
Realisierungen mit den tber die (relativen) Haufgkeiten gewichteten Summen bzw. Mitteln der
Auspragungen und deren Quadrate gerechnet wird.

K 2
n , K , K K (znk'xkj
SSy =X (X =X) =2 n (% =%) =>nx-n-X=>n x-~F 2
i1 k=1 k=1 k=1 n
n, - x2 n, -X
1 K _ — k k ( k kj SS
R T

Die kann am Beispiel der univariaten Verteilung W demonstriert werden:

W n pc Cpg MWy Nie(Wy)? )

T 10 01 01 10 10 ss,, =1020— 29" _ 129
2 20 02 03 40 80

3 40 04 07 120 360 1020 300° 120
4 20 02 09 80 320 Sw = ==
5 10 01 10 50 250 100 100° 100
> 100 10 300 1020

1.2
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Rechenschema fiir Haufigkeitstabellen

Bei Gewichtung mit relativen Haufigkeiten gilt:

K K K K 2
Sy =D P (X =X) =D P Xe =X =>"p, - X; —(Zpk -xk] und SS, =n-s
k=1 k=1 k=1 k=1

W n. pc cpyg PeWi  Pie(W)?
1 10 01 01 0.10 0.10
2 20 02 03 0.40 0.80
3 40 04 0.7 1.20 3.60
4 20 02 09 080 3.20
5 10 01 1.0 0.50 2.50
2. 100 1.0 3.00 10.20

s2,=10.20-3?=1.2
SS,, =100-1.2 =120

2
X

Standardabweichung und Variationskoeffizient werden anschliel3end aus der Varianz oder der
Variation berechnet:

im Beispiel: s, =+/1.2 =1.095

V12

und : V, :T'z 0.365=36.5%

Bei gruppierten Daten werden in den Schemata statt der Auspragungen x, die Klassenmitten m,
eingesetzt. Da dabei die Streuung der Realisierungen innerhalb der Klassen nicht berticksichtigt
wird, fiihrt die Berechnung der Variation auf der Basis gruppierter Werte tendenziell zur Unter-
schatzung der tatsachlichen Variation der Realisierungen der Verteilung.
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Tschebyscheffsche Ungleichung

Die Bedeutung der Varianz bzw. Standardabweichung als Streuungsmal? liegt auch darin, das
gezeigt werden kann, das bei allen metrischen Verteilungen das Intervall von +k Standardabwei-
chungen um den Mittelwert mindestens 1 — 1/k? aller Realisierungen einer Verteilung enthalt

bzw. umgekehrt maximal 1/k? aller Realisierungen aulerhalb dieses Intervalls liegen.

Diese Eigenschaft ist als Tschebyscheffsche Ungleichung bekannt:

p(X—k-s, <X<X+k-s )>1-—

1
k2

Fir die 9 giltigen Realisierungen der Altersvereilung aus dem Beispielfragebogen ergab
sich ein Mittelwert von 56.11 Jahren und eine Standardabweichung von 14.586 Jahren.
Aus der Tschebyscheffschen Ungeichung folgt dann:
k=1.5: Mindestens 1-1/1.52 = 55.5% aller Falle sind zwischen 34 (=56.11 — 1.5:14.586)
und 78 Jahre alt;
k=2.0: Mindestens 1-1/22 = 75.0% aller Falle sind zwischen 27 (<56.11 — 2-14.586) und

85 Jahre alt.

Tatsachlich liegen sowohl 88.9% aller Realisierungen im ersten wie im zweiten Intervall.

Nur bei sehr extremen Verteilungen wird die Tschebyscheffsche Ungleichung exakt erfiillt. In

der Regel liegen deutlich mehr als 1/1-k? Félle im Intervall +k Standardabweichungen um den
Mittelwert. Interessant ist gleichwohl, dass allein auf der Basis von Mittelwert und Varianz fir
beliebige Verteilungen Aussagen tber Anteilsintervalle mdglich sind.
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Streuungsmalie fiir Verteilungen nominalskalierter Variablen

Alle vorgestellten MaRe gehen streng genommen von metrischen Daten aus, da Abstandsinfor-
mationen fur ihre Berechnung verwendet werden. Bei nominalskalierten Variablen ist daher
keines dieser Mal3e anwendbar.

Als Substitut fir die Spannweite kann bei Nominalskalenniveau die Anzahl der Auspréagungen
als Streuungsmal verwendet werden, die aber wie die Spannweite nicht sehr informativ ist.
Informationshaltiger sind Malie, die die Haufigkeiten der Auspragungen berucksichtigen. In
der Literatur findet sich als ein Streuungsmal flir nominalskalierte Variablen die Differenz der
quadrierten und aufsummierten relativen Haufigkeiten von 1:

K
1->p;
k=1

Nur bei einer Konstante ist der Wert null. Der Wert ist um so groliier, aber stets kleiner 1, je
mehr Auspragungen eine Verteilung hat und je gleichméfiger die Realisierungen uber die
Ausprégungen streuen. Das jewelils bei Gleichverteilung erreichte Maximum betragt 1 — 1/K.
Der Index qualitativer Variation ist die auf den Wertebereich 0 bis 1 standardisierte Form
dieses MafRes:

K K,
IQV=E-[1—;pkj
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Streuungsmale fur Verteilungen nominalskalierter Variablen

Ein weiteres Streuungsmal? fir nominalskalierte Variablen ist die Devianz. Es l&sst sich zeigen,
dass die Devianz proportional mit dem Informationsgehalt einer Verteilung ansteigt. Der Infor-
mationsgehalt wird dabei an der durchschnittlichen Anzahl der zu beantwortenden binéren rich-
tig/falsch-Fragen gemessen, die notwendig sind, um die Ausprégung einer zufallig herausge-
griffenen Realisierung zu ermitteln.

Fur die mathematische Statistik ist die Devianz vor allem aufgrund ihres Beziehung zur soge-
nannten Likelihood-Funktion fir Zufallsstichproben nominalskalierter Variablen von Bedeu-
tung.

Die absolute Devianz Dy einer Variablen X ist ein Analogon zur Variation bei metrischen Ver-
teilungen. Sie berechnet sich nach:

K K
Dy =-2)n,- In(&j =-2>"n.-In(p,)
k=1 n k=1

Bei der Berechnung der relativen Devianz dy erfolgt die Gewichtung der Logarithmen tber die
relativen Haufigkeiten:

K D
dX:_ZE,pk'In(pk): .
k=1 n

Auch fur die Devianz gilt, dass der Maximalwert, der bei K Auspragungen bei der relativen De-
vianz —-2:-In(K) betragt, jeweils bei einer Gleichverteilung erreicht wird und der Minimalwert
null, wenn nur eine einzige Auspragung (mit allen Féllen) besetzt wird.
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Streuungsmale fur Verteilungen nominalskalierter Variablen

Als Beispiel soll die Devianz der (gultigen Auspragungen) der Konfession der Befragten aus
dem Allbus 2006 berechnet werden:

gultige

Konfession Haudigkeit  Prozent Prozent -2.n.:In(p,)  -2-p.In(p,)
evang. ohne Freikirchen 1169 34.2 34.3 2501.718 0.73404
evang. Freikirche 89 2.6 2.6 649.639 0.18978
Romisch-katholisch 1042 30.5 30.6 2467.811 0.72471
andere christl. Religion 76 2.2 2.2 580.140 0.16794
nicht-christliche Religion 138 4.0 4.1 881.595 0.26192
ohne Religionszugehdor. 890 26.0 26.2 2384.151 0.70185
verweigert 10 0.3 --

keine Angabe 8 0.2 --

Total: 3422 100.0 100.0 9465.054 2.78024

Giiltige Félle 3404  Fehlende Félle: 18
(Allbuss 2006 Ost-West-gewichtet)

K K
D, =-2>.n,-In(p,) =9465.054 ; d, =—2>"p, -In(p, ) = 2.780 _ D, _9465.054
= P n 3304

Der Index qualitativer Variation berechnet sich bei dieser Verteilung nach (1 —.3432 — .0262 —
3052 — .0222 — .0412 — .262?) - 6/(6-1) = 0.861.
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Streuung von ordinalen Variablen

Fur ordinale Variablen finden sich in der Literatur bislang keine speziellen Streuungsmale.
Bisweilen wird der Quartilabstand verwendet. Da er aber durch die Berechnung tber eine Dif-
ferenz metrische Informationen nutzt, kann er &hnlich wie der Median bei gleicher Fallzahl nur
im Sinne einer Aussage Uber Range oder Auspragungsanzahlen genutzt werden. Ein Quartil-
abstand von 2 weist also darauf hin, dass die drei (=2+1) - bezogen auf den Median - mittleren
Kategorien mindestens 50% aller Féalle enthalten.

Wenn die Ordinalitat einer Variable ignoriert wird und wie bei einer metrischen Variablen der
Mittelwert als LagemaR verwendet wird, liegt es nahe, auch die Varianz bzw. Standardabwei-
chung als StreuungsmaR zu verwenden.

Da die Messnievaus hierarchisch geordnet sind, kann stets auf KenngroRen fir ein niedrigeres
Messniveau zuriickgegriffen werden.

In diesem Sinne kann etwa die Devianz oder der Index qualitativer Variation auch als Streu-
ungsmal? fir Verteilungen ordinaler Variablen bertcksichtigt werden. Allerdings geht dabei
maoglicherweise relevante Information verloren. So ist es bereits bei Ordinalskalenniveau sinn-
voll, von u-férmigen Verteilungen zu sprechen und diesen eine héhere Streuung zuzuweisen als
Gleichverteilungen. Auf Nominalskalenniveau ist die Anordnung dagegen irrelevant, weswegen
u-formige Verteilungen wie alle Verteilungen, bei denen mindestens eine Auspragung starker
besetzt ist als andere auf einer Nominalskala eine geringere Streuung aufweisen als Gleichver-
teilungen.
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Weitere VerteilungkenngrofRen
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Neben der Streuung ist oft auch von Interesse, ob eine Verteilung (annh&hernd) symmetrisch
oder schief verteilt ist.

Hinweise auf die Schiefe (engl.: skewness) einer Verteilung gibt der Vergleich von Modus,
Median und Mittelwert:

 Flr unimodale, symmetrische Verteilungen gilt:

bei mehrgipfligen, symmetrischen Verteilungen gilt:
* Dbei einer eindeutig rechtsschiefen Verteilung gilt:
* Dbei einer eindeutig linksschiefen Verteilung gilt:

Modus = Median = Mittelwert,
Median = Mittelwert;

Modus < Median < Mittelwert;
Modus > Median > Mittelwert.

Vorlesung Statistik | L06-23

Momente

Wie bei der Streuung sind auch zur Erfassung der Schiefe Kennwerte vorgeschlagen worden.
Ausgangspunkt solcher Kennwerte sind die Momente einer Verteilung, das sind die Mittelwerte
von Potenzen der Realisierungen. Ahnlich wie die Gesamtheit aller Quantile eine Verteilung
charakterisieren, gilt dies auch fiir die Menge aller Momente.

Dabei wird zwischen Rohmomenten oder Momenten um den Usprung und zentralen Momen-
ten unterschieden.

Das k-te (Roh-) Moment ist der Durchschnittswert tber alle mit k potenzierten Realisierungen
einer Verteilung:

1 n
k-tes Rohmoment m; ==->"x{
n o

Werden vor der Potenzierung die Differenzen vom ersten Moment berechnet, ergeben sich die
zentralen Momente:

n

1 k
k-tes zentrales Moment m, = —-Z(xi - m{)
i=1
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Schiefekoeffizient

Aus der Definition der Momente folgt, dass das erste (Roh-) Moment einer Verteilung ihr Mit-
telwert ist.

Die Varianz einer Verteilung ist die Differenz des quadrierten ersten Rohmoments vom zweiten
Rohmoment und gleichzeitig das zweite zentrale Moment.

Da die Summe und damit auch der Mittelwert aller Abweichungen vom Mittelwert Null sind,
folgt, dass das erste zentrale Moment einer Verteilung immer Null ist.

Als Kenngroél3e der Schiefe wird im Schiefekoeffizient einer Verteilung das dritte Moments um
den Erwartungswert einer Verteilung durch die dritte Potenz der Standardabweichung dividiert:

DICE .

Schiefekoeff. = 1= =

= m)

Bei symmetrischen Verteilungen ist der Schiefekoeffizient Null.

Ist eine Verteilung eher rechtsschief, dann ist der Schiefekoeffizient positiv, da die Werte am
rechten Rand weiter vom Mittelwert entfernt sind als Werte am linken Rand und durch Poten-
zierung mit 3 Realisierungen am rechten Rand grof3e positive und am linken Rand grof3e nega-
tive Beitrdge zum Schiefekoeffizienten bilden.

Umgekehrt ist der Schiefekoeffizient bei eher linksschiefen Verteilungen negativ.
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Steilheit oder Kurtosis

In analoger Weise wie bei der Schiefe ist zur Erfassung der Wolbung oder Steilheit die Kurtosis
als Quotient des vierten Moments um den Erwartungswert geteilt durch die vierte Potenz der
Standardabweichung (bzw. das Quadrat der Varianz) definiert, wobei von diesem Wert i.a. noch
die Zahl 3 abgezogen wird:
S (x-x)
1

) . m
Kurtosis = = -3=—-4

(Si)z (m,)’

Die Potenzierung mit 4 fihrt dazu, dass der Wert der Kurtosis um so hoher wird, je mehr Reali-
sierungen es gibt, die weit vom Erwartungswert entfernt sind. je hoher der Wert ist, desto fla-
cher oder gar u-formig ist eine Verteilung. Umgekehr ist bei unimodalen Verteilungen der Wert
um so kleiner, je steiler die Verteilungen in der Nahe des Mittelwerts ansteigt.

Die abzuziehende Zahl 3 fuhrt dazu, dass die Kurtosis einer sogeannten Normalverteilung ge-
nau null ist. Negative Werte weisen also auf eine Verteilung hin, die steiler ist als eine Normal-
verteilung, wahrend positive Werte auf eine weniger steil ansteigende Verteilung hinweisen.

Da die Berechnung von Momenten metrisches Messniveau voraussetzt, beziehen sich auch die
Male zur Erfassung der Schiefe und der Steilheit auf metrische Variablen.
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Lerneinheit 7:
Lineartranformationen und Zusamenfassungen von Subgruppen

In vielen Situationen interessieren anstelle der urspringlichen Variablen Transformationen
dieser Variablen.
Ein Beispiel ist die Analyse der Altersverteilung aus dem Beispielfragebogen, eine Va-
riable, die im urspriinglichen Fragebogen nicht enthalten war, sondern aus dem erfrag-
ten Geburtsjahr berechnnet wurde.
Das Alter berechnet sich nach der Formel:
Alter = aktuelles Jahr — Geburtsjahr.

Viele solcher Transformationen lassen sich durch mathematische Gleichungen darstellen.
Die allgemeine Form einer solchen Gleichung lautet:
Y =g(X)
wobei X die urspriingliche Variable und Y die transformierte Variable bezeichnet und g(...) eine
beliebige mathematische Funktion ist.

Bei der Berechnung des Alters aus dem Geburtsjahr hat g(...) folgende Form:
g(x) =:a-1x

Im Beispiel wurde Mittelwert und Varianz des Alters aus den transformierten Geburtsjahren be-
rechnet. Es stellt sich die Frage, ob es auch mdglich ist, Mittelwert und Varianz des Alters bei
Kenntnis nur von Mittelwert und Varianz der urspriinglichen Variable Geburtsjahr zu berech-
nen.
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Lineartransformationen

Wenn die Gleichung Y=g(X) eine lineare Gleichung ist, ist es tatséchlich sehr einfach, aus dem

Mittelwert und der Varianz bzw. Variation oder Standardabweichung der Ursprungsvariable X

die entsprechende Kennwerte der transformierten Variable Y zu berechnen. Man bezeichnet eine

solche Transformation auch als Lineartransformation.

In Lineartransformationen wird Y aus X erzeugt durch eine lineare Gleichung der Form:
Y=a+bX

In der Gleichung stehen ,,a* und ,,b* fir zwei Zahlen, die Koeffizienten der linearen Gleichung.
Die Berechnung des Alters aus dem Geburtsjahr ist eine Linearfunktion, bei der ,,a* das
betrachtete Jahr und ,,b* die Zahl -1 ist.

Lineare Gleichungen lassen sich in einem
Koordinatensystem als Graden einzeich-
nen.

Die Konstante a gibt dabei den Wert von
Y an, wenn X=0. Grafisch ist das der
Schnittpunkt der Geraden mit der senk-
rechten Y-Achse.

Das Gewicht b gibt die Steigung der Ge-
raden an. Inmmer, wenn der Wert von X
um +1 Einheit ansteigt, veréndert sich der
Wert von Y um b Einheiten.
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Mittelwert und Variation von Lineartransformationen

Bei der Anwendung der Lineartransformation wird jede Realisation durch die lineare Gleichung
transformiert:
yi=a+bx firi=12,.,n

Fur den Mittelwert von Y gilt dann:

y:izn:.:—zn:a+bx:%zn: %Zn: :—na+ Zx_a+bx
i—1 i=1

n = i—1 N3

Der Mittelwert der linear transformierten Vaiable Y ergibt sich also durch Anwendung der
Lineartransformation auf den Mittelwert von X.

Fur die Variation von Y gilt dann:
sy =Y (v~ V) =Y ((a+b-x)~(a+b-xX)) = (b-(x, - X))’ sz )} =b?-SS,
i=1 i=1 i=1

Die Variation der linear transformierten Variable Y ist also gleich dem Quadrat des Gewichtes b
mal der Variation von X.
Der Wert der Konstanten a ist somit fiir die Variation von Y irrelevant.

Da sich die Varianz und die Standardabweichung aus der Variation berechnen lassen, folgt
SS, b*-SS
$2 =" = X =p®.s undsYz‘\/g

weiter:
. » =‘\/b2~s§< =|b|-s,
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Auswirkungen von Lineartransformationen

Als Beispiel soll Mittelwert, Variation und Varianz des Alters aus den enstprechenden
Kennwerten des Geburtsjahrs berechnet werden.

Gelurt-| Gaburs T R
) 2 Y) (Y?) =2008 + (—1) -1951.889
1943 | 3775249 65 4225 =56.111
1960 | 3851600 48 2304 2
1957 | 3829894 51 2601 SSy =b” -S54
1939 | 3759721 | | jneartransformation 69 eI =(-1)*-sS,
missing missing - 1. missing | missing
1956 | 3825936 Y zooi+( )X 52 2704 =1914.8889
1970 | 3880900 38 1444 2 g2
1920 | 3686400 88 | 7744 | Sy =0 -Sx
1966 | 3865156 42 1764 '
Summe | 17567 | 34290747 Summe | 505 | 30251 s, = |b| .S
Summe Summe
5 1951.889] 3910083 5 56.111 [3361.222 _ |_1| .14.586
X =17567/9=1951.889 y=505/9=56.111
SS, =34290747 —17567%/9=1914.8889 SS, =30251— 5052/9 =1914.8889
si =1914.8889/9=212.7654 32Y =1914.8889/9=212.7654
S, =14.586 s, =14.586
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Zentrierung und Normierung

Bei Kenntnis von Mittelwert und Varianz einer Verteilung ist es moglich, mit Hilfe einer Line-
artransformation diese Verteilung so zu andern, dass die resultierende Verteilungen einen vor-

gegebenen Mittelwert und/oder eine vorgegebene Varianz aufweist.

Genutzt wird dies in der Statistik u.a., um Variablen zu zentrieren, zu normieren oder zu stan-

dardisieren.

Zentrierung ist die Verschiebung des urspringlichen Wertebereichs, so dass die zentrierte Va-
riable einen Mittelwert von Null aufweist. Man spricht in diesem Zusammenhang auch davon,
dass die Variable mittelwertfrei oder mittelwertbereinigt ist. Moglich ist dies durch eine Linear-
transformation mit einem Gewicht von 1 und einer Konstanten, die das Negative des Mittel-
werts der Ausgangsvariable ist:

Y=a+b-Xmita=-Xundb=1:

Y=-X+1.-X=X-X=y=0;SS, =SS, ;s =s2;s, =5

Dem gegeniiber bedeutet Normierung eine Stauchung oder Streckung des urspriinglichen Wer-
tebereichs. so dass die normierte Variable eine Varianz und eine Standardabweichung von 1
hat. Die Variation der normierten Variable ist dann gleich der Fallzahl. Erreicht wird dies durch
eine Lineartransformation, bei der das Gewicht der Kehrwert aus der Standardabweichung der
Ursprungsvariable ist:

X

Y=a+b-Xmita=0 undbzi:
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Normierung und Standardisierung

Die Division durch die Standardabweichung normiert die Streuung, verandert aber gleichzeitig
den Mittelwert der Ausgangsvariable in Richtung 0. Soll der urspriingliche Mittelwert unverén-
dert bleiben kann dies durch geeignete Wahl der Konstante garantiert werden:

Y=a+bh-X mita:(l—ij-i undb:i:
SX SX

Y:(l—iJ-Y+i-X=X_X+Y:>V=Y;SSY=n 12 =1;s, =1
SX SX SX

\on Standardisierung spricht man schlief3lich, wenn gleichzeitig zentriert und normiert wird.
Eine standardisierte Variable hat also einen Mittelwert von 0 und eine Varianz von 1. Erreicht
wird dies durch eine lineare Transformation, bei der zundchst der Mittelwert abgezogen und
anschlief’end durch die Standardabweichung geteilt wird. Da die standardisierten Realisierun-
gen bisweilen auch als Z-\Werte bezeichnet werden, wird die standardisierende Transformation
auch als Z-Transformation bezeichnet. In diesem Sinne wird in der Formel Z statt Y fur die
transformierte Variable verwendet:

Z=a+b-X mitaz_—X und bzi:

SX SX
7= __X + i X = X=X

X SX sX

=7Z=0;SS,=n;s5=1;s,=1
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Zentrierung, Normierung und Standardisierung

Als Beispiel sollen die 9 giiltigen Félle der Altersverteilung zentriert, normiert und standar-

disiert werden.

Ausgangsvariable

Alter | Alter?
X) (X?)
65 4225
48 2304
51 2601
69 4761
missing | missing
52 2704
38 1444
88 1744
52 2704
42 1764
Summe | 505 30251
S”rgme 56.111 [3361.222
X =56.111;
s, =14.586
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— zentriertes Alter:
Y =X-56.111

Y Y?

8.889
-8.111
-5.111
12.889
missing
-4.111

-18.111
31.889
-4.111

-14.111

0.001

79.012
65.790
26.123
166.123
missing
16.901
328.012
1016.901
16.901
199.123
1914.886

0.000 |212.765

y=0;SS, =1914.886
s2 =212.765 ;
s, =14.586

— normiertes Alter:

Y =X/14.586

Y

Y2

4.456

19.859

3.291

10.830

3.497

12.226

4.731

22.378

missing

missing

3.565

12.710

2.605

6.787

6.033

36.399

3.565

12.710

2.879

8.291

34.622

142.190

3.847

212.765

y=3.847;SS, =9
=1:s

s

Y:1

— standardisiertes Alter:
Z =(X-56.111)/14.586

z Z

0.609
—0.556
-0.350

0.884
missing
—-0.282
-1.242

2.186
—0.282
—0.967

0.000

0.371
0.309
0.123
0.781
missing
0.080
1.543
4.779
0.080
0.935
9.001

0.000 | 1.000

X=0;SS, =9.00
2=1;s,=1

w
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Mittelwerte und Varianzen bei Zusammenfassungen von Subgruppen

In vielen Anwendungen werden Verteilungen betrachtet, bei denen sich die Population bzw. Ge-
samtstichprobe aus Subgruppen (Teilpopulationen oder Teilstichproben) zusammensetzt.
So besteht etwa die Stichprobe des Allbus aus zwei getrennt erhobenen Teilstichproben

in den alten und in den neuen Bundeslandern.

Ahnlich wie bei Linearkombinationen ist es auch bei Zusammenfassungen maglich, aus den

Mittelwerten und Varianzen der Teilgruppen den Mittelwert und die Varianz der Gesamtheit

aller Realisierungen aus allen Gruppen zu berechnen.
Als Beispiel wird eine Variable Y betrachtet, fur die in einer Teilgruppe A n,=6 Reali-
sierungen und in einer Teilgruppe B ng=4 Realisierungen vorliegen:
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Yin YZ2in
Gruppe |Gruppe | N, =6

A A 18 Y in YZ2in

3 9 Ya 2323-0 Gruppe | Gruppe

4 16 187 B B

1 1 SS, =60-—=6.0 1 1

4 16 6 7 49

2

3 2 2 _ @ _E =1.0 2 4

3 9 AT 62 : 6 36
Summe 18 60 Summe 16 90
S“rgme 30 | 100 Summe |\ 40 | 225

ng =4
_ 16
yB=Z=4.0
12
SS, _90-1% 260
4
90 16°
SZBZT_?=6'5
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Mittelwerte und Varianzen bei Zusammenfassungen von Subgruppen

Der Gesamtmittelwert ist die Summe der Realisierungen in allen Gruppen geteilt durch die
Gesamtfallzahl:

. l n nA+nB _ .
y== >y, = (E Yieat D y.eB] A Yat+Ng yB)——n A —nB-yB
n i=1 i=np +1 n n

Bei gegebenen Mittelwerten in den Gruppen ist der Gesamtmittelwert das mit der relativen
Gruppenfallzahlen gewichtete Mittel der Gruppenmittelwerte.

Bezogen auf die Beispieldaten ergibt sich somit fir den Gesamtmittelwert:
7:£3+i4:34
10 10

Die Gesamtvariation ist die Summe der quadrierten Abweichungen vom Gesamtmittelwert:

SSY = Z(yi _7)2 = Z(yieA _7)2 + z (yieB _7)2

i=1 i=1 i=na+1

= Z((yieA _yA) + (yA _y))Z + Z ((yieB _VB)"' (VB _7))2
i=1 i=np +1

= (yieA_VA)2+Z(yA_7)2+ z (yieB_yB)2+ Z (VB_V)Z
i=1 i=1 i=nj +1 i=nj +1

. N (94 -)’ =g (Ve )’
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Mittelwerte und Varianzen bei Zusammenfassungen von Subgruppen

SSY = Z(yieA _37A)2 + Z(VA _7)2 + Z(yieA _VA )2 +' z (VB _7)2
i=1 i=1 i=1 i=np+1
=na (T4 -9)° =ng (Vs -y)’
= (yieA _37A)2 + Z (yieB _75)2 +(nA ’(VA _V)Z +Ng '(375 _V)Z) = SSW +SSB
i=1 i=np+1
SSg
SSw

Die Gesamtvariation setzt sich also zusammen aus der Summe der Binnenvariationen innerhalb
der einzelnen Gruppen (SS,, nach der engl. Bezeichnung ,,variation within*) plus der Variation
der Gruppenmittelwerte um den Gesamtmittelwert (SSg nach der engl. Bezeichnung ,,variation
between®).

Dass diese Aufteilung der Gesamtvariation moéglich ist, liegt daran, dass bei der Auflésung des
Quadrates in den Formeln der beiden Teilvariationen jeweils ein Summand wegfallt, da flr Va-
riationen generell gilt:

g((xi_y)+(7_a))2=2((xi_x)2+(y_a)z+z.(xi-x).(y_a))
:ian:(xi—i)2+iZ::(x a)’ +2-( .Z:‘X_X )=SS,+n-(X-a)"+2-(X-a)-0
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Mittelwerte und Varianzen bei Zusammenfassungen von Subgruppen

Da die Varianz die Variation geteilt durch die Fallzahl ist, folgt schlieBlich:

N Na+Ng

SSY Z(yieA _VA)Z Z (yieB _73)2 +{”A '(VA _7)2 n, ‘(VB 7)2]

_ =l + i=ng+1
n n n

:[%.si+1—5.sé)+(n_A.(yA_y)2+ Ne .(yB_y)zj:ssv +s5 =52

Die Gesamtvarianz ist also die Summe aus der mit den relativen Gruppenfallzahlen gewichte-
ten durchschnittlichen Varianz in den Gruppen plus der — ebenfalls mit den relativen Gruppen-
fallzahlen gewichteten — durchschnittlichen quadrierten Abweichung der Gruppenmittelwerte
vom Gesamtmittelwert. Analog zur Variation wird der Summand als Binnenvarianz s?,, (engl.:
variance within oder intraclass-variance) und der zweite Summand als Varianz der Gruppen-
mittelwerte s?g (engl.: variance beetween oder interclass-variance) bezeichnet.
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Mittelwerte und Varianzen bei Zusammenfassungen von Subgruppen

Angewendet auf die Beispieldaten ergibt sich:

n,=06 ng =4 Y Y2
_ 18 _ 16
Ya=7 =30 Yo =7 =40 3 9
i , 4 16
SSA:GO—E:G.O SSB:9O—£:26.O 1 1
6 4 4 16
60 18 90 16 3 5
Sizg—?zl.o Sé27_4_2:6-5 3 9
1 1
. . 7 49
y=—-3+—-4=34 2 2
10 10 6 36
Summe 34 150
=[Stk 652304+ - (a-ay Summe
10 10 10 10 0 34 15.0
=3.2+0.24=3.44
y=2_34
Die gleichen Resultate ergeben sich, wenn Mittelwert und T
Varianz nach Zusammenfassen der beiden Gruppen tber , 150 34
die Gesamtmenge der 10 Realisierungen berechnet wird: Sy "0 100 3.44
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Mittelwerte und Varianzen bei Zusammenfassungen von Subgruppen

Die Resultate konnen auf mehr als zwei Gruppen verallgemeinert werden.
Wennesk =1, 2, ..., K Gruppen mit insgesamt n = n,, n,, ..., N Realisierungen in den Gruppen

gibt, berechnen sich Mittelwert und Varianz der Zusammenfassung der Gruppen nach:
K n K

K
-V und sl =Y 05} + Y e (5, -9) =5 45}

e
k= N k=1 N kex N

Da n,/n gleich dem relativen Anteil p, der Realisierungen in Teilgruppe an der Gesamtfallzahl
ist, ist es fur die Berechnung des Gesamtmittelwertes und der Gesamtvarianz hinreichend, die
relativen GruppengrélRen zu kennen.

Aus der Formel ist sichtbar,

» dass die Gesamtvarianz nur dann genau gleich dem gewichteten Durchschnitt der Varianzen
in den Teilgruppen ist, wenn alle Mittelwerte gleich groRR und damit gleich dem Gesamtmittel-
wert sind, da dann der zweite Summand in der Formel fiir die Varianz null wird.

» Wenn die Unterschiede zwischen den Subgruppenmittelwerten relativ zu den Standardab-
weichungen gering sind, dann ist auch die Differenz zwischen dem gewichteten Durchschnitt
der Varianzen in den Teilgruppen von der Gesamtvarianz gering.

Daher wird bisweilen als Annaherung nur dieser Teil der Varianz bertcksichtigt:

K
2

Shooled = -2 ~s2 wenny, -y ~0 fiir alle k

_k
k=1 N
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Mittelwerte und Varianzen bei Zusammenfassungen von Subgruppen
— 2 2 2
'(yk —Y) =Sy *+Sg

 Da bei der Berechnung der Varianz aus gruppierten Haufigkeitstabellen nur der rechte Sum-
mand s?g der Varianz zwischen den Klassen beriicksichtigt wird, unterschatzt die so berech-
nete Varianz gruppierter Daten in der Regel die Gesamtvarianz.
Die Nichtberlcksichtigung der Varianz in den Gruppen s?,, wird teilweise kompensiert (und
evtl. sogar Gberkompensiert), da bei der Berechnung der Varianz aus gruppierten Haufigkeits-
tabellen nicht die tatsachlichen Klassenmittelwerte, sondern die Klassenmitten in die Berech-
nung der Varianz s?; zwischen den Klassen eingehen.
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Gewichtungen

Bei Stichproben entsprechen die relativen Fallzahlen in den Teilgruppen oft nicht den relativen
Anteilen der Teilpopulationen.
So setzt sich die Allbus-Stichprobe 2006 aus 2299 (= 67.2%) Befragten aus den alten
Landern (Westen) und aus 1122 (= 32.8%) Befragten aus den neuen Landern (Osten)
zusammen. Dies ist eine Folge des Stichprobenplans, der einen tiberproportional hohen
Anteil (Oversampling) aus den neuen Bundesléander vorsieht.

Als Rechenbeispiel wird im folgenden angenommen, dass im obigen Beispiel fur die Zusam-
menfassung von 2 Teilgruppen die Teilpopulation A z, = 80% und die Teilpopulation B 7
= 20% der Falle umfasst. Die Stichprobenanteile waren p, = 60% und pg = 40%, sodass
die zweite Gruppe bezogen auf die Gesamtpopulation tberreprasentiert ist.

Um Aussagen Uber die Gesamtpopulation zu treffen, missen dann bei der Zusammenfassung
der Gruppen nicht die relativen Gruppengrolien, sondern die relativen Populationsanteile ver-
wendet werden:

_ 18 -
nA=6;nA=0.8;yA:E=3.O nB:4;nB=O.2;yB=%=4.O
2 2 2 2
SS, —60—£:6.0;si @—%_1.0 SSg —90—£=26.0;szB %—g_&S
6 6 6 4 4 4

¥=08-3+0.2.4=32
~(08:1+02-65)+(0.8:(3-32)" +0.2(4-32)') =21+016 =226
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Gewichtungen

Sollen bei disproportionalen Fallzahlen in den Teilgruppen Mittelwert und Varianz fiir die Ge-
samtheit nicht getrennt fiir die Gruppen berechnet und erst dann fiir die Gesamtheit zusammen-
gefasst werden, mussen die Daten gewichtet werden.

Die Gewichte ergeben sich als Quotienten aus den Populationsanteilen geteilt durch die Grup-
penfallzahlen.

Im Beispiel ergeben sich fiir die Realisierungen die folgenden Gewichte:

Gruppe A Gruppe B
Populationsanteil der Gruppe: 7, =0.8 75 =0.2
Relative Fallzahl in Gruppe: p,=6/10=0.6 pg = 4/10 = 0.4.
Gewichte: 7l py=0.8/0.6 =1.333 7z, /p,=0.4/0.2 = 0.500.

Formal bedeutet Gewichtung, dass jeder Fall als eine eigene Subgruppe betrachtet wird, wes-
halb die Varianz innerhalb der Gruppen s?g null ist. Wenn W die Gewichtungsvariable ist,
berechnen sich dann Mittelwert, Variation und Varianz der gewichteten Daten nach:

7=%Z:: y, mitN = .lew SSY=iZn1:Wi'(yi ZW v (ZZ\:V: yJ

2 i=1

1 & Zwi y|2 Zwi Yi
_ . . v)? _ =L _| 4=t
N = ZWi ZWi
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Gewichtungen

Fur die Berechnung werden also die

Werte bzw. quadrierten Werte jeder Realisierung vor dem

Aufsummieren jeweils mit ihrem individuellen Gewicht multipliziert:

Gewicht
Y W WY | W-Y?2
3 1.333 | 4.000 [ 12.000
4 1.333 | 5.333 | 21.333
1 1.333 | 1.333 | 1.333
4 1.333 | 5.333 | 21.333
3 1.333 | 4.000 [ 12.000
3 1.333 | 4.000 | 12.000
1 0.500 | 0.500 | 0.500
7 0.500 | 3.500 [ 24.500
2 0.500 | 1.000 | 2.000
6 0.500 | 3.000 | 18.000
Summe | 10.00 | 32.00 | 125.00
Summe
ZWi 1.00 3.200 | 12.500

3.2

L 32
Swy=2.

- 1
Y=3

i=1

n ) 322
SS, = D w; -y’ |- =125—E=22.6
i=1 Wi
i=1
n n 2
Wi ’ y|2 Wi Yi
) (Zl ) le Vil 125 322
2 =~ —[ = == -—=226
10 10

Das Beispiel zeigt, dass das Rechnen mit gewichteten Daten bei Mittelwerten, Variationen und
Varianzen zu den gleichen Ergebnissen fiihrt wie die getrennte Berechnung in den Teilgruppen
und eine anschlieBende Zusammenfassung entsprechend den Populationsanteilen.
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Gewichtungen

Berechnet man mit den gewichteten

Daten jeweils fur die Gruppen getrennt, ergeben sich die

gleichen Ergebnisse wie bei ungewichteter Berechnung innerhalb jeder Gruppe:

Gewicht
Y W WY | W-Y?2
3 1.333 | 4.000 | 12.000
4 1.333 | 5.333 | 21.333
1 1.333 | 1.333 | 1.333
4 1.333 | 5.333 | 21.333
3 1.333 | 4.000 | 12.000
3 1.333 | 4.000 | 12.000
1 0.500 | 0.500 | 0.500
7 0.500 | 3.500 | 24.500
2 0.500 | 1.000 | 2.000
6 0.500 | 3.000 | 18.000
Summe | 10.00 | 32.00 | 125.00
Summe
1.00 3.200 | 12.500
W
n,=6;n,=08;y, =%=3.0
2 2
SS, :60—3:6.0 ; si\ :6_60_:%_
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Yin YZ2in
6 6 6 Gruppe | Gruppe
Dw, =8> Wiy, =24 > w,-y? =80 A A
i=1 i=1 i=1 3 9
= ygewichtet AT ? =3; SSewichtet B ~ E -9=1 1 1
4 16
3 9
3 9
>=18 | >=60
4 6 6 )
Z"Vu:z’zwi‘yi:S'ZWu Yi =45 Yin | YZin
= = = Gruppe | Gruppe
_ 8 ey 45 B B
= ygewichtet B — E =4 ' Sgewichtet B — ?_16 =6.5
1 1
7 49
2 4
16 6 36
Ng=4;m, =02 ;732724'0 >=16 | >=90
2 2
=1.0 SSB=9O—£=26.0;53=%—£:6.5
4 4 4
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Gewichtungen

Soll mit gewichteten Daten gerechnet werden, werden auch in Haufigkeitstabellen fur die

aboluten und relativen Haufigkeiten Gewichte benutzt:

vy Gewicht

w Y gewichtet kumul.
3 1333 Wert Haufigkeit Anteil Anteil
4 1333 1 1.833 0.183 0.183
1 1333 2 0.500 0.050 0.233
4 1.333 3 4000 0400 0.633
3 1.333 4 2.667 0.267 0.900
3 1.333 6 0.500 0.050 0.950
1 0.500 7 0.500 0.050 1.000
7 0.500 Total 10.000 1.000
2 0.500
6 0.500

Y gewichtet u. gerundet  kumul.
Wert Haufigkeit Anteil  Anteil
1 2 0.167 0.167
2 1 0.083 0.250
3 4 0.333 0.583
4 3 0.250 0.833
6 1 0.167 0.917
7 1 0.167  1.000
Total 12 1.000

Wenn bei den Haufigkeiten zu ganzen Zahlen gerundet wird, kann es bei den Fallzahlen zu

Abweichungen kommen, die sich auch auf die Quantilberechnungen auswirken.
So enthalt der Allbus 2006 3421 Falle. Werden Haufigkeitstabellen auf der Basis von Ost-
West-gewichteten Daten berechnet, weisen die resultierenden Tabellen bisweilen 3422

Falle auf.
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Lerneinheit 8: Elementare Wahrscheinlichkeitstheorie

Die Wahrscheinlichkeitstheorie beschaftigt sich mit RegelméaRigkeiten im Auftreten von unsi-
cheren Ereignissen, also Ereignissen, die zwar moglich sind, aber nicht mit Sicherheit eintreten.
Ein Beispiel aus der Sozialforschung ist etwa die Frage, ob der Mittelwert von Stichpro-
bendaten nahe beim Mittelwert in der Population liegt, aus der die Population kommt.
Ist dies der Fall, kann der Stichprobenmittelwert als akzeptable Schatzung des Popula-
tionsmittelwerts herangezogen werden, was immer dann sinnvoll ist, wenn die exakte Be-
stimmung eines Populationsmittelwerts zu aufwendig oder sogar unmoglich ist.

Da der Induktionsschluss von einer Stichprobe auf eine Grundgesamtheit das unvermeidbare
Risiko eines Fehlschlusses beinhaltet, ware es wiinschenswert, wenn es moglich ware, dieses
Risiko abzuschatzen und maoglichst klein zu halten.
Mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitstheorie kann gezeigt, dass dies moglich ist, wenn die
Stichprobenziehung als ein sogenanntes Zufallsexperiment aufgefasst werden kann.

Die Vorstellung eines Zufallsexperiments ist der Ausgangspunkt der Wahrscheinlichkeits-
theorie, wobei ein Zufallsexperiment als eine wiederholbare Versuchsanordnung aufgefasst
wird, bei der nicht vorhersehbar ist, welches Resultat sich einstellen wird.
Historisch gesehen ist die Wahrscheinlichkeitstheorie u.a. im Kontext von Glicksspielen
entstanden, die geradezu paradigmatisch fiir Zufallsexperimente sind. Ziel war es, die
Wahrscheinlichkeit von Gewinnaussichten zu berechnen.
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Zufallsexperiment

Ein Zufallsexperiment als definiert als eine Situation, die drei Eigenschaften aufweist:
1. Das Experiment ist (zumindest theoretisch) unter vollig identischen Bedingungen beliebig
oft wiederholbar.

2. Als Ergebnis des Experiments tritt genau ein Ereignis aus einer klar definierten Menge
von moglichen Ereignissen auf.
3. Vor der Durchfuhrung des Experiments ist unbekannt, welches Ereignis auftreten wird.

Ein Beispiel fir ein Zufallsexperiment kann das Werfen zweier Wirfel sein, oder die zwei-
malige zufallige Auswahl eines Haushalts aus einer Menge von 6 Haushalten. Die Ergeb-
nissen beider Zufallsexperimente lassen sich als Punkte in ein Koordinantensystem eintra-
gen.

Haushaltsnummer der zweiten
Auswahl
(O8]

0 1 2 3 4 5 6
Haushaltsnummer der ersten Auswahl
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Zufallsexperimente und Wahrscheinlichkeit

Haushaltsnummer der zweiten
Auswahl
(O8]

0 1 2 3 4 5 6

Haushaltsnummer der ersten Auswahl

Die - im Beispiel 36 - moglichen Ergebnisse des Werfens zweier Wirfel oder der wiederholten
zufélligen Auswahl eines Haushalts sind im Koordinatensystem als Punkte mit den Positionen
(x,y) ein getragen, wobei x die waagerechte und y die senkrechte Position angibt.
Wenn im Beispiel der X-Wert die Nummer des zuerst ausgewéhlten Haushalts angibt und
der Y-Wert die Nummer des zweiten ausgewahlten Haushalts, dann gilt:
» Der Punkt (1,4) steht fiir das Ereignis, zunachst Haushalts Nr. 1 und dann Haushalts Nr. 4
auszuwahlen; der Punkt (5,5) fir das Ereingis, zweimal Haushalt 5 auszuwahlen.
 Die griin gekennzeichnete Flache mit den Punkten (1,1), (1,2), ..., (1,6) steht dann fir das
Ereignis, zuerst Haushalt Nr. 1 auszuwéhlen und dann irgendeinen der 6 Haushalte.
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Universum

Haushaltsnummer der zweiten
Auswahl
(O8]

0 1 2 3 4 5 6

Haushaltsnummer der ersten Auswahl

Die Gesamtmenge aller moglichen Egebnisse des Zufallsexperiments wird als Ereignisraum
oder Universum des Zufallsexperiments bezeichnet und mathematisch durch den grof3en grie-
chischen Buchstaben Q (Omega) symbolisiert.

Alle denkbaren Ereignisse des Zufallsexperiments sind dann mengentheoretisch Teilmengen des
Universums.

Durch diesen Bezug auf Ereignisse und Mengen von Ereignissen ist es moglich, auch Wahr-
scheinlichkeiten mengentheoretisch zu beschreiben und damit Wahrscheinlichkeitsaussagen
uber komplexe Ereignisse zu machen, die sich mengentheoretisch aus anderen Mengen zu-
sammensetzen.
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Zufallsexperimente und Wahrscheinlichkeit

Haushaltsnummer der zweiten

Auswahl

1 2 3 4 5 6

Haushaltsnummer der ersten Auswahl

Mengen und damit auch die Ereignisse eines Zufallsexperiments werden oft durch grof3e Buch-

staben bezeichnet:

wabhlen,
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A kann z.B. das Ereignis bezeichnen, zunachst Haushalt 1 und dannn Haushalt 4 auszu-

B das Ereignis, zweimal Haushalt Nr. 5 auszuwahlen,
C das (komplexe) Ereignis, zuerst Haushalt Nr. 1 auszuwahlen,
und D das Ereignis, zundchst irgendeinen Haushalt und dann Haushalt Nr. 2 zu befragen.

L08-5

Disjunkte Ereignisse

Haushaltsnummer der zweiten

Auswahl

1 2 3 4 5 6

Haushaltsnummer der ersten Auswahl

Zwei beliebige Ereignisse A und B heien disjunkt, wenn sie nicht gleichzeitig auftreten kon-

nen.

* Die Schnittmenge ANB der beiden Ereignisse, das ist ihr gemeinsames Auftreten (Ereignis
A und Ereignis B), ist dann die sogenannte leere Menge {}.

In der Abbildung sind die Ereignisse A und B disjunkt: Es ist unmdglich, zunachst Haus-
halt 1 und dann Haushalt 4 auszuwé&hlen und gleichzeitig in beiden Befragungen Haushalt

5 auszuwahlen.

Die Ereignisse C und D sind dagegen nicht disjunkt: Es ist mdglich, zunéchst Haushalt 1
(Ereignis C) und dann Haushalt 2 (Ereignis D) auszuwahlen.
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Elementarereignisse

Auswahl

Haushaltsnummer der zweiten

0 T T T T T 1
0 1 2 3 4 5 6

Haushaltsnummer der ersten Auswahl

Eine exhaustive Zerlegung ist die vollstandige Aufteilung eines Ereignisraums Q in disjunkte
Teilmengen.
Die Ereignisse einer exhaustiven Zerlegung heillen Elementarereignisse, wenn diese Ereignisse
nicht weiter in Teilereignisse zerlegt werden kdnnen. Elementarereignisse sind also die kleinst-
maoglichen Ergebnisse eines Zufallsexperiments.
In der Abbildung ist jeder Punkt ein Elementarereignis. Die insgesamt 36 Punkte ergeben
eine exhaustive Zerlegung des Ereignisraums.
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Apriori-Wahrscheinlichkeit

Haushaltsnummer der zweiten
Auswahl
(O8]
1

0 T T T T T 1
0 1 2 3 4 5 6

Haushaltsnummer der ersten Auswahl

Es ist oft zu erwarten, dass jedes Elementarereignis mit gleicher Wahrscheinlichkeit auftritt.
Wenn der Ereignisraum eines Zufallsexperiment zu n Elementarereignissen fuihrt, dann hat
somit jedes Elementarereignisses eine Warscheinlichkeit von 1/n.

Die einem Ereigniss ausschlieRlich aufgrund theoretischer Ubelegungen zugesprochene Auftre-
tenswahrscheinlichkeit wird als Apriori-Wahrscheinlichkeit bezeichnet.
Im Beispiel ist so die Apriori-Wahrscheinlichkeit jedes der 36 Elementarereignisse genau
1/36.
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Berechnung von Wahrscheinlichkeiten

Haushaltsnummer der zweiten

0 1 2 3 4 5 6
Haushaltsnummer der ersten Auswahl

Nach der Zuordnung von Apriori-Wahrscheinlichkeiten zu den Elementarereignissen lassen sich
mit mengentheoretischen Uberlegungen die Wahrscheinlichkeiten aller Ereignisse eines Zufalls-
experiments berechnen.

Entsprechend dieser Vorstellung betrégt die Wahrscheinlichkeit des Eignisses A wie auch
des Ereignisses B jeweils 1/36: Pr(A) = Pr(B) = 1/36.

Die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses C betragt dann Pr(C)= 6/36 = 1/6.
Die gleiche Wahrscheinlichkeit von 1/6 hat auch das Ereignisses D: Pr(D) = 1/6.

Die Realisierungswahrscheinlichkeit eines Ereignisses X wird in diesem Skript durch Pr(X)
symbolisiert (,,Pr* als Abkirzung flr die englische Bezeichnung ,,Probability*).
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Wahrscheinlichkeit von Zusammenfassungen von Ereignissen

Haushaltsnummer der zweiten

0 1 2 3 4 5 6
Haushaltsnummer der ersten Auswahl

Es ist moglich, disjunkte wie nicht disjunkte Ereignisse zu einem komplexen Ereignis zusam-
menzufassen:
Das komplexe Ereignis A oder B fasst die beiden disjunkten Ereignisse A und B
zusammen,
das komplexe Ereignis C oder D die beiden nicht disjunkten Ereignisse C und D.

Formal werden solche Zusammenfassungen oder Vereinigungen von Mengen durch das Sym-
bol U dargestellt: Die Vereinigungsmenge von Aund B ist A U B.
Die Wahrscheinlichkeit der Vereinigungsmenge A < B betragt Pr(A v B) = 2/36 = 1/18,
die Wahrscheinlichkeit der Vereinigungsmenge C « D betragt Pr(C v D) = 11/36.
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Komplemenére Ereignisse

Haushaltsnummer der zweiten

0 1 2 3 4 5 6

Haushaltsnummer der ersten Auswahl

Zwei disjunkte Ereignisse heiRen komplementar, wenn ihre Vereinigungsmenge den gesamten
Ereignisraum Q umfasst.

Das zu einem Ereignis komplementare Ereignis wird oft durch das Symbol — (,,nicht*)
dargestellt, da das Komplementérereignis das ,,Gegenteil“ eines Ereignisse ist.Das Ereignis —-C
ist das Komplentérereignis zum Ereignis C.

Im Beispiel ist —=C das Ereignis, in der ersten Befragung nicht Haushalt 1 zu befragen.
Die Wahrscheinlichkeit von —C betragt 30/36 = 5/6.
Diese Wahrscheinlichkeit ergibt sich auch nach:

Pr(—C) = Pr(£) - Pr(C) =1-1/6 = 5/6.
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Klassischer Wahrscheinlichkeitsbegriff

Haushaltsnummer der zweiten

Haushaltsnummer der ersten Auswahl

Ahnlich zur Apriori-Wahrscheinlichkeit wurde urspriinglich die Wahrscheinlichkeit eines Er-
eignisses als Zahl der guinstigen Maoglichkeiten durch die Zahl der Méglichkeiten insgesamt
berechnet. Diese Definition wird als klassische Wahrscheinlichkeit bezeichnet.
So betragt die klassische Wahrscheinlichkeit, mit zwei Wiirfeln insgesamt eine Augenzahl
von 18 (=2:6) zu erreichen, gleich 1/36, weil dieses Ereignis nur 1 mal unter 36 Mdglich-
keiten auftritt.
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Axiomatische Wahrscheinlichkeitstheorie

Haushaltsnummer der zweiten

Haushaltsnummer der ersten Auswahl

Mit Hilfe der Mengentheorie ist es moglich, sémtliche Aussagen der Wahrscheinlichkeitstheorie
von Ereignissen auf nur 3 Axiome der axiomatischen Wahrscheinlichkeitstheorie zurlickzu-

fuhren:

Al: Die Wahrscheinlichkeit jedes beliebigen Ereignisses A ist eine reelle Zahl zwischen Null

und Eins:

0<Pr(A)<1

AZ2: Irgendein Ereignis des Ereignisraums (Universums) Q muss auftreten. Die Wahrschein-
lichkeit des Universums ist daher das sichere Ereignis mit der Wahrscheinlichkeit 1:

Pr(Q) =1

A3: Die Wahrscheinlichkeit der Vereinigungsmenge zweier disjunkter Ereignisse A oder B ist
die Summe der Wahrscheinlichkeit von A und der Wahrscheinlichkeit von B:
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Pr(AUB) = Pr(A) + Pr(B) wenn A~B = {} 08.13
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Axiomatische Wahrscheinlichkeitstheorie

Im Beispiel:

Dann folgt:

Vorlesung Statistik |

Haushaltsnummer der zweiten

Haushaltsnummer der ersten Auswahl

Pr (A) = Pr(B) = 1/36 ; Pr(D) = 6/36.

Pr(AcB) = 1/36 + 1/36 = 2/36

Pr(B) + Pr(C) = 1/36 + 6/36 = 7/36

Die Wahrscheinlichkeit, zweimal Haushalt 5 auszuwahlen oder zunachst
Haushalt 1, betragt 7/36.
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Additionstheorem

Haushaltsnummer der zweiten

Haushaltsnummer der ersten Auswahl

Aus den drei Axiomen der Wahrscheinlichkeitstheorie folgt flir die Wahrscheinlichkeit der

Vereinigungsmenge zweier beliebiger (disjunkter wie nicht disjunkter) Ereignisse A und B:
Pr(AuB) = Pr(A) + Pr(B) — Pr(AnB).

Dieser Satz wird als Additionstheorem der Wahrscheinlichkeitstheorie bezeichnet.

Im Beispiel:

Pr(CcD) =Pr(C) + Pr(D) - PR(CND)= 6/36 + 6/36 —1/36 = 11/36
Pr(AcC) =Pr(A) + Pr(C) - PR(ANC) = 1/36 + 6/36 —1/36 = 6/36
Pr(BcD) =Pr(B) + Pr(D) - PR(BHD) = 1/36 + 6/36 —0/36 = 7/36
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Wahrscheinlichkeit bedingter Ereignisse

Haushaltsnummer der zweiten

Haushaltsnummer der ersten Auswahl

Oft ist man an der Wahrscheinlichkeit des Auftretens eines Ereignisses A unter der Bedingung
interessiert, dass ein zweites Ereignis B auftritt. Das Ereignis B wird dann als bedingendes Er-
eignis bezeichnet, das Ereignis A als bedingtes Ereignis.

Da das Auftreten des bedingendes Ereignisses B vorausgesetzt wird, reduziert sich der mogliche

Ereignisraum fur das bedingte Ereigniss A auf das Auftreten des Ereignises B. Die Wahrschein-

lichkeit des bedingenden Ereignisses engt gewissermalen den ursprunglichen Ereignisraum Q

auf das Ereignis B ein.

Die bedingte Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A gegeben B ist daher die Wahrscheinlich-

keit, dass A und B gemeinsam auftreten, geteilt durch die Wahrscheinlichkeit, dass B auftritt:
Pr(A|B) = Pr(AnB) / Pr(B).
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Wahrscheinlichkeit bedingter Ereignisse

S 61 -

=

[«5]

S s{A -

2 D

ho] 4

g _ )

2T,

3

©

@®©

I O / T T T 1
0 1 2 3 4 5 6

Haushaltsnummer der ersten Auswahl

Wenn im Beispiel C das bedingende Ereignis ist, ergeben sich so folgende bedingte Wahr-

scheinlichkeiten fur A, B und C:

Pr(A|C) = Pr(A~C) /Pr(C) =1/36 / 6/36
Pr(D|C) = Pr(DC) / Pr(C) =1/36 / 6/36
Pr(B|C) = Pr(BHC) /Pr(C) =0/36 / 6/36

1/6;

1/6;
0.

Da durch die Wahrscheinlichkeit des bedingenden Ereignis geteilt wird, ist die bedingte Wahr-
scheinlichkeit nur fiir bedingende Ereignisse sinnvoll, die mdglich sind, also eine Auftretens-
wahrscheinlichkeit groRer Null haben.

Sind bedingendes und bedingtes Ereignis disjunkt, ist die bedingte Wahrscheinlichkeit Null.
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Wahrscheinlichkeit bedingter Ereignisse
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Haushaltsnummer der ersten Auswahl

Bedingte Wahrscheinlichkeiten bilden die Grundlage der statistischen Zusammenhangsanalyse.
Zu beachten ist, dass es sich zun&chst um rein formale Aussagen handelt, ohne einen zeitlichen
Bezug, wie er z.B. bei kausalen Beziehungen vorausgesetzt wird. Es ist daher auch mdglich, die
bedingte Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses zu berechnen unter der Bedingung, dass ein zu-
kinftiges Ereignis eintreten wird.

Im Beispiel:

Pr(C|D) = Pr(C~D) / Pr(D) = 1/36 / 6/36 = 1/6.

Die Wahrscheinlichkeit zunachst Haushalt 1 auszuwahlen, wenn in der zweiten

Auswahl Haushalt 2 erreicht werden wird, betragt 1/6.
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Statistische Unabhangigkeit

Haushaltsnummer der zweiten

Haushaltsnummer der ersten Auswahl

Uber die bedingte Wahrscheinlichkeit wird die statistische Unabhéngigkeit definiert:
Zweli Ereignisse A und B sind genau dann statistisch unabhangig voneinander, wenn die be-
dingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B gleich der (unbedingten) Wahrscheinlichkeit von A
ist, bzw. wenn die bedingte Wahrscheinlichkeit von B gegeben A gleich der (unbedingten)
Wabhrscheinlichkeit von B ist:

Pr(A|B) = Pr(A) und Pr(B|A) = Pr(B).

Im Beispiel:
Da Pr(D|C) = 1/6 gleich Pr(D) = 1/6, sind C und D statistisch unabhangig voneinander.
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Multiplikationstheorem

Haushaltsnummer der zweiten

Haushaltsnummer der ersten Auswahl

Aus der Umformung der Wahrscheinlichkeit eines bedingten Ereignisses folgt, dass die Wahr-
scheinlichkeit des gleichzeitigen Auftretens zweier Ereignisse gleich dem Produkt der
bedingten Wahrscheinlichkeit des einen Ereignisse mal der unbedingten Wahrscheinlichkeit
des bedingenden Ereignisses ist:
P(AnB) = P(A|B) - P(B) = P(B|A) - P(A).

Dieser Zusammenhang ist als Multiplikationstheorem bekannt.

Im Beispiel:

Pr(A~C) = Pr(A|C) - Pr(C) = 1/6 -1/6 = 1/36;

Pr(BNC) = Pr(B|C) - Pr(C) = 0/6 -1/6 = 0.
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Multiplikationstheorem

Haushaltsnummer der zweiten

Haushaltsnummer der ersten Auswahl

Bei statistischer Unabhéngigkeit ist das gemeinsame (gleichzeitige) Auftreten zweier Ereignisse
gleich dem Produkt der beiden Auftretenswahrscheinlichkeiten.

Pr(C~D) =Pr(C|D) - Pr(D) = Pr(D|C) - Pr(C) =Pr(C) - Pr(D) = 1/6 -1/6 = 1/36
Also sind C und D statistisch unabhangig:
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Theorem von Bayes

Haushaltsnummer der zweiten

Haushaltsnummer der ersten Auswabhl
Mit Hilfe der unbedingten Wahrscheinlichkeiten lassen sich bedingten Wahrscheinlichkeiten fur
den Fall berechnen, dass bedingtes und bedingendes Ereignis ausgetauscht werden:

Schrittl:
Da ein Ereignis A und sein Komplementdrereignis —A eine exhaustive Zerlegung des Univer-
sums bilden, ist die Wahrscheinlichkeit eines beliebigen Ereignisses B gleich der Summe der
Wahrscheinlichkeiten des gleichzeitigen Auftretens von A und B sowie der von —=A und B:

Pr(B)=Pr(AnB)+Pr(-AnB)
=Pr(B|A)-Pr(A)+Pr(B|-A)-Pr(—A)
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Theorem von Bayes

Haushaltsnummer der zweiten

Haushaltsnummer der ersten Auswahl

Im Beispiel:
Pr(D) = Pr(C~D) + Pr(=C »D) = 1/36 + 5/36 = 6/36
= Pr(DJC) - Pr(C) + Pr(D|—=C) - Pr(=C) = 1/6 -6/36 + 5/30 - 30/36
Schritt 2:
Die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B ist dann eine Funktion der bedingten
Wahrscheinlichkeiten von B gegeben A und von B gegeben -A:

Pr(AnB) _Pr(BJA)-Pr(A) Pr(B|A)-Pr(A)

Pr(B) Pr(B) - Pr(B|A)-Pr(A)+Pr(B|-A)-Pr(-A)

Pr(A|B)=
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Theorem von Bayes

Haushaltsnummer der zweiten

Haushaltsnummer der ersten Auswabhl
Diese Beziehung ist als Satz von Bayes oder Bayessches Theorem bekannt.

Im Beispiel:
Pr(C|D): Pr(D|C)-Pr(C) _1/6:1/6
Pr(D) 1/6
Pr(D|C)-Pr(C) 1/6-1/6

~ Pr(D|C)-Pr(C)+Pr(D|<C)-Pr(—C)  1/6-1/6+5/30-30/36
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Anwendung des Theorem von Bayes: Kumulierung von Wissen

Der Satz von Bayes ist die Grundlage der Bayesschen Statistik, in der u.a. versucht wird, mit
Hilfe von Daten Wissen zu kumulieren.

Ausgangspunkt ist die subjektive Wahrscheinlichkeit Gber ein Ereignis A, das ist die Sicherheit,
mit der eine Ausage fur wahr gehalten wird.

Beispiel:

Die Aussage ,,50% halten die Wirtschaftslage fur gut* sei durch A symbolisiert. Ein For-
scher konnte etwa vermuten, dass diese Aussage mit einer subjektiven Apriori-Wahr-
scheinlichkeit Pr(A) = 0.75 wabhr ist.

In einer Stichprobe von 100 Personen zeigt sich, dass nur 40% der Bevokerung die Wirt-
schaftslage fir gut halten. Dies sei das empirische Datum B. Die Wahrscheinlichkeit die-
ses tatsachlich aufgetretetenen (beobachteten) Datums (Ereignis B) ist eins: P(B)=1

Die Wahrscheinlichkeit, dass von 100 Personen maximal 40% die Wirtschaftslage flr gut

halten, wenn es tatsachlich 50% in der Population sind, betragt in einer einfachen Zufalls-

auswahl Pr(B|A) = 0.025.

Aus dem Satz von Bayes folgt dann:
Pr(A|B)=(Pr(B|A)-Pr(A))/Pr(B)=(0.025-0.75)/1=0.01875

Angesichts der Daten sinkt daher die subjektive Wahrscheinlichkeit von 0.75 auf nur noch
0.01875. Dies ist die sogenante Aposteriori-Wahrscheinlichkeit, die Vorwissen bzw. Vor-
vermutungen mit empirischen Erkenntnissen rational kombiniert.
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Anwendung des Theorem von Bayes: Vermeidung von Fehlurteilen

Der Satz von Bayes kann auch helfen, Fehlschliisse zu vermeiden.
Beispiel:
Mit Hilfe eines Tests wird mit Sicherheit, d.h. Wahrscheinlichkeit von 1 entdeckt, ob ein
Vogel an der gefahrlichen Form der Vogelgrippe gestorben ist;
mit einer Fehlerwahrscheinlichkeit von 1% (=0.01) wird bei einem toten Vogel falschli-
cherweise Vogelgrippe diagnostiziert, obwohl sie nicht vorliegt.
In einer Region haben 0.5% (=0.005) der Vogel Vogelgrippe.
Bei einem toten Vogel zeigt der Test Vogelgrippe an. Wie wahrscheinlich ist es, dass der
Vogel tatséchlich an der Vogelgrippe gestorben ist?

Intuitiv mochte man meinen, dass die gesuchte Wahrscheinlichkeit 99% betrégt, da der Test nur
1% Fehler macht. Tatsachlich ergibt sich eine Wahrscheinlichkeit von mehr als 33%!
Aist das Ereignis ,,Vogel hat Vogelgrippe*, B das Ereignis ,,Test zeigt Vogelgrippe an*‘.
Dann ist Pr(B|A) = 1, Pr(B|—A) = 0.01, Pr(A) = 0.005 und Pr(—A) = 0.995.

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist dann die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass ein Vogel
Vogelgrippe hat, wenn der Test dies anzeigt: Pr(A|B).
Mit Hilfe des Satzes von Bayes errechnet sich diese Wahrscheinlichkeit als:

Pr(B|A)-Pr(A) 1-0.005

= =0.334
Pr(B|A)-Pr(A)+Pr(B|-A)-Pr(—A) 1.0.005+0.01-0.995 %

Pr(A|B) =
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Lerneinheit 9:
Stichprobenziehung als Zufallsexperiment

Eine wichtige Anwendung der Wahrscheinlichkeitstheorie in den Sozialwissenschaften besteht
bei der Beurteilung von Stichprobendaten, die Aussagen ber Populationseigenschaften ermdg-
lichen sollen.
Ausgangspunkt ist eine Population von insgesamt N Elementen. Aus dieser Population wird
eine Stichprobe von n ausgewéhlt. Die Stichprobenziehung ist ein Zufallsexperiment, wenn die
Auswahl der Stichprobenelemente aus der Population nach einem Zufallsprinzip erfolgt.
So kann die Auswahl mittels einer Urne erfolgen. Dabei wird wie bei einer Lotterie flir
jedes der N Elemente eine numerierte Kugel mit der Fallnummer des Elements in eine
Urne gelegt, die gut durchmischt wird. Nacheinander werden dann n Kugeln gezogen.
Die Nummern auf den gezogenen Kugeln bestimmen die ausgewéhlten Elemente, die in
die Stichprobe aufgenommen werden.

In der Realitét erfolgt die Ziehung von Stichproben heutzutage mit Computerprogrammen, die
z.B. mit Hilfe eines Zufallszahlengenerators zufallig Personen aus der Einwohnermeldeamts-
datei einer Stadt auswahlen. Die Programme kdnnen eine Urnenwahl so simulieren, dass die
Auswahl der physikalischen Auswahl mittels einer echten Urne entspricht.

Wenn ein Element nur einmal ausgewahlt werden kann, also nach der Auswahl nicht mehr in die
Urne zurlickgelegt wird, spricht man von einem Urnenmodell ohne Zurtcklegen.
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Urnenmodell ohne Zuriicklegen

\or der ersten Ziehung sind dann N Kugeln in der Urne. Es gibt somit auch N mdgliche Resul-
tate. Nach der ersten Ziehung sind nur noch N-1 Kugeln in der Urne, so dass fir die zweite

Ziehung N-1 Mdglichkeiten bestehen, eine Kugel auszuwéhlen.
Nach der zweiten Ziehung sind noch N-2 Kugeln in der Urne, so dass es in der dritten Ziehung

N-2 Mdglichkeiten gibt.
Nach jeder Ziehung reduziert sich also die Zahl der Kugeln in der Urne um 1. Vor der n-ten Zie-
hung sind somit (N-n+1) Kugeln in der Urne, nach der n-ten Ziehung (N-n) Kugeln.

Grafisch lasst sich das gesamt Vorgehen mit Hilfe eines Ereignisbaums darstellen.
Um dbersichtlich zu bleiben, wird als Beispiel die Auswahl von n=2 Elementen (Fallen)
aus N=4 Elementen einer Population dargestellt.

3 \or der ersten Ziehung
Erste Ziehung

\or der zweiten Ziehung

Zweite Ziehung
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Urnenmodell ohne Zuriicklegen

\or der ersten Ziehung
Erste Ziehung

\or der zweiten Ziehung

Zweite Ziehung

U U AN U AT U Nech der zweiten Ziehung

{1,2} {13} {14} {21} {2,3} {24} {31} {3,2} {3.4} {41} {4,2} {4,3} Resultierende Stichprobe

Insgesamt gibt es im Beispiel 12 = 4 - 3 mdgliche Ergebnisse des Zufallsexperiments ,,Zu-
falliges Ziehen von n=2 Elemenen aus N=4 Elementen*.

Geht man davon aus, dass bei jedem Ziehungsschritt die gleiche Auswahlwahrscheinlichkeit fur
eine der Kugeln in der Urne vorliegt, dann betrégt die Wahrscheinlichkeit fiir jedes Ergebnis vor
der ersten Ziehung 1/N, im Beispiel 1/4 und vor der zweiten Ziehung 1/(N-1), im Beispiel 1/3,
waobei die Auswahrscheinlichkeit des zweiten Ziehungsschritts eine bedingte Wahrscheinlich-
keit ist, gegeben den ersten Ziehungsschritt.

Nach dem Multiplikationstheorem der Wahrscheinlichkeitstheorie betragt dann die Wahrschein-
lichkeit jeder Stichprobe 1/N -1/(N-1) - ... - 1/(N-n+1), im Beispiel 1/4 -1/(4-2+1) = 1/12.
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Einfache Zufallsauswahl ohne Zurticklegen

\or der ersten Ziehung
Erste Ziehung

\or der zweiten Ziehung

Zweite Ziehung

U U AN U o) U U 02 @ U U Nech der zweiten Ziehung

{1,2} {13} {14} {2,1} {2,3} {24} {3,1} {3,2} {3.4} {41} {4,2} {4,3} Resultierende Stichprobe

In einer Stichprobe kommt eine Nummer genau einmal vor, tber alle 12 Stichproben kommt
jede Nummer sechsmal vor. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein beliebiges Element ausgewahlt
wird, betragt also flr jede Nummer 6/12 bzw. 0.5.
Es gibt jeweils zwei Stichproben mit gleichen Fallen, z.B. {1,2} und {2,1}.
Eine Zufalls- oder Wahrscheinlichkeitsauswahl heif3t einfache Zufallsauswahl, wenn jedes
Element mit gleicher Wahrscheinlichkeit und auch jede mogliche Stichprobe gleicher Fallzahl
und gleichen Anzahlen wiederholt gezogener Elemente mit jeweils gleicher Wahrscheinlichkeit
ausgewahlt wird.
Da jedes Element nur einmal ausgewéhlt werden kann, handelt es sich um eine einfache Zu-
fallsauswahl ohne Zurtcklegen.
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Einfache Zufallsauswahl mit Zurtcklegen

Bei einer einfachen Zufallsauswahl mit Zurticklegen kann jede Nummer mehrfach ausgewahlt

werden, da die entsprechende Kugel nach der Ziehung wieder in die Urne zuriickgelegt wird.
Das folgende Beispiel zeigt den Ereignisbaum einer einfachen Zufallsauswahl mit Zurck-
legen von n=2 Elementen aus N=3 Elementen.

\or der ersten Ziehung
Erste Ziehung

\or der zweiten Ziehung

Zweite Ziehung

U U U U k:’*) U @ U U Nech der weten Ziehung

{1,1} {1,2} {1,3} {21} {2,2} {2,3} {3,1} {3,2} {3,3} Resultierende Stichprobe

\or jeder Ziehung betragt die Auswahlwahrscheinlichkeit jeder Nummer 1/N, im Beispiel 1/3.
Die einzelnen Ziehungen sind statistisch unabhangig voneinander. Die Auswahlwahrscheinlich-
keit jeder Stichprobe betréagt daher (1/N)", im Beispiel 1/9 (= (1/3)? = 1/3- 1/3).
Im Beispiel wird jedes Element insgesamt sechsmal in finf Stichproben ausgewahlt. Die
Wahrscheinlichkeit ein beliebiges Element genau einmal auszuwahlen, betrégt 4/9, die
Wahrscheinlichkeit ein beliebiges Element zweimal auszuwéhlen, 1/9.
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Kombinatorik: Permutationen, VVariationen, Kombinationen

Mit Hilfe der Kombinatorik lassen sich fiir beliebige Populations- und StichprobengréfRen For-
meln herleiten, mit denen sich die Zahl der Stichproben berechnen lassen.

Bei einer einfachen Zufallsauswahl ohne Zurticklegen ergibt sich die Zahl der Stichproben durch
die Anzahl der Mdglichkeiten n Elementen aus N Elementen auszuwahlen. Fiir den ersten Aus-
wahlschritt stehen N Elemente zu Verfligung. Nach jedem Auswahlschritt reduziert sich die Zahl
der verbleibenden Elememnte um 1, so dass sich fur die folgenden Schritte auch die Zahl der
Auswahlmaoglichkeiten jeweils um 1 reduziert. Die Zahl der Mdglichkeiten, n Elemente aus N
ohne Zurticklegen auszuwéhlen betrégt daher:

N-(N-1)-(N=2)-....(N=n+2)-(N-n+1) = H —i+1)

Produkt aus n Faktoren

Die Formel gibt also die Zahl der mdglichen Anordnungen an, wenn n Elemente aus N bei Be-
ricksichtigung der Reihenfolge ausgewéhlt werden. In der Kombinatorik bezeichnet man diese
Zahl der Anordnungen als Variationen, die durch das Symbol V,, abgekurzt wird. Somit gilt:

v H —i+1)=N-(N-1)-(N=2)-...(N-n+2)-(N-n+1)

Im Beispiel der einfachen Zufallsauswahl von n=2 Elementen aus einer Population des
Umfangs N=4 ergaben sich daher ,V, = 4.3 = 12 unterscheidbare Stichproben.
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Permutationen

Werden der Reihe nach alle N Elemente der Population ausgewahlt, berechnet sich die Zahl der
unterscheidbaren Anordnungen, also der méglichen Reihenfolgen der Auswahl der Elemente
nach:

N-(N—1)-(N—2)-...3-2-1:ﬁi= N!

Produkt aus N Faktoren

Das Ausrufungszeichen hinter der Zahl N steht fur das Fakultatszeichen. Das Produkt aller Zah-
len von 1 bis N bezeichnet man in der Mathematik auch als ,,Fakultat von N*“ oder ,,N-Fakul-
tat“. Die Fakultdt von 1 ist 1, die von 2 ist 2 (= 2-1), die von 3 ist 6 (= 3:2:1) usw.. Definitorisch
ist zudem auch die Fakultat von 0 auf den Wert 1 festgesetzt: 0! = 1! = 1.

In der Kombinatorik bezeichnet man die Zahl der mdglichen Anordnungen von N Elementen als
Permutationen und verwendet hierfir das Symbol P,
Bei n=4 Elementen gibt es also P,= 4! = 4.3.2.1 = 24 Moglichkeiten, diese Zahlen anzu-
ordnen. Bei n=5 sind es schon P;= 5! = 5:4.3.2.1 = 120 verschiedene Anordnungen. Die
Zahl der Permuationen nimmt also sehr schnell zu und Ubersteigt bereits bei n= 10 mit
10! = 3 628 800 die Millionengrenze.
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Variationen und Kombinationen ohne Wiederholung

Die Zahl der Variationen V,, also der mdglichen Anordnungen von n Elementen aus N Ele-
menten, l&sst sich auch als Quotient der Permutationen von N geteilt durch die Zahl der

Permutationen von N—n darstellen:
v  NN-D)-(N-2)-..(N-n+D)-(N-n) (N-n-1)-..2.1 NI _ P,
nr (N-n)-(N-n-1)-...21 (N-n)! P,

Bei Permutationen und Variationen wird die Zahl mdglicher Anordnungen betrachtet. Die Rei-
henfolge der Auswahl der Elemente ist daher von Bedeutung.
Man kann sich aber auch die Frage stellen, wie viele Moglichkeiten es gibt, n Elemente aus N
Elementen auszuwéhlen, wenn die Reihenfolge keine Rolle spielen soll.

Wenn die Reihenfolge keine Rolle spielt, werden also z.B. die Anordnungen (1,2,3)

(1,3,2), (2,1,3), (2,3,1), (3,1,2) und (3,2,1) nicht unterschieden.

Die Mdglichkeiten, n Elemente aus N Elementen ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge auszu-
waéhlen, werden in der Kombinatorik als Kombinationen bezeichnet. Bei n ausgewahlten Ele-
menten gibt es n! Anordnungen, die in der Zahl der Kombinationen nicht unterschieden werden.
Die Zahl der Kombinationen K, ergibt sich daher dadurch, dass die Zahl der Variationen durch
die Anzahl der Permutationen der ausgewahlten Elemente geteilt wird:

K oooVo_ Py NU N(N-D-.o(N-n+D) (N
"t P, Pu,P, (N-n)kn! n-(n-1-...-2-1 n
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Binomialkoeffizient

Der in der Formel der Kombinationen ganz rechts stehende Ausdruck heif3t Binomialkoeffizient.
Der Binomialkoeffizient von a und b wird als ,,a Uber b* ausgesprochen, wobei a fiir die die obe-
re und b fir die untere Zahl steht und die obere Zahl nicht kleiner als die untere sein darf. Der
Binomialkoeffizient ,, a Gber b*“ berechnet sich dann nach:

a) al B a-(a-1)-(a-2)-...2-1
b) bt(a-b)! b-(b-1)-(b-2)-..2-1-(a~b)-(a-b-1)-...-2-1

_a-@a-1)-(@-2)-...-.(a-b)-(a-b-1-....2.1 L (a-i+1)
“b-(b-1)-(b-2)-...2-1-(a=b)-(a-b-1)-....2:.1 13 i

Der Binomialkoeffizient ,,N ber n* gibt also die Anzahl der Kombination an, die sich ergeben,
wenn man n Elemente aus N ohne Berucksichtigung der Reihenfolge auswéhlt. Aufgrund der
Symmetrie in der Formel ergibt sich die gleiche Anzahl von Kombinationen, wenn man N-n
Elemente aus N Elementen auswahlt.

Da die Summe aus n und N—-n wieder N ergibt, ist die Zahl der Kombinationen von n aus N
(oder von N—n aus N) auch gleichzeitig die Zahl der Méglichkeiten, eine Menge von N Elemen-
ten in zwei Teilmengen von n und von N-n Elementen zu zerlegen.
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Variationen und Kombinationen mit Wiederholung

Im Urnenmodell mit Wiederholungen ist es moglich, dass die gleichen Elemente mehrfach aus-
gewdhlt werden. Wenn n aus N Elementen mit Zurticklegen ausgewahlt werden, reduziert sich
daher nicht die Zahl der auszuwéhlenden Elemente nach der Auswahl eines Elements. Die An-
zahl der mdoglichen Variationen (Anordnungen) von n Elementen aus N Elementen mit Wieder-
holung V*, berechnet sich daher als n-te Potenz von N:

n

W, =N"=N-N-...N=][N

nmal i=1

Komplizierter ist die Zahl der Kombinationen mit Wiederholung zu berechnen. Wenn n=2 Ele-
mente aus N Elementen ausgewahlt werden, gibt es N2 Variationen. Von diesen Variationen
haben N zweimal das gleiche Element, z.B. (1,1) oder (2,2) und N°-N = N-(N-1) haben zwei
unterschiedliche Elemente, z.B. (1,2) oder (2,1), die nicht unterschieden werden. Es gibt insge-
samt ,,N+1 tber 2* Mdglichkeiten, n=2 aus N Elemementen ohne Berticksichtigung der Anord-
nung auszuwahlen.

Bei einer einfachen Zufallsauswahl von n=2 aus N=3 Elementen {a,b,c} mit Zurticklegen

gibt es ,,4 Uber 2 =(4!/ (2!-(4-2)!) = 6 unterscheidbare Stichproben ohne Berticksichtung

der Ziehungsreihenfolge, namlich {a,a}, {b,b}, {c,c}, {a,b}, {a,c}, und {b,c}.

Noch komplexer wird es, wenn die Zahl der ausgewahlten Elemente weiter ansteigt.
Bei einer einfachen Zufallsauswahl von n=3 aus N=3 Elementen {a,b,c} mit Zurlicklegen
gibt es 10 unterscheidbare Stichproben ohne Berucksichtigung der Reihenfolge:
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Variationen und Kombinationen mit Wiederholung

{a,a,a}, {b,b,b}, {c,c,c}, {a,a,b}, {a,a,c}, {b,b,a}, {b,b,c}, {c,c,a}, {c,c,b} und {a,b,c}.
Werden n=4 aus N=3 Elemente mit Zurlcklegen ausgewahlt, gibt es 15 unterscheid-
bare Stichproben: {a,a,a,a}, {b,b,b,b}, {c,c,c,c}, {a,a,a,b}, {a,a,a,c}, {b,b,b,a}, {b,b,b,c},
{c,c,c,a}, {c,c,c,b}, {a,a,b,b}, {a,a,c,c}, {b,b,c,c}, {a,a,b,c}, {b,b,a,c} und {c,c,a,b}.

Generell berechnet sich die Zahl der Kombinationen mit Wiederholungen K*,, also die Zahl
der Mdglichkeiten, n Elemente aus N Elementen ohne Bericksichtigung der Reihenfolge auszu-
waéhlen, wenn jeder der N Elemente beliebig oft in der Stichprobe der n Elemente vorkommen
kann nach ,,N+n-1 Uber n“:

K :[N+n—1j_(N+n—1)! (N+n-1)-(N+n-2)-...-N

n ) nk(N-1) n(n-1)-..21

Die Anwendung der Formel l&sst sich an den vorgestellten Beispielen demonstrieren.
Bei einer Auswahl von n=2 aus N=3 Elementen mit Zuricklegen, ist N+n-1 = 2+3-1
= 4. Entsprechend gibt es ,,4 Uber 2* = 41/(2!-2!) = 6 unterscheidbare Stichproben,
wenn die Reihenfolge keine Rolle spielt.

Bei n=3 aus N=3 ist N+n-1 = 3+3-1 = 5. Es gibt also ,,5 tiber 3* = 51/(31-21) = 10
unterscheidbare Stichproben.

Bei n=4 aus N=3 ist N+n-1 = 3+4-1 = 6. Es gibt also ,,6 tber 4* = 61/(41.21) = 15
unterscheidbare Stichproben.

Vorlesung Statistik | L09-11

Realisierungswahrscheinlichkeit von Stichproben bei einfachen Zufallsauswahlen

Die Berechnung der Zahl der unterschiedlichen Stichproben ist nur ein Zwischenschritt, um die
Realisierungswahrscheinlichkeiten von Stichproben zu berechnen.

Das Kennzeichen einer einfachen Zufallsauswahl ist, dass in einer Stichprobe jeweils alle Ele-
mente und auch alle Teilmengen mit jeweils gleicher Anzahl von Elementen die gleichen Auf-
tretenswahrscheinlichkeiten aufweisen.

Dies gilt allerdings nur bei Berticksichtigung der Reihenfolge.

Aus diesem Definitionsmerkmal folgt, dass die Wahrscheinlichkeit jeder moglichen Stichprobe
von n aus N Elementen gerade gleich dem Kehrwert der mdglichen Anordnungen ist.

Bei einer einfachen Zufallsauswahl ohne Zurticklegen von n aus N Elementen betrégt daher
die Auswahlwahrscheinlichkeit jeder Stichprobe bei Berilicksichtigung der Ziehungsreihenfolge:

_ _ _ 11 _(N_n)!
Pr ( jede Stichprobe) =(V,) _NV NI

n

Bei einer einfachen Zufallsauswahl mit Zurticklegen von n aus N Elementen betrégt dagegen
die Auswahlwahrscheinlichkeit jeder Stichprobe bei Berlcksichtigung der Ziehungsreihenfolge:

) . 1 1
Pr( jede Stichprobe)=N" = - -
(J P ) N" N-N-...-N

Produkt aus n Faktoren
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Realisierungswahrscheinlichkeit von Stichproben bei einfachen Zufallsauswahlen

Spielt die Reihenfolge der Ziehung keine Rolle, so gibt es bei einer einfachen Zufallsauswahl
ohne Zurticklegen n! Mdglichkeiten, die ausgewahlten n von N Elementen in einer unterschied-
lichen Reihenfolge zu ziehen. Da keines der ausgewahlten Elemente mehrfach in der Stichprobe
vorkommen kann, sind alle Auswahlwahrscheinlichkeiten gleich.

Bei einer einfachen Zufallsauswahl ohne Zurticklegen von n aus N Elementen ist daher die
Auswahlwahrscheinlichkeit jeder Stichprobe ohne Berlcksichtigung der Ziehungsreihenfolge
gleich dem Kehrwert der Zahl der n aus N Kombinationen ohne Wiederholung:
: : 4 1 nN-n) 1
Pr( jede Stichprobe) = (K. )" = = =
(J p ) ( N™*n ) N Kn NI [Nj
n

Im Unterschied zur Auswahl ohne Zurticklegen, bei der die n ausgewahlten Elemente in n! je-

weils gleich wahrscheinlichen Anordnungen variieren kdnnen, mus bei einer Auswahl mit Zu-

riicklegen die Zahl der mehrfach ausgewéhlten Elemente berticksichtigt werden.
So gibt es bei der einfachen Zufallsauswahl mit Zurlcklegen von n=4 aus N=3 Elementen
insgesamt 3* = 81 Stichproben bei Beriicksichtigung der Reihenfolge. Wird die Reihenfolge
nicht berucksichtigt, gibt es ,,6 Gber 4 = 15 ununterscheidbare Kombinationen. Bei den 3
Kombinationen {a,a,a,a}, {b,b,b,b} und {c,c,c,c} gibt es nur jeweils eine Anordnung, bei den
6 Kombinationen {a,a,a,b}, {a,a,a,c}, {b,b,b,a}, {b,b,b,c}, {c,c,c,a} und {c,c,c,b} gibt es da-
gegen jeweils 4 Anordnungen, z.B. bei der ersten (a,a,a,b), (a,a,b,a), (a,b,a,a) und (b,a,a,a).
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Realisierungswahrscheinlichkeit von Stichproben bei einfachen Zufallsauswahlen

Bei den 3 Kombinationen mit jeweils 2 und 2 gleichen Elementen {a,a,b,b}, {a,a,c,c,} und
{b,b,c,c} gibt es jeweils 6 Anordnungen, z.B. bei der ersten (a,a,b,b), (a,b,a,b), (a,b,b,a),
(b,a,a,b), (b,a,b,a) und (b,b,a,a). SchlieRlich gibt es bei den 3 Kombinationen {a,a,b,c},
{b,b,a,c} und {c,c,a,b} mit 2 gleichen und 2 verschiedenen Elementen jeweils 12 Anordnun-
gen, z.B. bei der ersten (a,a,b,c), (a,a,c,b), (a,b,a,c), (a,b,c,a), (a,c,a,b), (a,c,b,a), (b,a,a,c),
(b,a,c,a), (b,c,a,a), (c,a,a,b), (c,a,b,a) und (c,b,a,a).

Generell ergibt sich die Zahl der Anordnungen (Permutationen) in einer Menge von n Elemen-
ten, von denen jeweils ny, n,, ..., n, gleich und damit ununterscheidbar sind, so dass n, + n, + ...+

Ny = N, nach: (n,+n,+...+n)!

P(N,N,,....N) =
(MMM ntn,t...-n.!

Die Auswahlwahrscheinlichkeit einer Stichprobe mit n, Elementen ,,a“, n, Elementen ,,b*, ...
und n, Elementen ,,k* bei einer einfachen Zufallsauswahl mit Zurticklegen von n aus N
Elementen und ohne Berticksichtigung der Anordnung betragt daher:

-1
. N" n!

Zur Demonstration konnen diese Berechnungen auf die beiden Eingangsbeispiele ange-
wendet werden.
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Stichprobenwahrscheinlichkeit bei einfacher Zufallsauswahl ohne Zurtcklegen
\or der ersten Ziehung
Erste Ziehung

\or der zweiten Ziehung

Zweite Ziehung

U U AN U o) U U 2 kz_J U U Nach der zweiten Ziehung

{1,2} {13} {14} {21} {2,3} {24} {31} {3.2} {3.4} {41} {4,2} {4,3} Resultierende Stichprobe

Pr( jede Stichprobe) = 1 :(N—”) (4-2)! 2 1 mitBeriicksichtigung
A N! A 24 12 der Reihenfolge

Pr jede Stichprobe) 1 _nk(N-n)t 2121 4 1  ohne Beriicksichtigung
. Probe)= Ko NI 4 24 6 der Reihenfolge

In Abh&ngigkeit von der Beriicksichtigung bzw. Nichtberucksichtigung der Reihenfolge
der Ziehung hat jede der 12 Stichproben eine Wahrscheinlichkeit von 1/12 oder 1/6.
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Realisierungswahrscheinlichkeit bei einfacher Zufallsauswahl mit Zurtcklegen

\or der ersten Ziehung
Erste Ziehung

\or der zweiten Ziehung
Zweite Ziehung

L132J L 132J Llsz J [ 132J L 132J LlszJ L 132J L]‘;Z J [132 J Nach der zweiten Ziehung

{1,1} {1,2} {1,3} {21} {2,2} {2,3} {3,1} {3,2} {3,3} Resultierende Stichprobe

. . 1 1 1 mit Berucksichtigung
Pr( jede Stichprobe)=— == == der Reihenfolge
N" 3 9
N+n-1 3+2-1 e
* _|°t — 6 Stichproben, ohne Beru<_:k5|cht|gung
n 2 der Reihenfolge
N _ o n! 21 1
wobei: Pr(Stichprobe mit identischen Elementen ) = ===
N".nl 3°.21 9
n! 2! 2

und:  Pr(Stichprobe mit verschiedenen Elementen) = — = ==

N".ntn,! 3°L1L11 9
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Lerneinheit 10:
Zufallsvariablen und Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Die Berechnung der Ziehungswahrscheinlichkeit einer Stichprobe ist nur der erste Schritt bei der
Abschéatzung der Risiken von Fehlentscheidungen bei Induktionsschliissen von einer Stichprobe
auf die Population, aus der die Stichprobe kommt.

Von Interesse sind i.a. ndmlich nicht die Stichproben an sich, sondern Kennwerte, die aus der
resultierenden Verteilung in einer Stichprobe berechnet werden und als Schatzung entsprechen-
der Kennwerte in der Population herangezogen werden.

Als Eingangsbeispiel zur Wahrscheinlichkeitsrechnung (in L08) wurde die Auswahl von
Haushalten betrachtet. Das Beispiel beinhaltet eine einfache Zufallsauswahl mit Zuriick-
legen von n=2 aus N=6 Haushalten. Von Interesse kdnnte etwa das mittlere Einkommen
in der Population der N=6 Haushalte sein.

Der Einfachheit halber sei angenommen, dass die Haushaltsnummer das Haushaltsein-
kommen in 1000 € pro Monat angibt. Haushalt 1 hat also ein Einkommen von 1 Tsd. €,
Haushalt 2 ein Einkommen von 2 Tsd € ... und Haushalt 6 schlieBlich von 6 Tsd. €.

Bei Berticksichtigung der Anordnung gibt es 62 = 36 unterscheidbare Stichproben. Wenn zur
Schétzung des Einkommens in jeder Stichprobe das durchschnittliche Einkommen der Haushalte
in den einzelnen Stichproben berechnet wird, ergeben sich allerdings nur 11 verschiedene Mit-
telwerte.
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Zufallsvariablen und Wahrscheinlichkeitsverteilungen

N

@

O T T
0 1 2 3 4 5 6

&

Haushaltsnummer der zweiten

Haushaltsnummer der ersten Auswahl

Wird zweimal Haushalt Nr. 1 ausgewahlt, betrégt das Durchschnittseinkommen in der
Stchprobe 1000 €.

Wird zuerst Haushalt Nr. 1 und dann Haushalt Nr 2 ausgewahlt oder erst Haushalt Nr. 2
und dann Haushalt Nr. 1, betragt das Durchschnittseinkommen in den beiden Stichproben
jeweils 1500 €.

Wird zweimal Haushalt Nr. 2 ausgewahlt oder Haushalt Nr. 1 und Haushalt Nr. 3, ergibt
sich jeweils ein Durchschnittseinkommen in den Stichproben von 2000 €.
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Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Elemente in Realisierungswahr-  Mittleres

& 6 Stichprobe scheinlichkeit Einkommen
2 5 | {1,1} 1/36 1000 €
o {2,1} 2/36 1500 €
B _ ¢ {3,1}{2.2} 3/36 2000 €
£S,. {4,1}{3,2} 4/36 2500 €
£ 3 {51}{4,2}{3,3} 5/36 3000 €
g 2 {6,1}{5,2}{4,3} 6/36 3500 €
R {6,2}{5,3}{4,4} 5/36 4000 €
= {6,3}{5.4} 4/36 4500 €
I O ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ - {6,4}{5,5} 3/36 5000 €
0 1 2 3 4 5 ¢ {65} 2/36 5500 €
Haushaltsnummer der ersten Auswahl {6.6} 1/36 6000 €

Summe: 36/36

Da jede Stichprobe ein Ereignis eines Zufallsexperiments ist, gilt dies auch fiir das in einer
Stichprobe berechnete Durchschnittseinkommen. Die Realisierungswahrscheinlichkeit eines
Durchschnittseinkommens ergibt sich als Summe der Realisierungswahrscheinlichkeiten der
Stichproben, die zu diesem Durchschnittseinkommen fihren.
Die Tabelle zeigt so fiir jedes der 11 méglichen Durchschnittseinkommen in den Stichpro-
ben die jeweilige Auftretenswahrscheinlichkeit. Die Realisierungswahrscheinlichkeiten
ergeben eine unimodale, symmetrische Wahrscheinlichkeitsverteilung um den Wert 3500 €.
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Zufallsvariablen

Elemente in Realisierungswahr-  Mittleres

& 6 Stichprobe scheinlichkeit Einkommen
2 5 | {1,1} 1/36 1000 €
o {2,1} 2/36 1500 €
B _ ¢ {3.1}{2.2} 3/36 2000 €
2SS, {4,1}{3,2} 4/36 2500 €
£ § {51}{4,2}{3,3} 5/36 3000 €
g 2 {6,1}{5,2}{4,3}  6/36 3500 €
R {6,2}{5,3}{4,4} 5/36 4000 €
= {6,3}{5.4} 4/36 4500 €
I O ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ - {6,4}{5,5} 3/36 5000 €
0 1 2 3 4 5 6 {65} 2/36 5500 €
Haushaltsnummer der ersten Auswahl {6.6} 1/36 6000 €

Summe: 36/36

Die unterschiedlichen Auspréagungen des mittleren Einkommens in den Stichproben kénnen zu
einer Variable ,,Durchschnittseinkommen in den Stichproben* zusammengefasst werden.

Im Unterschied zu empirischen Variablen weist diese Variable keine empirischen Auftretens-
haufigkeiten ihrer Auspragungen auf, sondern Auftretetenswahrscheinlichkeiten.

Variablen, deren Auspragungen mit (im Prinzip berechenbaren) Auftretenswahrscheinlichkeiten
realisiert werden, heilRen Zufallsvariablen.
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Zufallsvariablen und Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Elemente in Realisierungswahr-  Mittleres

Stichprobe scheinlichkeit Einkommen

{1,1} 1/36 1000 € 02l

{2,1} 2/36 1500 € 1

{3,1}{2,2} 3/36 2000 €

{4,1}{3,2} 4/36 2500 € Sorl

{5,1}{4,2}{3,3} 5/36 3000 € e

{6,1}{5,2}{4,3} 6/36 3500 €

{6,2}{5,3}{4,4} 5/36 4000 € -

{6,3}{54} 4/36 4500 € 017

{6,4}{5,5} 3/36 5000 € -

{6,5} 2/36 5500 € -

{6’6} 1/36 6000€ 0.0 HHHHHHHHHH
e 36/36 00 10 20 30 40 50 6.0 70

Mittleres Einkommen

Die Auftretenswahrscheinlichkeiten der Auspragungen definieren die Wahrscheinlichkeits-
funktion einer Zufallsvariablen X, die jeder Auspragung ihre Realisierungswahrscheinlichkeit
zuordnet. Wahrscheinlichkeitsfunktionen der Auspragungen einer Zufallsvariable X werden
durch Pr(X) oder f(x) symbolisiert.

Die Auftretenswahrscheinlichkeiten der Auspragungen einer Zufallsvariablen entsprechen den
relativen Auftretenshaufigkeiten der Auspragungen einer empirischen Verteilung.
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Zufallsvariablen und Wahrscheinlichkeitsverteilungen

X (mittleres Wahrscheinlich- Verteilungs- L0
Einkomen in €)  keitsfunktion funktion 09 |
1000 1/36 1/36 08
1500 2/36 3/36 07 1
2000 3/36 6/36 05
2500 4/36 10/36 -
3000 5/36 15/36 £05
3500 6/36 21/36 04
4000 5/36 26/36 03 ¢
4500 4/36 30/36 02
5000 3/36 33/36 o1 T
5500 2/36 35/36 o0 T
6000 1/36 36/36 0.0 1.0 20 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0
Summe: 36/36 Mittleres Einkommen

Die Aufsummierung der Wahrscheinlichkeitsfunktion ergibt die Verteilungsfunktion F(X),
die fur jede Zahl die Wahrscheinlichkeit angibt, dass eine Realisierung kleiner oder gleich dieser

Zahl ist:
F(X'=Xx)=Pr(X<x)

Die Verteilungsfunktion von Zufallsvariablen entspricht der empirischen \Verteilungsfunktion
empirischer Variablen, also der Aufsummierung der relativen Haufigkeiten, mit denen eine
Auspragung vorkommt.
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Zufallsvariablen und Wahrscheinlichkeitsverteilungen

10 ¢

X (mittleres  Wahrscheinlich- Verteilungs- oo
Einkomen in €)  keitsfunktion funktion ;

1000 1/36 1/36 08 %

1500 2/36 3/36 07§ Qos

2000 3/36 6/36 0s

2500 4/36 10/36 % os b

3000 5/36 15/36 =%

3500 6/36 21/36 04 %

4000 5/36 26/36 03 f

4500 4/36 30/36 oz & Qo1

5000 3/36 33/36 3

5500 2136 35/36 “t

6000 1/36 36/36 0.00-0 1.;”IIIIII,(;HIIIIILI(;HI IIILI;IIIIIIi:i(;iIIIIIIIGI(;IIIIIII;io
Summe: 36/36 ' ' - ' ' v ' '

Mittleres Einkommen

Analog zu empirischen Verteilungsfunktionen lassen sich auch fir Zufallsvariablen aus der Um-
kehrung der Verteilungsfunktion Quantilwerte berechnen, die wie empirische Quantilen bei
empirischen Verteilungen berechnet werden.
So ist das z.B. das 10%-Quantil der Wert, bei dem die Verteilungsfunktion erstmals den Anteil
0.1 erreicht oder Gberschreitet.
Das 50%-Quantil ist bei Zufallsvariablen immer gleichzeitig der Median, da es bei Wahrschein-
lichkeiten keine geraden und ungeraden Fallzahlen gibt.

Im Beispiel betragt der Median 3500 €.
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Zufallsvariablen und Wahrscheinlichkeitsverteilungen

X (mittleres Wahrscheinlich-  \erteilungs- Quan-

Einkomen in €)  keitsfunktion funktion tile X Pr(X) X2 . Pr(X)
1000 1/36 =0.0278  1/36 =0.0278 1000/36 1000000/36
1500 2/36 =0.0555  3/36 =0.0833 3000/36 4500000/36
2000 3/36 =0.0833 6/36 =0.1667 10%  6000/36  12000000/36
2500 4/36 =0.1111 10/36 =0.2778 25% 10000/36  25000000/36
3000 5/36 =0.1389 15/36 = 0.4167 15000/36  45000000/36
3500 6/36 =0.1667 21/36 =0.5833 50% 21000/36  73500000/36
4000 5/36 =0.1389 26/36 =0.7222 20000/36  80000000/36
4500 4/36 =0.1111 30/36 =0.8333 75% 18000/36  81000000/36
5000 3/36 =0.0833 33/36 =0.9167 90% 15000/36  75000000/36
5500 2/36 =0.0555 35/36 =0.9722 11000/36  60500000/36
6000 1/36 = 0.0278 36/36 = 1.0000 6000/36  36000000/36

Summe: 36/36 = 1.0000 126000/36 493500000/36

3500 13708333.33
Analog zu empirischen Verteilungen lassen sich auch fir Zufallsvariablen weitere Kennwerte

berechnen. Das arithmetische Mittel heil3t bei Zufallsvariablen Erwartungswert i, (,,mi von
X*) und ist die Summe aus den Auspragungen mal deren Auftretenswahrscheinlichkeiten:

K
(X)) =py = ZPr(x(k))-x(k)
k=1

Im Beispiel ergibt sich ein Erwartungswert von 3500 €.
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Zufallsvariablen und Wahrscheinlichkeitsverteilungen

X (mittleres Wahrscheinlich- ~ Verteilungs- Quan-

Einkomen in €) keitsfunktion funktion tile X - Pr(X) X2 . Pr(X)
1000 1/36 =0.0278  1/36 =0.0278 1000/36 1000000/36
1500 2/36 =0.0555 3/36 = 0.0833 3000/36 4500000/36
2000 3/36 =0.0833 6/36 =0.1667 10% 6000/36  12000000/36
2500 4/36=0.1111 10/36 =0.2778 25% 10000/36  25000000/36
3000 5/36 = 0.1389 15/36 = 0.4167 15000/36  45000000/36
3500 6/36 = 0.1667 21/36 =0.5833 50% 21000/36  73500000/36
4000 5/36 = 0.1389 26/36 = 0.7222 20000/36  80000000/36
4500 4/36 =0.1111 30/36 =0.8333 75% 18000/36  81000000/36
5000 3/36 =0.0833 33/36 =0.9167 90% 15000/36  75000000/36
5500 2/36 = 0.0555 35/36 =0.9722 11000/36  60500000/36
6000 1/36 =0.0278 36/36 = 1.0000 6000/36  36000000/36

Summe: 36/36 = 1.0000 126000/36 493500000/36

3500 13708333.33

Die Varianz o2y (ausgesprochen ,,sigma-Quadrat von X*) ist der Erwartungswert der quadrierten
Abweichungen vom Erwartungswert:

K K
o’ (X) = Gi - |(Z;Pr(x(k))'(x(k) _Hx)z = kZ;Pr(x(k))'x(zk) _Hi

Im Beispiel betrégt die Varianz o?(X) = 1 458 333.33 €2 (=13708333.33-35002) und die
Standardabweichung o(X) = 1207.61 €.
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Das Gesetz der grof3en Zahl

Die Auftretenswahrscheinlichkeiten der Ausprdgungen von Zufallsvariablen in Wahrscheinlich-
keitsverteilungen entsprechen den relativen Haufigkeiten von Realisierungen in empirischen
Verteilungen.

Es scheint also eine Ahnlichkeit zwischen relativen Haufigkeiten und Wahrscheinlichkeiten zu
geben.

Diese Ahnlichkeit wird in der frequentistischen Definition der Wahrscheinlichkeit genutzt:
Die Wahrscheinlichkeit Pr(A) eines Ereignisses A ist gleich dem Grenzwert
der relativen Auftretenshéufigkeit n,/ n dieses Ereignisses, wenn die Zahl der
Wiederholungen n des Zufallsexperiments, zu dessen Ereignissen A gehort,
uber alle Grenzen wéchst:

Iim(n—’*j =Pr(A)

Nn—o0 n

Die frequentistische Wahrscheinlichkeitsdefinition fihrt zu einem scheinbar empirischen Wahr-
scheinlichkeitsbegriff, da Wahrscheinlichkeiten nach dieser Definition praktisch relative Hau-
figkeiten sind.

Da es aber empirisch unmdglich ist, Zufallsexperimente tatsdchlich unendlich oft zu wieder-
holen, kénnen sie nicht direkt beobachtet werden.
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Das Gesetz der grof3en Zahl

Begriindet wird die frequentistische Sicht auf Wahrscheinlichkeit oft durch das

Gesetz der grol3en Zahl:
Wenn die Zahl n der Wiederholungen eines Zufallsexperiments (iber alle Grenzen steigt,
dann néhert sich die Wahrscheinlichkeit, dass der Abstand der relativen Haufigkeit n,/n
eines Ereignisses A von der Wahrscheinlichkeit Pr(A) dieses Ereignisses im einfachen
Zufallsexperiment kleiner oder gleich einer beliebig kleinen positiven Zahl ¢ ist, dem

Wert Eins an.
< SD =1

Das Gesetz der groRen Zahl lasst sich formal beweisen, soll hier allerdings nur an einem

Beispiel verdeutlicht werden.
Fir das Beispiel wird eine Miinze wiederholt geworfen. Ein solcher Minzwurf 1&sst sich
als Zufallsexperiment mit zwei moglichen Ergebnissen ,,Kopf*“ und ,,Zahl*“auffassen, die
im folgenden durch die Buchstaben A fur ,,Kopf*“ und B fir ,,Zahl* symbolisiert werden.
Entsprechend der klassischen Wahrscheinlichkeitsdefinition wird unterstellt, dass die
Realisierungswahrscheinlichkeit jedes der beiden Ergebnisse 0.5 betragt. Denkbar sind
aber auch beliebige andere Werte, die sich zu 1.0 summieren.

Bei z.B. 3 Wiederholungen sind 8 (= 2:2-2) Ergebnisse moéglich:
(AJAJA), (AJAB), (ABA), (B,AA), (AB,B), (B,A,B), (B,B,A) und (B,B,B)

—A—Pr(A)

Iim(Pr( n

n
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Das Gesetz der grof3en Zahl

Das Zufallsexperiment des Miinzwurfs entspricht einer einfachen Zufallsauswahl von n aus
N=2 Elementen (ndmlich A und B) mit Zurticklegen.

Die Aufretenswahrscheinlichkeit jeder Stichprobe bei Beriicksichtigung der Anordnung betragt
daher N, hier also bei 3 Wiederholungen 2-3 = 1/8.

Soll die relative Haufigkeit des Ereignisses A (,,Kopf“) berechnet werden, interessiert allerdings
nicht die Wahrscheinlichkeit einer beliebigen Stichprobe, sondern die Wahrscheinlichkeit, dass
bei n Wiederholungen genau n, mal ,,Kopf* vorkommt. Wenn dies der Fall ist, muss n-n, = ng
mal ,,Zahl“ vorkommen.

Die Wahrscheinlichkeit, dass bei n Wiederholungen insgesamt n, mal ,,Kopf* vorkommt, ist
dann gleich der Auftretenswahrscheinlichkeit einer einfachen Zufallsauswahl von n aus N=2
mit Zurlcklegen und n, und ng Wiederholungen. Die Wahrscheinlichkeit berechnet sich somit

nach:
| | " | n n
Pr(nA): n. = n' (ij :—n. (lj = O5n
N"-n,tng! n,.tng! \N nak(n—ny )t (2 n,

Da die relative Auftretenshaufigkeit p, von A (,,Kopf“) der Quotient n/n ist, lassen sich auch
die Auftretenswahrscheinlichkeiten aller realisierbaren relativen Haufigkeiten von A tiber diese
Formel berechnen:

I I " n
Pr(n_Aj= n. _ n. .(lj — .0.5n
n) N'-nutng! n.t(n—ny) (2 N,
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Das Gesetz der grof3en Zahl

Als Beispiel werden die Wahrscheinlichkeiten bei n=3 berechnet. Jede der 8 (=23) Stich-
proben (A,AA), (A/AB), (AB,A), (B,AA), (AB,B), (B,AB), (B,B,A) und (B,B,B) hat eine
Auftretenswahrscheinlchkeit von 1/8.

Die Wahrscheinlichkeiten der relativen Haufigkeiten des Ereignisses A (,,Kopf*) berech-
nen sich nach:

Ereignis keinmal ,,Kopf* (B,B,B):

n=3,n,= 0 = Pr(p, = 0/3) = 3!/(0!-3!) -0.53 = 1/8 = 0.125

Ereignisse einmal ,,Kopf*“ (A,B,B), (B,A,B), (B,B,A):

n=3,n,=1 =Pr(p,=1/3) =3!/(11-21) -0.5® = 3/8 =0.375

Ergebnisse zweimal ,,Kopf* (A,A,B), (B,A,A), (A,B,A):

n=3,n,=2 =Pr(p, =2/3) =3!/(2!-11) -0.5® = 3/8 = 0.375

Ereignis dreimal ,,Kopf*“ (A,AA):

n=3,n,=3 =PR(p, =3/3) =3!/(3!-0!) 0.5 =1/8 =0.125

Uber die Wahrscheinlichkeiten der Anteile lasst sich anschlieBend ausrechnen, wie wahrschein-
lich es ist, dass die realisierte relative Haufigkeit innerhalb eines Intervalls liegt.

So kann z.B. berechnet werden, wie wahrscheinlich es ist, dass die relative Haufigkeit

des Ereignisses A (,,Kopf*) beim dreimaligen Werfen einer Minze im Intervall 0.5 #0.2

= 0.3 bis 0.7 liegt.

Bei n=3 Wiirfen betragt diese Wahrscheinlichkeit 6/8, namlich die Summe der Auftretens-

wahrscheinlichkeit des Ereignissen 1 mal A (— rel. Haufigkeit: 1/3 > 0.3) und 2 mal A

(— rel. Haufigkeit: 2/3 < 0.7).
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Das Gesetz der grof3en Zahl

Wahrscheinlichkeit einer relativen Haufigkeit zwischen 0.3 und 0.7 bei n=1 Simulation von 50000
bis n=18 Wiederholungen eines ausgewogenen Miipze. Wirfen einer Miinze

n Pr(0.3<p,<0.7) n Pr(0.3<p,<0.7) n Pr(0.3<p,<0.7) n Pa  PA—0.5

1 0.00 7 0.55 13 0.91 10 .200 -.300

2 0.50 8 0.71 14 0.82 100 .500  .000

3 0.75 9 0.82 15 0.88 500 .524  .024

4 0.38 10 0.66 16 0.92 1000 .474 -.026

5 0.63 11 0.77 17 0.86 5000 .495 -.005

6 0.78 12 0.85 18 0.90 10000 .507  .007

50000 .504 .004

Die Tabelle zeigt die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten von n=1 bis n=18 Wiederho-
lungen des Minzwurfs. Ganz entsprechend dem Gesetz der grofien Zahl steigt — mit ge-
wissen Schwankungen — die Wahrscheinlichkeit immer mehr an, dass die relative Hau-
figkeit Kopf im Intervall 0.5#0.2 liegt.

Ein dhnliches Egebnis ergibt auch der empirische \Versuch.
So zeigt die Tabelle rechts oben den Anteil des Ereignisses A, wenn in einer Computer-
simulation tatsachlich wiederholt eine Miinze geworfen wird, deren Auftretenswahrschein-
lichkeit von ,,Kopf* 0.5 ist. Je mehr die Anzahl der Wiederholungen ansteigt, um so mehr
nahert sich die relative Haufigkeit von ,,Kopf*“ der Auftretenswahrscheinlichkeit 0.5 an.
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Wahrscheinlichkeit und relative Haufigkeit

Obwohl es also eine Beziehung zwischen empirischen relativen Haufigkeiten und Wahrschein-
lichkeiten zu geben scheint, sollte doch Kklar sein, dass der statistische Begriff der ,,Wahrschein-
lichkeit* eine theoretische Modellvorstellung ist und kein reales (empirisches) Phdanomen be-
zeichnet.

Im Gesetz der grolien Zahl wird zwar eine Beziehung zwischen empirischen relativen Haufig-
keiten und Wahrscheinlichkeiten hergestellt.
Gleichwohl beinhaltet der frequentistische Wahrscheinlichkeitsbegriff einen (fehlerhaften)
Zirkelschluss, falls er mit dem Gesetz der groRen Zahl begrundet wird: Im Gesetz der grofen
Zahl taucht ndmlich bereits der Begriff der Wahrscheinlichkeit auf, der doch erst durch den
frequentistische Begriff definiert werden soll.
Die frequentistische Definition ware erst dann nicht zirkular, wenn es gelange, die Forde-
rung der ,,Wiederholung eines Zufallsexperiments unter gleichen Bedingungen* unabhén-
gig vom Begriff der statistischen Unabhangigkeit zweier Ereignisse zu definieren.

Ungeachtet dieses logischen Problems flihrt der frequentistische Wahrscheinlichkeitsbegriff
jedoch zu einer intuitiven und hilfreichen Vorstellung der Bedeutung des Wortes ,,Wahrschein-
lichkeit".

Ein Vorteil gegentiber dem klassischen Wahrscheinlichkeitsbegriff liegt insbesondere auch dar-
in, dass nicht unterstellt werden muss, dass Elementarereignisse mit gleicher Wahrscheinlich-
keit auftreten mussen. Stattdessen kann durch Wiederholen gewissermalien empirisch ,,gepruft
werden, ob z.B. eine Miinze oder ein Wirfel ausgewogen ist, d.h. zu gleichwahrscheinlichen
Ergebnissen fihrt.
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Kennwerteverteilungen als Verbindungsglied zwischen
Populationsparameter und Stichprobenstatistiken

Das Beispiel der zufalligen Auswahl von n=2 aus N=6 Haushalten zeigt, dass bezogen auf eine
konkrete Stichprobe das durchschnittliche Haushaltseinkommen in dieser Stichprobe ein Kenn-
wert der empirischen Einkommensverteilung in der Stichprobe ist, bezogen auf die Wahrschein-
lichkeitsverteilung der durchschnittlichen Haushaltseinkommen in den Stichproben dagegen eine
Realisierung einer Zufallsvariable.

Ziel der Berechnung eines Stichprobenmittelwerts ist i.a. die Schatzung eines Populationskenn-
wertes, im Beispiel des durchschnittlichen Haushaltseinkommens in der Population. Die Kenn-
werte einer Population heilRen auch Populationsparameter. Da die Werte von Populationspara-
metern in der Regel unbekannt sind, sollen sie mit Hilfe von Stichprobendaten geschéatzt werden.
Hierzu werden aus den Realisierungen einer Stichprobe moglichst geeignete Kennwerte berech-
net, die in der Statistik ,,Stichprobenstatistiken* oder einfach ,,Statistiken* heiRen.

Bezogen auf die Menge der mdglichen Stichproben ist eine Statistik eine Zufallsvariable, deren
Wahrscheinlichkeitsverteilung auch als Kennwerteverteilung bezeichnet wird, da es sich um die
(Wahrscheinlichkeits-) Verteilung von Stichprobenkennwerten tiber verschiedene Stichproben
handelt.

Insgesamt mussen daher drei Arten von Verteilungen unterschieden werden:

1. die Verteilung aller Elemente in einer Population,

2. die Verteilung von Realisationen in einer Zufallsstichprobe aus dieser Population und
3. die Kennwerteverteilung von Stichprobenstatistiken (ber alle mdglichen Stichproben.
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Stichprobenkennwerte, Kennwerteverteilungen und Populationsparameter

PiXy Py (X,)?
166.67  166666.67 X —3500.00
33333 66666667 ,
500.00  1500000.00 Sx =15166666.67 —3500
666.67  2666666.67 — 2916666.67
8333  4166666.67
1000.00 600000000 Sy =V2916666.67 =1707.83

3500.00 15166666.67

Als Beispiel wird wieder die Population von N=6 Haushalten herangezogen, aus denen in
einer einfachen Zufallsauswahl mit Zuriicklegen n=2 Haushalte ausgewahlt werden. Die
blau unterlegte Tabelle gibt die empirische Haufigkeitsverteilung dieser Population
wieder.

Fiur diese Verteilung ergibt sich ein Mittelwert von X= 3 500 € und eine Varianz von

S?, =2 916 666.67 € bzw. eine Standardabweichung von S, = 1 707.83 £.

Zur Unterscheidung der drei Populationen sind hier die Populationsparameter durch
groRRe lateinische Buchstaben symbolisiert, also X-quer fir den Mittelwert und S?, bzw

Sy fur die Varianz bzw. Standardabweichung.
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Stichprobenkennwerte, Kennwerteverteilungen und Populationsparameter

Stichprobenverteilung 1

Haush. {1,1}

einkom. n, p,  cp, Pi Xy Py (X)?
1000 1 05 05 500.00 500000.00
1000 1 05 1.0 500.00 500000.00
Summe: 2 1.0 1000.00 1000000.00

X, =1000 ; s? =1000000 -1000* =0 ; s, =0

Stichprobenverteilung 2

Haush. {1,2}
X =3500 ginkom. n, p,  cp, DX, P (X,)?
, 1000 1 05 05 500.00 500000.00
Sy =2916666.67 2000 1 05 1.0 1000.00  2000000.00
S, =1707.83 Summe: 2 1.0 1000.00  2500000.00

X, =1500 ; s2 = 2500000 — 15007 = 250000 ; 5, = 500

Die Populationsverteilung und deren Parameter sind in der Realitat nicht oder nur bei sehr ho-
hem Aufwand beobachtbar. Als Ersatz wird eine Stichprobe gezogen und aus der Stichproben-
verteilung werden Stichprobenstatistiken berechnet.

Als Beispiel sind grin unterlegt zwei mogliche Stichproben dargestellt und deren Stichpro-
benmittelwerte und -varianzen berechnet, symbolisiert durch kleine mit der Stichproben-
nummer indizierte lateinische Buchstaben (z.B. s, und s, fir Standardabweichungen).
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Stichprobenkennwerte, Kennwerteverteilungen und Populationsparameter

Stichprobenverteilung 1 Kennwerteverteilung:

Haush. {1,1} X, (mittleres  Wahrscheinlich- Verteilungs-
einkom. n, p, cp, Einkomen in €)  keitsfunktion funktion
1000 1 05 05 1000 1/36 1/36
1000 1 05 1.0 1500 2/36 3/36
Summe: 2 1.0 2000 3/36 6/36
- 2500 4/36 10/36
x, =1000 3000 5/36 15/36
: . 3500 6/36 =1/6 21/36
|?Itlchﬁ)roi)e;nvertelIung 2 4000 5/36 26/36
S — 3500 eiﬁifm']{ : } _ 4500 4136 30/36
= -k K k 5000 3/36 33/36
2 e L e s 5500 2136 35/36
Sx = 291060667 2000 1 05 10 6000 1/36 36/36
— Summe: 2 1.0
Sy =1707.83 Summe: 36/36
X, =1500 u(X)=3500 ; 6% (X) =1458333.33 ; (X ) =1207.61

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Stichprobenmittelwerte tber alle Stichproben ergibt
schlieBlich die Kennwerteverteilung (grau unterlegt), die das Verbindungsglied zwischen Stich-
probe und Population ist.
Die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Stichprobenmittelwerte wurde bereits als Beispiel
fir die Verteilung einer Zufallsvariable berechnet. Der Mittelwert der Kennwerteverteilung
betragt 3500 € und die Standardabweichung 1207.61 €
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Stichprobenkennwerte, Kennwerteverteilungen und Populationsparameter

Stichprobenverteilung 1 Kennwerteverteilung:

Haush. {1,1} X, (mittleres  Wahrscheinlich- Verteilungs-
einkom. n, p, cp, Einkomen in €)  keitsfunktion funktion
1000 1 05 05 1000 1/36 1/36
1000 1 05 1.0 1500 2/36 3/36
Summe: 2 1.0 2000 3/36 6/36
- 2500 4/36 10/36
x, =1000 3000 5/36 15/36
: . 3500 2/3=4 6/36=1/6 21/36
|?Itlchﬁ)rofe;nvertelIung 2 4000 5/36 26/36
S — 3500 eiﬁllii)rﬁ{ : ¥ _ 4500 4/36 30/36
= . k k K
, 1000 1 05 05 it i e
Sy =2916666.67 2000 1 05 1.0
S > 10 6000 1/36 36/36
Sx =1707.83 umme: : Summe: 36/36
X, =1500 1(X)=3500 ; o (X) =1458333.33 ; o(X) = 1207.61

Die Kennwerteverteilung ermoglicht Aussagen Uber die Risiken des Induktionsschlusses.
Im Beispiel lasst sich so aus der Kennwerteverteilung ablesen, dass mit einer Wahrschein-
lichkeit von 1/6 ein Stichprobenmittelwert genau mit dem Populationsmittelwert (3500 €)
ubereinstimmt und mit einer Wahrscheinlichkeit von 2/3 der Stichprobenmittelwert um
maximal 1000 € vom Populationsmittelwert abweicht.
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Stichprobenkennwerte, Kennwerteverteilungen und Populationsparameter

Stichprobenverteilung 1 Kennwerteverteilung:

Haush. {1,1} X, (mittleres  Wahrscheinlich- Verteilungs-
einkom. n, p, cp. Einkomen in €)  keitsfunktion funktion
1000 1 05 05 1000 1/36 1/36
1000 1 05 1.0 1500 2/36 3/36
Summe: 2 1.0 2000 3/36 6/36
- 2500 4/36 10/36
x, =1000 w00 )5 15/36
: . 3500 =4 6/36=1/6 21/36
|?Itlch:?roiae;nvertelIung 2 4000 5/36 26/36
S — 3500 eiﬁifm']{ : } _ 4500 4136 30/36
= -k K k 5000 3/36 33/36
2 e L e s 5500 2136 35/36
Sx = 291060667 2000 1 05 10 6000 1/36 36/36
— Summe: 2 1.0
Sy =1707.83 Summe: 36/36
X, =1500 u(X)=3500 ; 6% (X) =1458333.33 ; (X ) =1207.61

Wenn in der Statistik Aussagen Uber die Gite von Schéatzungen getroffen werden, beziehen sich
diese nicht auf eine konkrete Stichprobe, sondern immer auf die Kennwerteverteilung der Sta-
tistik, die zur Schatzung eines Populationsparameters herangezogen wird.
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Stichprobenkennwerte, Kennwerteverteilungen und Populationsparameter

Stichprobenverteilung 1 Kennwerteverteilung:

Haush. {1,1} X, (mittleres  Wahrscheinlich- Verteilungs-
einkom. n, p, cp, Einkomen in €)  keitsfunktion funktion
1000 1 05 05 1000 1/36 1/36
1000 1 05 1.0 1500 2/36 3/36
Summe: 2 1.0 2000 3/36 6/36
- 2500 4/36 10/36
x, =1000 S 15/36
. . 3500 =94 6/36=1/6 21/36
|?Itlchrm])roi)e;nvertelIung 2 4000 5/36 26/36
S — 3500 eiﬁllii)rﬁ{ : } _ 4500 4136 30/36
= =k Tk k 5000 3/36 33/36
2 e L e ks 5500 2/36 35/36
Sx = 291060667 2000 1 05 10 6000 1/36 36/36
= Summe: 2 1.0
Sy =1707.83 Summe: 36/36
X, =1500 u(X)=3500 ; o (X) =1458333.33 ; 5(X) =1207.61

Ein konkreter Stichprobenmittelwert kann vom gesuchten Populationsparameter trotz hoher
Stichprobengtite sehr stark abweichen.
So sind in den beiden aufgelisteten Stichprobenverteilungen 1 und 2 die Stichproben-
mittelwerte mit Werten von 1000€ und 1500€ deutlich vom Populationsmittelwert
mit 3500€ entfernt, obwohl der Erwartungswert der Kennwerteverteilung mit dem
Populationsmittelwert tbereinstimmt.
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Stichprobenkennwerte, Kennwerteverteilungen und Populationsparameter

Kennwerteverteilung: 82
X, (mittleres  Wahrscheinlich- Verteilungs- (X)
Einkomen in €)  keitsfunktion funktion 2
1000 1/36 1/36 _2916666.67
1500 2/36 3/36 B 2
2000 3/36 6/36
2500 4/36 10/36 =1458333.33
3000 5/36 15/36
3500 6/36 =1/6 21/36
4000 5/36 26/36
_ 4500 4/36 30/36 <
X =3500 5000 3/36 33/36 u(X) = 3500
S? = 2916666.67 5500 2/36 35/36 o’ (X)=1458333.33
6000 1/36 36/36
SX =170783 Summe: 36/36 G( ) 2120761

Die Kennwerteverteilung von Statistiken zur Schatzung von Popualtionsparamtern weist i.a.
Beziehungen zur Populationsverteilung auf.
So gilt fiir das Beispiel, das der Erwartungswert der Kennwerteverteilung gleich dem
Populationsmittelwert ist und dass die Varianz der Kennwerteverteilung gleich 1/2 mal
der Populationsvarianz ist.
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Lerneinheit 11 : Diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Die Binomialverteilung

Im Beispiel zum Gesetz der grofRen Zahl (s. Lerneinheit L10) wurde die Wahrscheinlichkeit
berechnet, mit der bei n Wurfen einer Miinze n, bzw p, = n,/n mal das Ereignis A (,,Kopf*)
auftritt. Dabei wurde unterstellt, dass die Wahrscheinlichkeit von ,,Kopf* wie ,,Zahl* jeweils
0.5 betragt. Wie &ndert sich die Wahrscheinlichkeiten, wenn die Auftretenswahrscheinlichkeit
Pr(A) nicht 0.5, sondern eine beliebige Zahl nt, zwischen 0 und 1 ist?
Wenn die Wahrscheinlichkeit von A Pr(A), im folgenden als 7z, bezeichnet, z. B. 0.4
betragt, dann ist die Wahrscheinlichkeit des komplementéren Ereignissen —A =B (im
Beispiel des Munzwurfs also ,,Zahl**) Pr(B) = 7z =1-0.4=0.6.
Generell gilt bei der Betrachtung komplementérer Ereignisse Aund B: ng = 1 — m,.

Wenn nun in den n Wiederholungen des Zufallsexperiemnts n, mal A auftritt, muss entspre-
chend ng = n — n, mal B auftreten. Die n Wiederholungen des Zufallsexperiments sind stati-
stisch unabh&ngig voneinander. Somit ist die Realisierungswahrcheinlichkeit einer beliebigen
Folge von Ergebnissen gleich dem Produkt der Realisierungswahrscheinlichkeiten jeder einzel-
nen Wiederholung.

Wenn z.B. bei n=5 Wiederholungen die Folge (A,B,A,A,B) auftritt, dann ist bei z, = 0.4

die Realisierungswahrscheinlichkeit dieser Folge:

Pr(AB,AAB) =04-06-0.4-04-06=0.4%-0.6°

Die gleiche Realisierungswahrscheinlichkeit hat jede andere Folge, bei der bei n=5

Wiederholungen n, = 3 mal A und ng = 2 mal B auftritt.
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Die Binomialverteilung

Im allgemeinen Fall tritt das Ereignis A eines Zufallsexperiments mit Realisierungswahrschein-
lichkeit w, und das komplementére Ereignis B = —A mit Wahrscheinlichkeit ntg auf, so dass
+ng =1

Wenn in einer Folge von n Wiederholungen des Zufallsexperiments n, mal A und ng mal B
realisiert wird, betrégt die Realisierungswahrscheinlichkeit dieser Folge bei Berticksichtigung
der Reihenfolge der Ziehung entsprechend:

Pr(nA)z(nA)nA -(nB)nB = A -(1—TEA)n7nA
=(1-mg)" ™ -me =Pr(ng)

Solange nur die Haufigkeiten n, und ng interessieren, ist die Reihenfolge der Ziehung der Ele-
mente irrelevant. Die Zahl der ununterscheidbaren Stichproben ist dann gleich der Zahl der Per-
mutationen P(n,,ng), unterschiedliche Folgen (Anordnungen) von n, mal A und ng mal B zu re-

alisieren:
n! n! n
P(n,,n
(Nane) = n,bng! nA'(l N (nAj
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Die Binomialverteilung

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit n, mal A und ng mal B ohne Berticksichtigung der Anord-
nungsreihenfolge zu erhalten, wobei n, + ng = n, ist wegen der Disjunktheit der verschiedenen
Anordnungen die Summe der Wahrscheinlichkeiten aller Anordnungen mit gleichem n, und ng
damit:

n n-n ni n-n
P = LA (1= A _ "a . (1— A
r(nA) [nAJ e ( T[A) nAl.(]__nA)l - ( nA)
n ng n-ng n! ng _ n-ng
:[HJ 1o e 1) <P ()

Diese Wahrscheinlichkeit gilt fir alle Zufallsexperimente, bei denen bei n Wiederholungen, die
Auftretenshdufigkeit eines Ereignisses A interessiert.
Ein Beispiel ist das Urnenmodell mit N Kugeln, von denen N, als A gekennzeichnet und Ng
als B gekennzeichnet sind, wenn wiederholt jeweils eine Kugel ausgewahlt und diese an-
schlielend wieder zurtick in die Urne gelegt wird. Die Wahrscheinlichkeit, bei einer
Ziehung eine als A gekennzeichnete Kugel zu ziehen ist bei jeder Ziehung 7, = N, /N, die
komplementare Wahrscheinlichkeit zz; = Ng /N =1 —7,.

Da in der statistischen Datenanalyse Ereignisse i.a. durch Zahlenwerte numerischer Variablen
bezeichnet werden, kann das Auftreten des Ereignisses A auch durch eine dichotome Variable A
beschrieben werden, die den Wert A=1 aufweist, wenn A auftritt, und den Wert A=0, wenn nicht
A, sondern B auftritt.
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Die Binomialverteilung

Anstelle von nt, und ntg werden die Realisierungwahrscheinlichkeiten daher meist durch rt; fur
das Ereignis A=1 und r, = 1 — mt; flr das Ereignis A=0 bezeichnet.

Die Wahrscheinlichkeit, dass bei n Wiederholungen n, mal das Ereignis A=1 und enstprechend
ny, = n—n, mal das Ereignis A=0 auftritt, kann dann als Wert der Wahrscheinlichkeitsfunktion
einer Zufallsvariable X mit den méglichen Ausprédgungen x =0, 1, 2, ..., n modelliert werden.

Die Realisierungswahrscheinlichkeiten der Auspragungen dieser Zufallsvariable X berechnen
sich dann als Wahrscheinlichkeiten, dass in den n Wiederholungen X = x mal das Ereignis A=1
auftritt:

Pr(X=xn,m,) :U(j-nf (1-m)"" mitx=0,12,...,n

Die nach dieser Formel berechnete Wahrscheinlichkeitsverteilung einer Zufallsvariablen X wird
Binomialverteilung genannt, wobeli
n, die Wahrscheinlichkeit ist, mit der ein interessierende Ereignis (A=1) im Zufallsexperi-
ment auftritt und
n die Zahl der unabh&ngigen Wiederholungen des Zufallsexperiments ist.
X ist dann binomialverteilt mit den Parametern n und =t;, was auch als b(X; n, ©t,) symbolisiert
wird.

Als Beispiele werden im folgenden die Binomialverteilungen b(X; 5, 0.5), b(X; 10, 0.5),
b(X; 10, 0.4) und b(X; 10, 0.7) betrachtet.
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Die Binomialverteilung
Pr(X) = b(X;5,0.5)

03195 0.5125 X Pr(X) FOX)  Pr(X)-X Pr(X)-x2
0 003125 0.03125 0.00000  0.00000
1 015625 0.18750 0.15625 0.15625
0.1563 0.1563 2 031250 050000 0.62500  1.25000
3 031250 0.81250 0.93750 2.81250
0.0313 00313 4 (.15625 0.96875 0.62500 2.50000
—u B 5 003125 1.00000 0.15625 0.78125
0 1 2 3 4 5 2.50000  7.50000
X
u,=25;05=75-25"=1.25
X Pr(X) FOX)  Pr(X)-X  Pr(X)-X2
Pr(X) = b(X;10,0.5) 0 0.00098 0.00098 0.00000  0.00000
0246 1 0.00977 0.01074 0.00977 0.00977
0205 0205 2 0.04395 0.05469 0.08789 0.17578
0.117 0.117 3 011719 0.17188 0.35156  1.05469
0.044 ©on 4 020508 0.37695 0.82031 3.28125
0.01 ‘ ol 5 0.24609 0.62305 1.23047 6.15234
6 0.20508 0.82813 1.23047 7.38281
ot | LJ - %09 7 011719 094531 0.82031  5.74219
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 8 0.04395 0.98926 0.35156 2.81250
X 9 0.00977 0.99902 0.08789  0.79102
,=5.0; 0% =27.5-50% =25 10 0.00098 1.00000 0.00977 0.09766
5.0000 27.50000
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Die Binomialverteilung X__Pr(X)  F(X) Pr(X)X Pr(X)Xx
Pr(X) = b(X:10,0.4) 0 0.00605 0.00605 0.00000 0.00000
1 0.04031 0.04636 0.04031 0.04031
0.2508 2 012093 0.16729 0.24186 0.48373
0215  0.2007 3 0.21499 0.38228 0.64497  1.93492
0.1209 0.1115 4 025082 0.63310 1.00329 4.01316
00408 0.0425 5 0.20066 0.83376 1.00329 5.01645
' 0-010550016 6 0.11148 0.94524 0.66886  4.01316
0.006 I o000l 7 0.04247 098771 0.29727  2.08090
— 8 0.01062 0.99832 0.08493 0.67948
°c 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 9 000157 0.99990 0.01416 0.12740
X 10 0.00010 1.00000 0.00105 0.01049
Hy =4.0;05=184-40°=24 4.00000 18.40000
X Pr(X) FOX)  Pr(X)-X  Pr(X)-X2
Pr(X) = b(X;10,0.7) 0 0.00001 0.00001 0.00000 0.00000
0.2668 1 0.00014 0.00014 0.00014 0.00014
0.2001  0.2335 2 0.00145 0.00159 0.00289 0.00579
003‘;-81029 3 0.00900 0.01059 0.02701  0.08102
0,009 0.1211 4 003676 0.04735 0.14703 0.58811
0.0014 5 0.10292 0.15025 0.51460 2.57298
0.0001 LJ 00281 6 020012 0.35039 1.20073 7.20435
- 7 0.26683 0.61722 1.86780 13.07457
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 8 0.23347 0.85069 1.86780 14.94236
X 9 012106 0.97175 1.08955 9.80593
n =7.0;0%=511-7.0°=2.1 10 0.02825 1.00000 0.28248  2.82475
7.0000 51.10000
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Die Binomialverteilung

Pr(X) = b(X;5,0.5)

0.3125 0.3125

0.1563 0.1563
0.0313 I I 0.0313
V—. T T T T T .—\
0 1 2 3 4 5
X

Pr(X) = b(X;10,0.5)

0.2461
0.2051 0.2051

0.1172 0.1172
0.0439 0.0439
0.0098 0.0098
0.001 0.001

o) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

X
Pr(X) = b(X;10,0.4)
0.2508
0215 0.2007

0.1209 0.1115
0.0425
0.0403 0.0106
0.0016
0.006 0.0001

o) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

X
Pr(X) = b(X;10,0.7)

0.2668
0.2001 0.2335
0.1029
0.0368 0.1211
0.009
0.0014
0.0001 0.0281
0o

[0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X
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Wie die grafische Darstellung verdeutlicht, hangt die Vertei-
lungsform vor allem von der Wahrscheinlichkeit =, ab, mit
der das Ereignis A (bzw. die Auspragung A=1 der dichoto-
men Variable A) auftritt.

Ist m,= 0.5 und dann wegen der Bedingung =, + m, = 1 also
auch m, = 0.5, dann ist die Verteilung symmetrisch. Ist
dagegen mt; < 0.5 (und entsprechend =, > 0.5), dann ist die
Verteilungs rechtsschief, ist m, > 0.5 (und entsprechend r, <
0.5), ist die Verteilungs linksschief.

Mit steigender Zahl der Wiederhoungen n erhoht sich die
Zahl der moglichen Auspragungen. Es kann gezeigt werden,
dass sich dabei bei mt; = 0.5 die Schiefe der Verteilung redu-
ziert.

Aus der Wahrscheinlichkeitsfunktion lasst sich durch Auf-
summieren die Verteilungsfunktion einer Binomialverteilung
berechnen:

F(X=x|X~b(X;n,m))=Pr(X<x)
-3 {an{ ~(1—n1)n_j

=0\ J

L11-7

Die Bernoulli-Verteilung

Der einfachste Fall einer Binomialverteilung ergibt sich, wenn n=1 ist, also das Zufallsexperi-
ment nur einmal ausgefuhrt wird. Eine solche Binomialverteilung b(X; 1, ;) wird auch Punkt-
Binomialverteilung oder nach dem Mathematiker Bernoulli Bernoulli-Verteilung genannt.

Fur die Bernoulli-Verteilung gilt also:
Pr(X=1) =, und Pr(X=0) = m,= 1 — ;. und entsprechend F(X=0) = 1 — &r; und F(X=1) = 1.
Erwartungswert und Varianz der Bernoulli-Verteilung sind dann:

H =7, -0+m -1=m und o2 :(n0-02+7c1-12)—n12 =n,-(1-m)=mm,

Da bei einer Binomialverteilung mit n > 1 n mal die Realisierung einer Bernoulli-Verteilung be-
obachtet wird und dabei die Zahl der Realisierungen A=1 aufsummiert wird, kann eine Binomi-
alverteilung mit den Parametern n und m; und auch als Summe statistisch unabhangiger Ber-
noulli-Verteilungen mit jeweils gleichen Parameterwert rt, aufgefasst werden. Die Binomial-
verteilung mit n > 1 ist also die Summe von n voneinander statistisch unabhéngiger Bernoulli-
Verteilungen mit gleichem Parameter r,.

Dies kann noch verallgemeinert werden.
Wird das Zufallsexperiment zunachst n, mal durchgefhrt, ergibt sich fir die Summe X,
der Ereignisse A=1 eine Binomialverteilung mit dem Parameter n, und 7.
Werden anschlielend weitere n, Vlersuche durchgefuhrt, ist die Summe X, der Ereignisse
A=1 dieser zweiten Wiederholungsreihe binomialverteilt mit dem Parameter n, und ;.
AuBerdem ist dann die Gesamtsumme X = X; + X, der Ereignisse A=1 binomialverteilt
mit dem Parameter n=n,+n, und 7.
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Summen voneinander unabhangiger Binomialverteilungen

Das Beispiel verdeutlicht, dass jede Summe von statistisch unabhangigen Binomialverteilungen
mit gleichem Parameter r; wiederum binomialverteilt ist:

Wenn X, binomialverteilt ist mit b(X;; n,, ©;) und X, binomialverteilt

mit b(X,; n,, w;), und X; und X, statistisch unabhéngig voneinander sind,

dann ist die Summe Y = X; + X, binomialverteilt mit b(Y; n;+n,, ).

Dabei gibt es einen interessanten Zusammenhang zwischen den Erwartungswerten und Varian-
zen der Ausgangsverteilungen.
Dies kann am Beispiel einer Bernoulli-Verteilung mit z; = 0.5 verdeutlicht werden:
Wenn 7z, = 0.5, dann ist p, = 0.5 und ¢% = 0.5 -(1-0.5) = 0.52 = 0.25.
Die oben dargestellten Binomialverteilungen b(X; 5, 0.5) und b(X; 10, 0.5) haben Erwar-
tungswerte p(X|b(X; 5, 0.5)) = 2.5 und pu(X|b(X;10, 0.5)) = 5.
Da 2.5 =5:0.5 und 5=10-0.5 weist dies darauf hin, dass der Erwartungswert der Summe
von n Bernoulli-Verteilungen gleich n mal dem Erwartungswert der Bernoulli-Verteilung
ist.
Gleiches zeigt sich bei den Varianzen: Die Varianz der Bernoulli-Verteilung mit 7z, = 0.5
ist 0.25, die der Binomialverteilung b(X; 5, 0.5) betragt 1.25 = 5 -0.25 und die der Bino-
mialverteilung b(X;10, 0.5) betragt 2.5 = 10 -0.25.
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Erwartungswert, Varianz und Schiefe von Binomialverteilungen

Das Beispiel demonstriert, dass Erwartungswert und Varianz einer Binomialverteilung eine ein-
fache Funktion der Modellparameter n und &, sind:

py =n-m und oy =n-m, -(1-m,) wenn X ~ b(X;n,m,)
Das Symbol ,,~“ bedeutet hier, das X entsprechend der rechts folgenden Wahrscheinlichkeits-
verteilung verteilt ist.

Da flr das dritte zentrale Moment einer Binomialverteilung gilt:
wy=n-m-(1-n)-(1-2-m)=n-m, -, - (m, — m,)

folgt fir die Schiefe der Verteilung:
M3 1-2-m T~ Ty

?z\/n-nl-(l—nl) z\/n-nl‘no

Aus der Gleichung fiir die Schiefe folgen die bereits erwahnten Eigenschaften der Binomial-

verteilung:

* ist m; = m,, ist der Schiefekoeffizient Null und die Verteilung symmetrisch.

» Steigt die Zahl der Wiederholungen n an, wird die Schiefe geringer, da im Schiefekoeffizien-
ten durch die Quadratwurzel von n geteilt wird und damit der Quotient bei steigendem n im-
mer kleiner wird.
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Erwartungswert und Varianz von Linearkombinationen unabhéangiger
Zufallsvariablen

Die Berechnung von Erwartungswerten und Varianzen von Summen unabhéngiger Zufallsva-
riablen aus den Erwartungswerten und Varianzen der Summanden gilt nicht nur fur die Binomi-
alverteilung, sondern generell.

Wenn Y die Summe von statistisch unabhangigen Zufallsvariablen ist,
dann ist der Erwartungswert und die Varianz von Y gleich der Summe
der Erwartungswerte bzw. der Varianzen der Summanden:

Y = ixi = Uy =Zn:u(xi) und o, =ioz(xi)
i=1 i=1

i=1

Da zudem die Berechnung von Mittelwerten und Varinanzen von Lineartransformationen auch
fur Zufallsvariablen gilt:

Y=a+b-X=p,=a+b-p, undc? =b*-c5

folgt bei Lineartransformationen der X; fur den Erwartungswert und die Varianz einer beliebi-
gen Linearkombination von n statistisch unabhangigen Zufallsvariablen X;, X,, ..., X;;:

Y=Db,+b - X +b,- X, +...+b, - X,

= Uy :b0+Zn:bi -u(X;) und o5, :Zn:biz 0% (X))
i1

i=1
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Erwartungswert und Varianz von Linearkombinationen unabhéngiger Zufallsvariablen

Der Erwartungswert und die Varianz einer Summe ist ein Spezialfall einer Linearkombination,
bei der die Konstante b, = 0 und alle Gewichte b, =1 (i=1, 2, ..., n) sind.

Diese Eigenschaft gilt nur flr statistisch unabhangige Variablen.
Entsprechend der Definition, dass zwei Ereignisse eines Zufallsexperiment statistisch unabhén-
gig sind, wenn die bedingten Wahrscheinlichkeiten gleich den unbedingten Wahrscheinlichkei-
ten sind oder — was gleichbedeutend ist — wenn die Wahrscheinlichkeit des gemeinsamen Auf-
tretens der beiden Ereingnisse gleich dem Produkt der Auftretenswahrscheinlichkeiten der Ein-
zelerereignisse ist, gilt fir zwei Zufallsvariablen X und W:
Zwei Zufallsvariablen X und W sind statistisch unabhangig voneinander,
wenn die Wahrscheinlichkeit des gemeinsamen Auftretens jeder beliebigen
Kombination der Auspragungen beider Variablen gerade das Produkt der
Wahrscheinlichkeitsfunktionen ist:
Pr(X &Y) = Pr(X=x n Y=y) = Pr(X=x)-Pr(Y=y) fur alle Auspragungen x und y.

Diese Definition ist fur die Binomialverteilung als Summe von unabhdngigen Bernoulli-Vertei-
lungen erfllt.
So ist die Auftretenswahrscheinlichkeit der Folge (0,0) = 7 - 7, der Folge (0,1)= 7, - m,
und der Folge (1,1) = 7, - 7.
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Aus der Binomialverteilung abgeleitete Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Auf die Berechnung der Wahrscheinlichkeiten einer Binomialverteilung kdnnen weitere Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen zurtckgefuhrt werden. So interessiert oft die Wahrscheinlichkeit,
wie viele Wiederholungen notwendig sind, um das erste Element mit der Eigenschaft A=1 zu
erhalten.
So mag ein Biologe an der Untersuchung einer Spezies interessiert sein, die in einem
Biotop mit einer Wahrscheinlichkeit von nur 7z, = 0.01 vorkommt. Wenn der Biologie
eine einfache Zufallsauswahl von Organismen in dem Biotop zieht, wie groR sollte die
Stichprobe sein, damit mit einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeit damit zu rechen ist,
dass mindestens ein Exemplar der interessierenden Spezies vorkommt,

Im Unterschied zur Binomialverteilung wird hier also nicht bei gegebener Fallzahl nach der
Zahl der Elemente mit der interessierenden Eigenschaft, sondern nach der GroRe der Stichprobe
gefragt, um genau 1 Element mit dieser Eigenschaft zu erhalten.

Wenn erst nach X=x Ziehungen das erste Mal ein Element mit der interessierenden

Eigenschaft ausgewahlt wird, dann missen zunéchst in x—1 Ziehungen x-1 Elemente

ohne diese Eigenschaft ausgewahlt worden sein.

Da die Wahrscheinlichkeit =, betragt, ein Element mit der interessierenden Eigenschaft auszu-
waéhlen, berechnet sich die gesuchte Wahrscheinlichkeit nach:

Pr(X = X|Tc1) =(1- nl)x_l ‘T
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Die geometrische Verteilung

Diese Wahrscheinlichkeitsverteilung wird als geometrische Verteilung bezeichnet. Die Wahr-
scheinlickeiten berechnen sich als Folgen der Auspragung X=1 von Binomialverteilungen mit
den Parametern n=1, 2, ... und m;.

Der Erwartungswert der geometrischen Verteilung berechnet sich dann nach:

Hy =m -1+ (1-m)-m, - 2+(1—TC1)2 -Tcl-3+...+(1—1tl)H-Tcl-x+...:i
5
Wenn in einer Population der Anteil der Elemente mit der Eigenschaft A=1 gleich
= 0.01 ist, dann ist bei einer einfachen Zufallsauswahl mit Zurucklegen mit
1/0.01 = 100 Ziehungen zu rechnen, bevor das erste Mal ein Element mit der Eigen-
schaft A=1 ausgewahlt wird.

Die Varianz der geometrischen Verteilung berechnet sich nach:

» 1-m
GX_

2
U

Wenn x Wiederholungen bis zum ersten Auftretens der Eigenschaft A=1 notwendig sind, dann
wird in den ersten x — 1 Wiederholungen die Eigenschaft A=0 beobachtet. Interessiert die
Wahrscheinlichkeitsverteilung dieser Zahl der ,,erfolglosen* Wiederholungen bis zum ersten
»Erfolg®, ergeben sich die gleichen Wahrscheinlichkeiten. Erwartungswert und Varianz von X
mit den Ausprégungen 0, 1, 2, ... sind hier: p, = 1/(1-m,) und 62y = (1-n))/n?,.
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Die Pascal-Verteilung

Eine Verallgemeinerung der geometrischen Verteilung besteht darin, die Wahrscheinlichkeit zu
erhalten, dass X = x Ziehungen mit Zuriicklegen notwendig sind, um genau k Elemente mit der
Eigenschaft A=1 zu erhalten. Der Wertebereich von X ist dann k, k+1, k+2, ... .

Die Auftretenswahrscheinlichkeiten kénnen ebenfalls mit Hilfe von Folgen von binomialver-
teilten Realisierungen berechnet werden:

Xx-1 .
k,TEl):Ek_lJ.Tcll( -(1—71;1) k

Pr(X =x

Diese Verteilung ergibt sich, weil die ersten k-1 Elemente mit der Eigenschaft A=1 einer Bino-
mialverteilung mit den Parametern n = k-1 und rt; folgen und das letzte Element einer Bernoul-
li-Verteilung mit m;.

Diese Verteilung wird nach dem Mathematiker Pascal Pascal-\Verteilung genannt.
Erwartungswert und Varianz berechnen sich nach:
k 1-
u,=— und oz =k- an
T U

Als Beispiel kann interessieren, wie viele Versuche notwendig sind, um beim wiederholten
Wirfeln zweimal eine ,,6* zu erreichen. Es ist damit zu rechnen, dass im Durchschnitt in
jeweils 2/(1/6) = 12 Wiirfen zweimal eine ,,6* vorkommt.
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Die hypergeometrische Verteilung

Wenn in einer Population von N Elementen N, Elemente die Eigenschaft A=1 aufweisen und
entsprechend N, = N — N, Elemente die komplementére Eigenschaft A=0 und in einer einfa-
chen Zufallsauswahl mit Zuriicklegen n Elemente ausgewahlt werden, ist die Haufigkeit, dass
die Stichprobe x Elemente mit der Eigenschaft A=1 enthalt, binomialverteilt mit den Parame-
tern n und ; = N,/N.

Wie andert sich die Wahrscheinlichkeitsverteilung, wenn dieAuswahl der n Elemente in einer
einfachen Zufallsauswahl ohne Zuriicklegen erfolgt?

In LO9 wurde bereits gezeigt, dass bei einer einfachen Zufallsauswahl ohne Zuricklegen die
Wahrscheinlichkeit jeder Stichprobe ohne Berticksichtigung der Reihenfolge 1/\K,, also Eins
durch ,,N Uber n“ betréagt.

\Von Interesse ist nun die Wahrscheinlichkeit, dass eine Stichprobe genau x Elemente mit der
Eigenschaft A=1 aufweist. Diese Wahrscheinlichkeit ist die Summe der Auftretenswahrschein-
lichkeiten aller Stichproben, in denen jeweils x Elemente mit dieser Eigenschaft vorkommen.

Insgesamt weisen N, Elemente der Population die Eigenschaft A=1 auf. Daher gibt es ,,N, Uber
x“ Mdglichkeiten (Kombinationen), aus der Menge im Umfangs N, x Elemente auszuwahlen.
Analog gibt es unter den N, = N — N; Elementen mit der Eigenschaft A=0 genau ,,N, tber n—x*
Maoglichkeiten, n — x Elemente auszuwahlen.
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Die hypergeometrische Verteilung

Die Auswahl von x Elementen aus N, und von n — x aus N, erfolgt unabhangig voneinander.
Daher gibt es insgesamt ,,N, tiber x“ mal ,,N, Uber n — x* Mdglichkeiten, eine Stichprobe des
Umfangs n zuziehen, in der x Elemente die Eigenschaft A=1 haben und n—x die Eigenschaft
A=0.

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit bei einer einfachen Zufallsauswahl ohne Zuriicklegen genau x
von n Elementen mit der Eigenschaft A=1 zu haben, berechnet sich daher als Produkt der Zahl
der moglichen Anordnungen (Ziehungsreihenfolgen) mal der Wahrscheinlichkeit jeder einzel-

nen Stichprobe:
)
X n—x
Pr(X=x|n,N,N;)=
N
Y

Eine Zufallsvariable X mit den mdglichen Auspragungen x =0, 1, ..., N, wobei x < n heil3t hy-
pergeometrisch verteilt, wenn sich die Wahrscheinlichkeitsfunktion nach dieser Formel berech-

net. Die hypergeometrische Verteilung hat drei Parameter n, N und N, und wird im Folgenden
durch h(X; n, N, N,) symbolisiert.

Als Beispiele werden die hypergeometrischen Verteilungen h(X; 5, 20, 10), h(X;10, 20, 10),
h(X;10, 20, 8) und b(X;10, 20, 14) betrachtet.
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Die hypergeometrische Verteilung
Pr(X) =h(X;5,20,10)

0.3483 0.3483 X Pr(X) F(X) Pr(X)-X Pr(X)-X?
0 0.01625 0.01625 0.00000 0.00000
1 0.13545 0.15170 0.13543 0.13545
0.13545 0.13545 2 0.34830 0.50000 0.69659 1.39319
3 0.34830 0.84830 1.04489  3.13467
0.01625 I 0.01625 4 0.13545 0.98375 0.54180 2.16718
e ‘ ‘ ‘ — 5 0.01625 1.00000 0.08127 0.40635
5 2.50000 7.23684
X

n, =25 6% =7.23684— 2.5 = 0.98684

X Pr(X) FOX)  Pr(X):X  Pr(X)-X2

Pr(X) = h(X;10,20,10) 0 0.00001 0.00001 0.00000 0.00000

0.34372 1 0.00054 0.00055 0.00054 0.00054

0.23869 [| 0.23859 2 0.01096 0.01151 0.02192 0.04384

07794 0.07794 3 0.07794 0.08945 0.23382 0.70147

0.01006 4 023869 0.32814 0.95477  3.81909
0.00054 00100920054 5 0.34372 0.67186 1.71859 8.59296
0.00001 0.00001 6 0.23859 0.91055 1.43216 8.59296
‘ 7 0.07794 0.98849 0.54558  3.81909

10 8 0.01096 0.99945 0.08768 0.70147

X 9 0.00054 0.99999 0.00487  0.04384

i, =5.0; % =26.31579-5.0° =1.31579 10 0.00001 1.00000 0.00005 0.00054

5.0000 26.31579
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Die hypergemetrische Verteilung X Pr(X) F(X)  Pr(X)-X_ Pr(X)-X?

Pr() = h(X:10,40,16) 0.00231 0.00231 0.00000  0.00000
0.02468 0.02699 0.02468  0.02468
0.10412 0.13111 0.20824  0.41647

0
1
0.28899 2
022865 8 0.21502 3 0.22865 0.35976 0.68595 2.05786
010410 4 028899 0.64875 1.15596  4.62383
010039  0-00419 5 0.21902 0.86777 1.09512 5.47558
0.02468 0.02732 0.00001 6 0.10039 0.96816 0.60231 3.61389
0.00231 I 0.00032 7 0.02732 0.99548 0.19121 1.33848
T — 8 0.00419 0.99967 0.03352 0.26819
°c 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 9 000032 0.99999 0.00292 0.02624
X 10 0.00001 1.00000 0.00009  0.00094
u, =4.0; o5 =17.84615—4.0° =1.84615 4.00000 17.84615
X Pr(X) FOX)  Pr(X)-X  Pr(X)-X2
Pr(X) = h(X;10,20,14) 0 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.37152 1 0.00000 0.00000 0.00000 0.00014
0.24381 | 0.24381 2 0.00000 0.00000 0.00000 0.00579
3 0.00000 0.00000 0.00000 0.08102
4 0.00542 0.00542 0.02167 0.08669
0.06502 0.06502 5 0.06502 0.07043 0.32508 1.62539
000542 000542 6 024381 031424 1.46285 8.77709
| 7 0.37152 0.68576 2.60062 18.20433
o 1 2 8 0.24381 0.92957 1.95046 15.60372
X 9 0.06502 0.99458 0.58514 5.26625
i, =7.0; 0% =50.1056 — 7.0? =1.10526 10 0.00542 1.00000 0.05418 0.54180
7.0000 50.10526
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Die hypergeometrische Verteilung

Wie die Beispiele zeigen, hat die hypergeometrische Verteilung eine ahnliche Form wie die Bi-
nomialverteilung. Bei einem Anteil N;/N = N/N = 0.5 ist die Verteilung symmetrisch; bei N,/N
< 0.5 ist sie tendenziell rechtsschief, bei N;/N > 0.5 kann sie entsprechend linksschief sein.

Wie die Beispiele auch zeigen, kann der Wertebereich verglichen mit einer Binomialverteilung
eingeschrankter sein: Wenn N, < n kann die Zufallsvariable X nur die Auspragungen 0, 1, 2, ...,
N, annehmen; ist N, < n nur die Auspragungen n — Ny, n — Ny+1, ..., n
So liegt der Wertebereich von h(X;10,20,14) zwischen 4 und 10, da hier N, =20-14 =6
undn-N,=10-6=4.
Die Verteilungsfunktion der hypergeometrischen Verteilung ergibt sich wieder iber Aufsum-
mieren:

F(X=x|h(X;n,N,N,))=Pr(X <x)= :0 [I\Jllj ((’:Ij‘ ‘IH

Wie bei der Binomialverteilung sind auch Erwartungswert und Varianz der hypergeometrischen
Verteilung Funktionen der Verteilungsparameter.
So zeigen die Beipsiele, dass der Erwartungswert n -N, /N betrégt, bei h(X;5,20,10) also
5:10/20 = 2.5, bei h(X;10,20,14) = 10-14/20 = 7.
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Erwartungswert, Varianz und Schiefe der hypergeometrischen Verteilung

Generell gilt fir Erwartungswert und Varianz einer hypergeometrischen Verteilung:

N N N, ) N-
Hy :n-Wl und o5, :n-ﬁ-(l—ﬁlj-l\l—z wenn X ~ h(X;n,N,N,)

Fir die wiedergegebenen Beispiele hypergeometrischer Verteilungen gilt also:

h(X;5,20,10) = p, =5-10/20 = 2.5; ¢%, =5 -10/20 -(1-10/20) -(20-5)/(20-1) = 0.98684
h(X;10,20,10) = p, = 10-10/20 = 5; o2, = 10 -10/20 -(1-10/20) -(20-10)/(20-1) = 1.31579
h(X;10,40,16) = p, = 10-16/40 = 4; o*, = 10 -16/40 -(1-16/40) -(40-10)/40-1) = 1.84615
h(X;10,20,14) = p, = 10-14/20 = 7; o*x = 10 -14/20 -(1-14/20) -(20-10)/(20-1) = 1.10526

Auch die Schiefe ist eine Funktion der Modellparameter:
Hy (N-2-N,)-vVN-1-(N-2-n)
o’ Jn-N;-(N=N,)-(N-n)-(N-2)

Aus der Gleichung fur die Schiefe folgt:

* ist N; = Ny oder N = 2:n, dann ist die Verteilung symmetrisch, da dann der Zahler in der For-
mel des Schiefekoeffizienten Null ist.

« Steigt die Zahl der Wiederholungen n an, wird die Schiefe geringer.
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Beziehung zwischen hypergeometrischer Verteilung und Binomialverteilung
b(X,10,0.5) und h(X,10,20,10) im Vergleich

m b(X;10,0.5)
m h(X;10,20,10)

01 2 3 456 7 8 910
X

Binomialverteilung und hypergeometrische Verteilung geben die Wahrscheinlichkeiten an, dass
in einer einfachen Zufallsauswahl mit bzw. ohne Zurticklegen x von n Elementen eine Eigen-
schaft A=1 aufweisen, wenn in der Population N, von N Elementen diese Eigenschaft haben.
Der Vergleich der Wahrscheinlichkeitsfunktionen von b(X; 10, 0.5) und h(X; 10, 20, 10) zeigt,
dass bei gleicher Fallzahl n und gleichem Anteil r; = N,/N beide Verteilungen eine &hnliche
Form haben, die Binomialverteilung aber eine groRere Streuung aufweist.

Tatséchlich sind die Erwartungswerte bei beiden Verteilungen gleich n-x, wéahrend sich die Va-
rinzen nur durch den Faktor (N-n)/(N-1) unterscheiden, um den die Varianz der hypergeome-
trischen Verteilung kleiner ist:

N—-n

02(X|b(X;n,nl)= n-m-(1-m,) und 62(X|h(X;n, N,m, - N) =n-n,-(1-m,)- N1
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Beziehung zwischen hypergeometrischer Verteilung und Binomialverteilung
0.4 3 Pr(X)

—— b(X;10,0.5) —=—h(X;10,20,10) h(X;10,100,50) h(X;10,200,100)

Wenn der Populationsumfang N relativ zum Stichprobenumfang n ansteigt, dann nahert sich
der Faktor (N—-n)/(N-1)immer mehr dem Wert eins an.
Tatséchlich ndhern sich auch die Wahrscheinlichkeiten der Auspragungen von Binomialver-
teilung und hypergeometrischer Verteilung dann immer mehr an.
Die Abbildung zeigt exemplarisch die Auftretetenswahrscheinlichkeiten von hyper-
geometrischen Verteilungen mit den Parametern h(X;10, 20, 10), h(X;10, 100, 50)
und h(X;10, 200, 100) sowie die Binomialverteilung mit den Parametern b(X,10, 0.5).
Gemeinsam ist allen Verteilungen, dass der Populationsanteil des betrachteten Merk-
mals A=1 stets z;=N,/N=0.5 betragt. Je groRer der Populationsumfang N bei der
hypergeometrischen Verteilung, desto ahnlicher sind sich die Verteilungen.
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Asymptotische Anndherung der hypergeometrischer Verteilung an die Binomialverteilung
0.4 5 Pr(X)

0.3 1
0.2 1

0.1 3

—— b(X;10,0.5) —m—h(X;10,20,10) h(X;10,100,50) h(X;10,200,100)

Im Extremfall einer unendlich groRen Population sind die beiden Verteilungen identisch.
Wenn sich zwei Wahrscheinlichkeitsverteilungen unter bestimmten Bedingungen immer &hn-
licher werden, spricht man von einer asymptotischen Annaherung.

Die hypergeometrische Verteilung nahert sich somit der Binomialverteilung asymptotisch an,
wenn der Populationsumfang N tber alle Grenzen ansteigt und dabei der Anteil 7t; = N,/N kon-

stant bleibt:
nlzm :b(X;n,nlzm]
N N
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Beziehung zwischen hypergeometrischer Verteilung und Binomialverteilung

Die Wahrscheinlichkeiten von h(X;n,n;) und b(X;n,N,r;-N) sind sich fur praktische Zwecke
hinreichend ahnlich sind, wenn der Quotient N/n > 20 ist.
Wenn der Stichprobenumfang also kleiner als 1/20 des Populationsumfangs ist, kann bei
einer einfachen Zufallsauswahl ohne Zuricklegen die Auftretenswahrscheinlichkeit von
X=x eines interessierenden Merkmals A=1 mit hinreichender Genauigkeit auch Gber die
Binomialverteilung anstelle der hypergeometrischen Verteilung berechnet werden

Die Poisson-Verteilung

Mit Hilfe der Pascal-Verteilung l&sst sich berechnen, wie groR die Wahrscheinlichkeit ist, dass
inx =1, 2, ... Wiederholungen eines Zufallsexperiments genau k mal das interessierende Ereig-
nis A=1 vorkommt.

Tatséchlich besteht eine wichtige Anwendung statistischer Modellierung darin, die Wahrschein-
lichkeit zu berechnen, mit der 0, 1, 2, ... interessierende Ereignisse auftreten. Im Unterschied
zur Pascal-Verteilung, die die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Anzahl der notwendigen
Wiederholungen eines Zufallsexperiments erfasst, interessiert hier also die Zahl der Ereignisse.

Die Herleitung der Verteilung aus der Binomialverteilung lasst sich an einem Beispiel verdeut-
lichen:
Angenommen, die Wahrscheinlichkeit, dass in einer Stadt in einem Zeitraum von n Tagen
X Unfélle auftreten, sei binomialverteilt mit b(X; n, z;). Wie wahrscheinlich ist es dann,
dassY =0, 1, 2, ... Unfélle auftreten, wenn einerseits n beliebig ansteigt, andererseits
das Produkt A = n.z, dabei konstant bleibt?
Vorlesung Statistik | L11-25

Die Poisson-Verteilung

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergibt sich mathematisch tiber die Grenzwertbetrachtung der
Wahrscheinlichkeitsfunktion einer Binomialverteilung :

!iﬂl(b(x =xinm|n-m = 1)) = m{[:}(gj .(1_%)”] zi_x!_e-x

Da die Zahl der Wiederholungen tber alle Grenzen wéchst, kdnnen auch die Haufigkeiten X
eine beliebige ganze Zahl zwischen 0 und +c annehmen.

Die resultierende Wahrscheinlichkeitsverteilung ist die Poisson-Verteilung mit dem Parameter
A, im Folgenden symbolisiert durch p(X; A) wobei X die Auspragungen 0, 1, 2, ... hat:

X

Pr(X - x‘p(X;k)) =%-e‘*

Obwohl es eine unendliche Zahl von mdglichen Realisierungen gibt, lassen sich fur alle Aus-
pragungen einer Poisson-Verteilung Wahrscheinlichkeiten berechnen, die jedoch fir sehr grofie
Werte schnell gegen Null gehen, da bei der Berechnung durch die Fakultat des Wertes einer
Auspragung geteilt wird.

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Poisson-Verteilung berechnet sich nach:

F(X = x|P(X;k)) =Pr(X<x) =§7}—:-e”
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Die Poisson-Verteilung X__Pr(X)  F(X) Pr(X)X Pr(X).Xx
B0 = pX0.5) 0 0.60653 060653 0.00000 0.00000
0.60653 ! 1 030327 0.90980 0.30327 0.30327
0.30327 2 007582 0.98561 0.15163 0.30327
3 001264 0.99825 0.03791 0.11327
4 0.00158 0.99983 0.00632 0.02527
0.01264 5 0.00016 0.99999 0.00079  0.00395
0.07582 0.00016 6 0.00001 1.00000 0.00008 0.00047
| 000158 o.o0001 7 0.00000 1.00000 0.00001  0.00005
—— 8 0.00000 1.00000 0.00000 0.00000
°c 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 9 0.00000 1.00000 0.00000  0.00000
X 10 0.00000 1.00000 0.00000  0.00000
My =05;05=075-0.5"=05 0.50000  0.75000
o X Pr(X) FOX)  Pr(X)-X  Pr(X)-X2
T 0 036788 036788 0.0000 _ 0.00000
1 036788 0.73576 0.36788 0.36788
2 0.18394 0.91970 0.36788 0.73576
0.18394 3 006131 0.98101 0.18394 0.55182
4 0.01533 0.99634 0.06131 0.24525
0.06131 0.00307  0.00007 5 0.00307 0.99941 0.01533 0.07664
001533 0.00051 0.00001 6 0.00051 0.99992 0.00307 0.01839
~— 7 0.00007 0.99999 0.00051  0.00358
c 1 2 s 4 5 6 7 8 9 10 8 0.00001 1.00000 0.00007  0.00058
X 9 0.00000 1.00000 0.0.0001 0.00008
e =10:0%=2-1=1 10 0.00000 1.00000 0.00000  0.00001
1.00000  2.00000
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Die Poisson-Verteilung
Pr(X) = p(X;3) X Pr(X) FOX)  Pr(X)X Pr(X)-x2
0 0.04979 0.04979 0.00000  0.00000
0.224 1 0.14936 0.19915 0.14936 0.14936
0.224 2 0.22404 0.42319 0.44808 0.89617
0.168 3 0.22404 0.64723 0.67213 2.01638
0.008 0001 4 0.16803 0.81526 0.67213  2.68850
0050022 5 0.10082 0.91608 0.50409 2.52047
. 0.0002
- PPPS 6 0.05041  0.96649 0.30246  1.81474
0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 7 0.02160 0.98810 0.15123 1.05860
X 8 0.00810 0.99620 0.06481 0.51850
9 0.00270 0.99890 0.02430 0.21874
Hy =3; 0% =12-3=3 10 0.00081 0.99971 0.00810  0.08102
11 0.00022 0.99993 0.00243  0.02673
12 0.00006 0.99998 0.00066 0.00795
13 0.00001 1.00000 0.00017  0.00215
14 0.00000 1.00000 0.00004  0.00054
15 0.00000 1.00000 0.00001  0.00012
16 0.00000 1.00000 0.00000  0.00003
17 0.00000 1.00000 0.00000  0.00001
18 0.00000 1.00000 0.00000  0.00000
19 0.00000 1.00000 0.00000  0.00000
20 0.00000 1.00000 0.00000  0.00000
3.00000 12.00000
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Die Poisson-Verteilung

Die Beispiele demonstrieren, dass der Modellparameter A der Poisson-Verteilung gleich dem
Erwartungswert und der Varianz der Verteilung ist:

Hy =M ; oy =A wenn X ~p(X;A)

Da auch das dritte zentrale Moment der Poisson-Verteilung gleich dem Parameter A ist, ist die
Verteilung rechtsschief. Wie der Schiefekoeffizeint zeigt, nimmt die Schiefe allerdings mit
steigendem Wert von A ab:

Inhaltlich lasst sich A als Intensitat deuten. Je groRer der Wert, desto eher ist mit dem Auftreten
von Ereignissen zu rechnen. So betragt die Wahrscheinlichkeit, dass in einem betrachteten Zu-
fallsprozess kein Ereignis auftritt: Pr(X=0) = exp(-A), was bei einem Wert von A=1 knapp
36.8% ist, bei einem Wert von A=2 auf 13.5% sinkt und bei A=3 nur 5.0% betragt. Die komple-
mentéren Wahrscheinlichkeiten geben dann an, dass mindestens 1 Ereignis auftritt.

Wie bereits die Binomialverteilung ist auch die Poisson-Verteilung additiv:
Wenn X, poissonverteilt ist mit p(X;; A,) und X, poissonverteilt mit
p(X,; A,), und X; und X, statistisch unabhangig voneinander sind,
dann ist die Summe Y = X, + X, poissonverteilt mit p(Y; A ;+ A ,).
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Anwendungen diskreter Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Die vorgestellten Wahrscheinlichkeitsverteilungen lassen sich in einer Vielzahl von Anwendun-
gen nutzen. Im folgenden werden einige Mdglichkeiten vorgestellt.

Berechnung von Risiken
Ein Seminar wird von n=45 Studierenden besucht. Eine Studentin, die gerade Geburtstag
hat, méchte herausfinden, ob ein anderer Teilnehmer am selben Tag wie sie Geburtstag hat.
Wie wahrscheinlich ist dieses Ereignis?

Wenn unterstellt wird, dass sich die Wahrscheinlichkeit von Geburtstagen gleichmalig tber alle
365 Tage des Jahres verteilt, dann betragt die Wahrscheinlichkeit, dass zwei zufallig her-
ausgegriffene Personen am gleichen Tag Geburtstag haben 365-1/3652 = 1/365 = 0.00274.

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit kann dann tber eine Binomialverteilung berechnet werden. Es
ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei n = 44 Mitstudierenden und einer Wahrscheinlichkeit nt; =
1/365 die Anzahl der Félle mit der interessierenden Eigenschaft, am gleichen Tag Geburtstag zu
haben, mindestens 1 betragt:

Pr(X 21]b(X;44,365™)) =1~ Pr(X = 0|b(X;44,365™)

a4 1 0 1 44
=1- = | 1l-— =1-0.886=0.114
0 365 365

Die Wahrscheinlichkeit, dass noch eine zweite Person Geburtstag hat, betragt ungeféahr 11.4%.
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Anwendungen diskreter Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Anders sieht es aus, wenn die Wahrscheinlichkeit gesucht ist, dass irgendwelche zwei
der 45 Studierenden am selben Tag Geburtstag haben.

Fur die Moglichkeit, am selben Tag Geburtstag zu haben, stehen dann namlich alle méglichen
nichtredundanten Paare aus der Gruppe der 45 Personen zur Verfuigung. Bei n Personen gibt es
»N Uber 2* Kombinatioen aus n Personen 2 fur Paarvergleiche auszuwéhlen.

Im Beispiel betragt die Zahl der Paarvergleiche also ,,45 iber 2 = 451/(2!-431) =990.

Die Wahrscheinlichkeit, dass mindestes eines der 990 Paare am gleichen Tag Geburtstag hat, ist
dann:

Pr(x Zl‘b(x;ggo’%gl)) 1 pr()( - o‘b(x;990,365—1))

990 1 0 1 990
=1- |'—| ‘|1-—=| =1-0.066=0.934
0 365 365

Die Wahrscheinlichkeit, dass es in einer Gruppe von 45 Personen (mindestens einmal) zwei
Personen gibt, die am gleichen Tag Geburtstag haben, betragt also 93.4% und ist damit sehr
hoch.
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Anwendungen diskreter Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Berechnung der notwendigen Stichprobengrofie
In einem Staat sei der Anteil der Millionare 5%. Wie groR muss bei einer einfachen
Zufallsauswahl die Stichprobe sein, damit in der Stichprobe mit 5 Millionaren zu
rechnen ist?

Die gesuchte Fallzahl kann als Erwartungswert einer Pascal-Verteilung mit den Parametern k=5
und rt;= 0.05 aufgefasst werden. Erwartungswert und Varianz betragen dann:

n(X|k =5,m, =0.05) :%:100 ;6% (X|k =5,m, =0.05) = 50' 85925 =1900= o, = 43.6

Wenn die Stichprobe n=100 Félle umfasst, ist mit Mittel mit 5 Millionaren zu rechnen.
Allerdings ist die Streuung mit einer Standardabweichung von 43.6 Fallen sehr groR.
Tatséchlich betragt die Wahrscheinlichkeit, bei einer Stichprobe von n=100 mindestens 5
Milliondre in der Stichprobe zu haben, nur gut 56.4%:

Pr(X > 5|b(X;100,0.05)) =1—Pr(X < 4|b(X;100,0.05))

100 100 100
:1—0.95100—( 1 j-0.05-0.9599—( 5 j-0.052-0.9598—( 3 ]-0.053-0.9597

100
—[ 4 j -0.05*-0.95* =1-0.00592 —.03112 —0.08118 —0.13958 —.17814 = 56.4%
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Anwendungen diskreter Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Wird die Stichprobe um gut 1 Standardabweichung der Pascal-Verteilung auf n=150 Falle
erhoht, betragt die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens 5 Millionére in der Stichprobe sind,
schon 96.6%.

Wahrscheinlichkeit von Ereignissen
Es habe sich gezeigt, dass an einer Ampel im Schnitt etwa alle 2 Jahre ein Unfall geschieht.
Im vergangenen Jahr sind allerdings 2 Unfalle an der Ampel geschehen. Ist diese Haufung
aulRergewohnlich oder erwartbar?

Es wird von einer Poisson-Verteilung ausgegangen, die bei einem Zeitraum von 2 Jahren einen
Erwartungswert von A=1 aufweist. Wird von Unabhangigkeit der einzelnen Ereignisse ausge-
gangen, dann betragt der Erwartungswert bei einer Halbierung des betrachteten Zeitraums
A=0.5. Die Wahrscheinlichkeit, dass bei diesem Parameter X=2 Ereignisse auftreten, betragt

dann:

Pr(X =2|p(X;05)) = 025 e* =0.076

Die Wahrscheinlichkeit, dass in einem Jahr 2 Unfalle geschehen, betrdgt immerhin 7.6%. Wie
die oben aufgelistete Wahrscheinlichkeitsverteilung der Poisson-Verteilung mit A=0.5 zeigt,
betragt die Wahrscheinlichkeit sogar 8.9% (= 1-0.9098), dass sich in einem Jahr mindestens 2
Unfalle ereignen.
Die Haufung ist eher nicht als aulergewdéhnlich zu bezeichnen, sondern etwa alle 11 Jahre
zZu erwarten.
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Anwendungen diskreter Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Wahrscheinlichkeiten von Anteilen

Mit Hilfe der hypergeometrischen bzw. der Binomialverteilung kann auch die Wahrscheinlich-
keitsverteilung von Anteilen in einfachen Zufallsauswahlen berechnet werden.

Formal berechnet sich ein Anteil p, = n,/n als eine einfache Lineartransformation aus den ab-
soluten Anteilen. Da jedem madglichen Anteilswert in einer Stichprobe genau eine absolute
Hé&ufigkeit entspricht, sind die Auftretenswahrscheinlichkeiten der Anteile gleich den Auftre-
tenswahrscheinlichkeiten der korrespondieren Haufigkeiten.

Bei einer einfachen Zufallsauswahlen mit Zurtcklegen berechnet sich daher die Wahrschein-
lichkeit einer relative Haufigkeit p; = n,/n in einer Stichprobe der GroRe n, wenn der interessie-
rende Anteil in der Population gleich =, = N,/N ist, nach:

Pr(pl) - Pr(X =N- pl‘b(X, n,TCl)) = ( j_(nl)i’rﬂ (1_ 7_l:l)n'(l—Pl)
Die Verteilungsfunktion ist dann:

F(p,)= Pr(X<n pl‘b X,n,m,) ):anL j (1- nl)n_i

i=1

n
p,-n
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Wahrscheinlichkeiten von Anteilen bei einfachen Zufallsauswahlen mit Zuricklegen

Zu beachten ist, dass nur solche Anteilswerte Realisierungswahrscheinlichkeiten > 0 haben
konnen, bei denen n-p, eine ganze Zahl ist.

Bei der Berechnung der Verteilungsfunktion erfolgt entsprechend die Summierung bis der
Summierungsindex i die nichste ganze Zahl groRer/gleich n-p,ist.
Angenommen, eine Stichprobe umfasse n=15 Félle. Dann kdnnen nur die Stichproben-
anteile 1/15, 2/15, ..., 15/15 Auftretenswahrscheinlichkeiten ungleich Null haben. Soll
berechnet werden, wie wahrscheinlich es ist, dass ein Anteil kleiner oder gleich 0.5 ist,

muss die Binomialverteilung bis zum Wert i=8 aufsummiert werden, weil 0.5:15=7.5
keine ganze Zahl ist.

Der Erwartunsgwert und die Varinanz der Kennwerteverteilung eines Stichprobenanteils
berechnet sich Gber Regeln fir Lineartransformationen nach:

1 . 1 N
H(pl):H.M(X‘b(x,n,ﬂl))zﬁ.n.Tcl:nlzﬁl
2 N, N-N,
1 1 n-(1-m ~N
Gz(pl):(ﬁj 'Gz(x‘b(x;n,ﬂl)):F'n'751'(1—7'[1)2 1 (n 1): N - N
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Wahrscheinlichkeiten von Anteilen bei einfachen Zufallsauswahlen ohne Zurtcklegen

Bei einer einfachen Zufallsauswahl ohne Zurtcklegen wird anstelle der Binomialverteilung

die hypergeometrische Verteilung herangezogen. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung berechnet
sich nach:

N

Pr(p,)=Pr(X=n-p,n(X,n,N,N,)) = [” ' ;’1)(”['\;1_—[\'51)}

Y

Die Verteilungsfunktion ist:

N,) (N-N,
& n—i
F(p,)=Pr(X<n-pJh(X,n,N,Ny))=3" N
)
Wiederum muss darauf geachtet werden, dass n-p, eine ganze Zahl zwischen 0 und n ist.
Falls nur der Populationsanteil ©t; bekannt ist, ergibt sich N, nach N; =N - ;.
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Wahrscheinlichkeiten von Anteilen bei einfachen Zufallsauswahlen ohne Zurtcklegen

Erwartungswert und Varianz der Kennwerteverteilung berechnen sich wiederum (ber die Re-
geln fur Lineartransformationen aus Erwartungswert und Varianz der hypergeometrischen Ver-
teilung und betragen nun:

N
H(pl):nlzﬁl

: ) N, N-N,
2y d-m) N-n_ N N N-n
o () n N -1 n -1

\or einer Anwendung der Verteilungen ist zu tberlegen, ob die hypergeometrische Verteilung

oder die Binomialverteilung herangezogen werden sollte:

* Bei einer einfachen Zufallsauswahl ohne Zuriicklegen und bekanntem Populationsumfang N
ist die hypergeometrische Verteilung die korrekte Verteilung.

» Wenn der Populationsanteil relativ zum Stichprobenanteil sehr groR ist, N > 20-n, kann als
Néaherung auch bei einer einfachen Zufallsauswahl ohne Zurticklegen die Binomialverteilung
herangezogen werden, wenn die Berechnung anderenfalls zu aufwandig ist.

» Die Binomialverteilung wird als N&herung auch dann herangezogen, wenn der Populations-
umfang N nicht bekannt ist.

* Bei einer einfachen Zufallsauswahl mit Zurlicklegen wird die Binomialverteilung herangezo-
gen.
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Wahrscheinlichkeiten von Anteilen bei einfachen Zufallsauswahlen ohne Zurtcklegen

Anwendungsbeispiel:

Wie wahrscheinlich ist es, dass bei der einfachen Zufallsauswahl mit bzw. ohne Zurtck-
legen von n=2 aus N=9 Haushalten der Anteil der ausgewahlten Haushalte, die maximal
2000 € Monatseinkommen haben, 0.0, 0.5 bzw. 1.0 betragt, wenn der Populationsanteil
von Haushalten mit maximal 2000 € Monatseinkommen 1/3 betragt.

Bei einer einfachen Zufallsauswahl mit Zuriicklegen betragen die Wahrscheinlichkeiten:

Pr(p, =0.0) = (éj(%} (gj =0.444 ; Pr(p, =0.5) = [ij(%) (%) =0.444 ;
Pr(p, =1.0)= @j@j (%) =0.111

Bei einer einfachen Zufallsauswahl ohne Zurticklegen ist zunachst N, = 1/3 - 9 = 3 zu berech-
nen. Die Wahrscheinlichkeiten betragen dann:

o/l2 b 2JUo)
Pr(p, =0.0) = \0j\2)_ 0.417 ; Pr(p, =0.5) = WAL 0.5; Pr(p, =1.0)= \2)\0) 0.083

H 2 2
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Lerneinheit 12: Stetige Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Mit Hilfe der in Lerneinheit L11 vorgestellten Wahrscheinlichkeitsverteilungen kénnen bei ein-
fachen Zufallsauswahlen die Wahrscheinlichkeiten von Stichprobenkennwerten wie absolute
oder relative Haufigkeiten eines Merkmals berechnet werden.
Wenn die Stichprobengrof3en ansteigen oder eine Variable in der Population sehr viele Auspra-
gungen hat, werden die Berechnungen allerdings sehr aufwendig, da einerseits einzelne Ereig-
nisse sehr geringe Auftretenswahrscheinlichkeiten haben und andererseits sehr viele Einzel-
ereignisse zu einem interessierenden Ereignis zusammengefasst werden missen.
Ein Beispiel ist die Berechnung der Kennwerteverteilung von Stichprobenmittelwerten.
Bei der Vorstellung des Begriffs der Zufallsvariable wurde die Verteilung des Stichpro-
benmittelwerts bei einer einfachen Zufallsauswahl mit Zurticklegen des Umfangs n=2
aus einer Population des Umfangs N=6 betrachtet, wobei die sechs Elemente (im Bei-
spiel Haushalte) jeweils einen unterschiedlichen Wert der interessierenden Variable,
namlich 1, 2, ..., 6 Tausend Euro Einkommen aufwiesen (vgl. L10).
Wenn ein einziges Elemens ausgewahlt wird, gibt es sechs mdgliche Stichproben mit
6 verschiedenen Auspragungen des Haushaltseinkommens. Bei dem betrachteten Fall
von n=2 ausgewahlten Elementen gibt es bereits 36 (=62) Stichproben, die zu 11 ver-
schiedenen Auspragungen des Durchschnittseinkommens in der Stichprobe fiihren.
Steigt die Fallzahl weiter an, gibt es bei n=3 Faéllen in der Stichprobe bereits 216 (=6°)
Stichproben mit 16 unterschiedlichen Werten des Durchschnittseinkommens.
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Stetige Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Wahrscheinlichkeitsverteilungen des Mittelwerts bei einfacher
Zufallauswahl mit Zuriicklegen bein =1, 2 und 3 aus N=6

0.20 -
3 n=1
0.15 -
0.10 1
0.05 -
1 n=2
| n=3
0.00 +—+r+r+r LI L T T T T T T LI LI L 1
1 2 3 4 5 6

Die Abbildung zeigt fiir dieses Beispiel die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Stichproben-
mittelwerte, wobei die Realisierungswahrscheinlichkeiten jeder Verteilung durch eine durch-
gezogene Linie verbunden sind.

Je groler der Stichprobenumfang ansteigt, desto mehr Auspragungen gibt es. Da sich alle Wahr-
scheinlichkeiten zu eins addieren, sinken tendenziell die Auftretenswahrscheinlichkeiten bei
steigender Zahl der Auspragungen.

An der Abbildung fallt zudem auf, dass sich die Form der Verteilung &ndert und mit steigendem
Stichprobenumfang einer unimodalen symmetrischen Glockenform néhert.
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Der zentrale Grenzwertsatz

Diese Annaherung der Verteilungsform ist keine Besonderheit, sondern notwendige Folge des
nach dem Gesetz der groRen Zahl wichtigsten Theorem der Statistik, dem sogenannten zentra-
len Grenzwertsatz.

Der zentrale Gremzwertsatz besagt, dass sich unter sehr allgemeinen Bedingungen unabhangig
von der Ausgangsverteilung die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer Summe statistisch unab-
héngiger und identisch verteilter Zufallsvariablen einer Normalverteilung annéhert:

Die Summe unabhangiger und identisch verteilter Zufallsvariablen ndhert

sich bei steigender Zahl von Summanden asymptotisch einer Normalvertei-

lung an.

Ein Stichprobenmittelwert ist nun bei jeder einfachen Zufallsauswahl mit Zurticklegen
die Summe identisch verteiler Zufallsvariablen:
4 Xy X X

ZX U A

n n

Da bei jeder Auswahl die Wahrschelnl|chke|tsverteiIung der mogliche Wert der Reali-
sierung die gleiche Wahrscheinlichkeitsverteilung hat — im Beispiel kann jeder der 6
moglichen Werte des Haushaltseinkommens in der Population mit gleicher Wahrschein-
lichkeit ausgewahlt werden — und die Auswahlen unabhangig voneinander erfolgen,

ist der Stichprobenmittelwert die Summe identisch verteilter unabhangiger Zufallsva-
riablen.
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Der zentrale Grenzwertsatz

Die Voraussetzungen fur die Anwendbarkeit des zentralen Grenzwertsatzes beziehen sich auf
die Ausgangsverteilung. Flr diese muss gelten, dass ihr Erwartungswert eine beliebige reelle
Zahl ungleich *oo ist und dass die Varianz ebenfalls eine beliebige reelle Zahl ungleich Null und
ungleich +oo ist.
Diese Bedingungen werden flr empirische Populationen, aus denen eine einfache Zu-
fallsauswahl mit Zurtcklegen gezogen wird, stets erfullt.

Der zentrale Grenzwertsatz kann sogar insofern verallgemeinert werden, als die Wahrschein-
lichkeitsverteilungen der aufsummierten Zufallsvariablen nicht wirklich identisch und strikt sta-
tistisch unabh&ngig voneinander sein mussen. Allerdings ist es dann schwierig, die Bedingun-
gen zu klaren, die erflllt sein missen. AulRerdem kann die Annéherung an eine Normalvertei-
lung dann sehr langsam erfolgen.

Da flr eine Summe aus unabhangigen Zufallsvariablen gilt, dass ihr Erwartungswert die Sum-
me der Erwartungswerte und ihre Varianz die Summe der Varianzen der Summanden ist, kon-
nen Erwartungswert und Varianz bei grélReren Summen leicht sehr grofl3e Werte annehmen.

Um dies zu vermeiden, kann es sinnvoll sein, die Ausgangsvariablen zu standardisieren und die
Summe durch die Quaratwurzel aus der Zahl der Summanden zu teilen:

noX — (inj_n'ux
o QR NE = p,=0undo?=1

1
z-—.
\/H i=1 O \[n'Gi
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Der zentrale Grenzwertsatz

Die transformierten Summe erfillt weiterhin die Bedingungen des zentralen Grenzwertsatzes,
néhert sich also einer Normalverteilung an, die dann zu einer Standardnormalverteilung wird,
d.h. standardisiert ist und daher einen Erwartungswert von Null und eine Varianz von Eins
aufweist.

Aufgrund ihrer groRen Bedeutung wird fiir die Standardnormalverteilung ein eigenes Symbol
verwendet und zwar der kleine griechisches Buchstabe ¢ (,,phi*) fur die Wahrscheinlichkeits-
verteilung und der entsprechende grof3e griechische Buchstabe @ (,,Phi*) fur die Verteilungs-
funktion.

Der zentrale Grenzwertsatz kann daher so formuliert werden, dass sich die standardisierte Sum-
me unabhéngiger und identisch verteilter Zufallsvariablen asymptotisch einer Standardnormal-
verteilung annahert:

in_n'“x

lim{ Pr| & ———— | |=¢
n—o ncf(

Im Unterschied zu allen bisher betrachteten Wahrscheinlichkeitsverteilungen ist die Standard-
normalverteilung ein Beispiel flr eine stetige Wahrscheinlichkeitsverteilung.
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Stetige Wahrscheinlichkeitsverteilungen
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Der Wertebereich stetiger (kontinuierlicher) Wahrscheinlichkeitsverteilungen umfasst alle re-
ellen Zahlen bzw. Intervalle von reellen Zahlen.

Anders als bei der Poisson-Verteilung, die abzahlbar unendlich viele Auspragungen aufweist,
gibt es bei stetigen Verteilungen in jedem beliebig kleinen Intervall des Wertebereichs eine un-
begrenzte Zahl moglicher Realisierungen. Da die Wahrscheinlichkeit des Auftretens der Ge-
samtheit aller Realisierungen Eins sein muss, kann bei stetigen Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen die Realisierungswahrscheinlichkeit jeder einer einzelnen Auspréagung nur Null sein.
Angebbar ist daher immer nur die Wahrscheinlichkeit, mit der eine Realisierung in ein Intervall
fallt.
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Wahrscheinlichkeitsdichten

0.4

0.3

0.2

0.1

0
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

So zeigt der rot markierte Bereich, die Wahrscheinlichkeit, mit der bei der abgebildeteten
Standardnormalverteilung eine Realisierung zwischen -1 und 0 liegt.

Je ,,dunner* ein solches Intervall wird, desto geringer ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Rea-
lisierung in das Intervall fallt.

So sinkt im Beispiel die Realisierungswahrscheinlichkeit immer mehr, je mehr sich die
Untergrenze des Intervalls der Obergrenze 1 nahert.
Im Extremfall hat das Intervall die Dicke null, d.h. die zweidimensionale Flache wird zu einer
eindimensionalen Linie von der Kurve bis zur unteren waagerechten Achse.
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Wahrscheinlichkeitsdichten
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Die Lénge dieser Linie wird als Wahrscheinlichkeitsdichte (engl. density) f(X) bezeichnet. Ihr
jeweiliger Wert ergibt sich durch die Funktion, die den Kurvenverlauf der Wahrscheinlichkeits-
verteilung beschreibt.

Im Beispiel der Kurve der Standardnormalverteilung berechnet sich die Dichte Uber
die folgende Funktion:
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Wahrscheinlichkeitsdichten
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Wahrscheinlichkeitsdichte

Obwohl die Realisierungswahrscheinlichkeit eines spezifischen reellen Wertes bei stetigen Ver-
teilungen stets Null ist, kann die Wahrscheinlichkeitsdichte von Null verschieden sein. Wenn
das der Fall ist, kann der Wert realisiert werden.

Eine Wahrscheinlichkeit von Null bedeutet bei einer stetigen Verteilung also nur dann ein un-
maogliches Ereignis, wenn auch die Wahrscheinlichkeitsdichte Null ist.

Wahrscheinlichkeitsdichten haben dhnliche Eigenschaften wie Wahrscheinlichkeiten,
So gibt das Verhaltnis der Dichtewerte zweier Auspréagungen einer stetigen Variablen die
relative Chance des Auftretens der beiden Auspragungen an.
Sie summieren sich allerdings nicht zum Wert Eins, sondern integrieren sich tber den gesam-
ten Wertebereich zu diesem Wert.
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Verteilungsfunktion einer stetigen Zufallsvariablen
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Die Verteilungsfunktion F(X=x) ist bei einer stetigen Wahrscheinlichkeitsverteilung die Flache
vom linken Rand der Verteilung (bzw. —0) bis zum Wert X.
Mathematisch ist diese Fache das bestimmte Integral tber die Dichtefunktion f(X) von minus

unendlich bis zum Wert x.
So ist z.B., die Wahrscheinlichkeit, dass eine standardnormalverteilte GroRe kleiner

gleich -1 ist, die Flache unter der Kurve vom linken Extrem bis zur Stelle minus eins.
Diese Flache betragt 16% der Gesamtflache von 1.0.

Die Verteilunsgfunktion l&sst sich auch grafisch darstellen und ergibt bei einer Normalvertei-
lung eine s-formige Kurve.
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Verteilungsfunktion einer stetigen Zufallsvariablen
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Uber die Verteilungsfunktion einer stetigen Zufallsvariablen lassen sich fiir beliebige Intervalle
des Wertebereichs Realisierungswahrscheinlichkeiten berechnen.
So ist z.B. die Quantilwahrscheinlichkeit des Quantilwerts 0 der Standardnormalvertei-
lung 0.5 oder 50%.
Die Quantilwahrscheinlichkeit des Quantilwerts —1 der Standardnormalverteilung be-
tragt 0.16 oder 16%.
Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine standardnormalverteilte Zufallsvariable zwi-
schen =1 und 0 liegt, 34% (= 50% — 16%).
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Die Normalverteilung

o4 F(X) = -efé‘(x;g)z
\2-m-o%
0.3
— N(0:1)
0.2 — N(2:1)
— N(O0;3)
N(-1;2)
0.1
o

-5 -4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4 S

Aufgrund des zentralen Grenzwertsatzes ist die Normalverteilung die wichtigste stetige Wahr-
scheinlichkeitsverteilung, was auch ihren Namen begriindet, obgleich nur die wenigsten Vertei-
lungen tatsachlich normalverteilt sind.

Alle Normalverteilungen haben eine glockenférmige Dichtefunktion, wobei die Dichtefunktion
einer normalverteilten Zufallsvariable X eine Funktion ihres Erwartungswertes und ihrer Vari-
anz ist. Erwartungswert p, und Varianz o2, (bzw. Standardabweichung o) sind die Parameter
einer Normalverteilung.

Um auszudriicken, dass eine Zufallsvariable X mit dem Erwartungswert p und der Varianz c?
normalverteilt ist, wird dass Symbol ,,N(u ; 2)“ oder ,,N(1 , 6)* verwendet.

Je groRer die Varianz, desto flacher ist der Kurvenverlauf.
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Die Normalverteilung
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Kennzeichen einer Normalverteilung ist, dass in einem Abstand von + 1 Standardabweichung
vom Erwartungswert, der wegen der Symmetrie der Verteilung gleichzeitig Median und Modus
ist, immer 68.26% aller Realisationen liegen, dass in einem Abstand von + 2 Standardabwei-
chungen vom Erwartungswert immer 95.44% aller Realisationen liegen, in einem Abstand von
+ 3 Standardabweichung vom Erwartungswert immer 99.72%, usw..

Aufgrund dieser Eigenschaft ist es leicht moglich, Quantile von Normalverteilungen ineinander
umzurechnen:

Qa;N( ,0) —H
Qa;N(p,G) = Qa;N(O,l) o+p bzw. Q(x;N(O,l): 5
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In vermutlich allen Statistiklehrbiichern finden sich Tabellen, in denen die Quantilanteile und
Quantilwerte der Standardnormalverteilung aufgelistet sind. Da die Standardnormalverteilung
standardisiert ist, werden die Quantilwerte oft als Z-Werte bezeichnet, wobei allerdings zu be-
achten ist, dass bisweilen auch nichtnormalverteilte Realisierungen so bezeichnet werden, wenn
sie sich auf standardisierte Variablen beziehen.

Die Z-Werte bzw. die entsprechenden Anteilswerte oder Wahrscheinlichkeiten entsprechen

den Argumenten und Funktionswerten der Verteilungsfunktion der Normalverteilung.
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Die Normalverteilung
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Aufgrund der Symmetrie der Standdardnormalverteilung ist es hinreichend, nur die unteren

oder die oberen 50% der Verteilung aufzulisten.
So ist der Wert des 30%-Quantils der Standardnormalverteilung gleich dem Negativen
des 70%-Quantils bzw. umgekehrt das 70%-Quantil gleich minus Eins mal dem 30%-

Quantil.

Generelle ist bei symmetrischen Verteilungen das (1-a)-Quantil mit umgekehrten Vorzeichen
gleich weit vom Median und Mittelwert entfernt wie das a-Quantil:

(Ql—a _P-) = _(Qo. —P.) bzw. bei p=0: Q, , =-Q,
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Da die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung durch das groRe griechische ®

symbolisiert wird, lassen sich Quantilanteile und Quantilanteile hiertiber symbolisieren:
D(z,) = o bzw. (o) = z,,.

Neben den links aufgeflihrten Perzentilen der Standardnormalverteilung werden in An-
wendungen vor allem die rechts aufgefihrten Quantile mit den Anteilen 75%, 90%, 95%,
97.5%, 99%, 99.5%, 99,9% und 99.95 % bzw. die entsprechenden Werte am linken Rand
der Verteilung 25%, 10%, 5%, 2.5%, 1%, 1/2%, 0.1% und 0.05% fir die Berechnung der
Realisierungswahrscheinlichkeiten von Intervallen der Normalverteilung benétigt.

Vorlesung Statistik | L12-16




Die Normalverteilung
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Aufgrund der erwéhnten Eigenschaft von Normalverteilungen ist die Umrechnung von der
Standardnormalverteilung in andere Normalverteilung sehr einfach.

So ist das 75-Quantil der Standardnormalverteilung @-1(0.75) = 0.674. Aus diesem Wert
lasst sich das 75%-Quantil jeder beliebigen Normalverteilung mit Erwartungswert p und

Standardabweichung o durch Umkehrung der Z-Transformation berechnen:
Q, =0 (a) c+p
Fir die abgebildeten Normalverteilungen ergibt sich so z.B:

@1(0.75) = 0.674 = Qg sy = @H0.75) 1 + 2 = 2.674;
Qorsneiz = @H0.75)- V2 -1 = 0.674 -1.414 — 1 = -0.047.
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Umgekehrt ergibt sich der korrespondierende Quantilanteil fiir jeden Wert x einer Normalver-
teilung durch die Z-Transformation des Wertes:

o *3)
(0}
Fur die drei abgebildeten Normalverteilungen ergibt sich so z.B:
Wenn X ~N(-1;2) und x = 0.813 = F(0.813) = ¢((0.813+1)/v2) = ¢(1.282) = 0.90;

Wenn X ~N(2;1) und x = —4.326 = F(—4.326) = @((-4.326 —2)/1) = @(~2.326)
=1- @(+2.326) =1-0.99

=0.01.
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Anwendungen der Normalverteilung

Als Folge des zentralen Grenzwertsatzes gibt es sehr viele Anwendungen der Normalverteilung.

Asymptotische Anndherungen an eine Normalverteilung

Viele zundchst sehr unterschiedliche Wahrscheinlichkeitsverteilungen néhern sich asymptotisch
der Normalverteilung an.
Dies gilt auch fir die Binomialverteilung, die hypergeometrische Verteilung und die
Poisson-Vertreilung.

a) Annéherung der Binomialverteilung an die Normalverteilung

Die Binomialverteilung ergibt sich als Summe von statistisch unabhangigen identisch verteilten
Bernoulli-Verteilungen. Solange der Parameter wt, gréf3er O und Kkleiner 1 ist die Voraussetzung
fiir den zentralen Grenzwertsatz gegeben. Bei steigender Zahl der Wiederholungen n néhert sich
daher die Binomialverteilung einer Normalverteilung an.

Erwartungswert und Varianz bleiben dabei unveréndert:
lim(b(X;n,m,))=N(n-m;n-m,-(1-n,))

n—o0

In der Literatur finden sich unterschiedliche Kriterien, ab wann die Ann&herung einer Binomi-
alverteilung an die Normalverteilung fur praktische Berechnungen hinreichend genau ist.
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Asymptotische Annéherungen an eine Normalverteilung

So soll das Produkt aus Anzahl der Wiederholungen und den Quotienten der Wahrscheinlich-
keiten der Binomialverteilung grofier 9 sein:
n—" 59 und n.2Tisg
1-m, T,

Eine andere Faustregel besagt, dass das Produkt n - mt;-(1-m;) > 25 sein muss oder auch nur > 5,
wenn mt; zwischen 0.1 und 0.9 liegt.

Die praktische Anwendung der Normalverteilung auf Binomialverteilungen hat das Problem zu
I6sen, dass die Binomialverteilung diskret, die Normalverteilung dagegen stetig ist. Bei Berech-
nungen werden daher die diskreten Auspragungen einer Binomialverteilung als Klassenmittel-
werte von Intervallen der Breite 1 mit exakten Klassengrenzen aufgefasst.

Dann berechnet sich die Wahrscheinlichkeit einer Realisation der Binomialverteilung tber die
Normalverteilung nach:

n-TCl-(l—Tcl) n.nl.(l_nl)

Bei den Extremwerten X = 0 und X = 1 ist zu beachten, dass bei X = 0 die Untergenze des Inter-
valls der Normalverteilung immer bei —oo liegt, das ®(—) = 0, und bei X = 1 die Obergrenze
des Intervalls immer bei +oo liegt, da @ () = 1.
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Asymptotische Annéherungen an eine Normalverteilung

Die Verteilungsfunktion bzw. beliebige Intervalle binomialverteilter GroRen berechnen sich
dann entsprechend Uber passende Intervalle der Standardnormalverteilung
Als Beispiel sollen die Werte der Wahrscheinlichkeitsfunktion und der Verteilungs-
funktion einer nach b(X; 16, 0.5) binomialverteilten Zufallsvariable flr die Auspra-
gungen 0, 4, 8, 12 und 16 berechnet werden. Der Erwartungswert der Binomialver-
teilung ist dann p,=8 und die Standardabweichung betragt o,=2.
Fir die Berechnung der Wahrscheinlichkeiten Gber die Quantilwerte der Standard-
normalverteilung missen zunachst die Unter- und Obergrenzen (Z,, Z,) der Intervalle
berechnet und dann fur diese Z-Werte die Quantilanteile von N(0;1) berechnet werden.

Z=(X%0.5-8)/2 Berechnung uber Exakte Berechnung
Z-\\erte Quantilanteile  Normalverteilung  tber Binomialverteilung
X Z, Z, d(Z) D(Z,) Pr(X)  F(X) Pr(X) F(X)

0 -3.75 —o 0.0001 0.0000 0.0001 0.0001 0.00002  0.00002
4 -1.75 -2.25 0.0401 0.0122 0.0279 0.0401 0.02777  0.03841
8 0.25 -0.25 0.5987 0.4013 0.1974 0.5987 0.19638  0.59819
12 225 175 0.9878 0.9599 0.0279 0.9878 0.02777  0.98936
16 +o 3.75 1.0000 0.9999 0.0001 1.0000 0.00002  1.00000

Das Beispiel zeigt, dass die Berechnung bei allen Werten fast bis auf die dritte Nachkommastel-
le genau ist.
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Asymptotische Annéherungen an eine Normalverteilung

b) Ann&herung der hypergeometrischen Verteilung an die Normalverteilung

Obwonhl bei einer einfachen Zufallsauswahl ohne Zuriicklegen die insgesamt n Auswahlen nicht
unabh&ngig voneinander sind, gilt der zentrale Grenzwertsatz auch flr hypergeometrische Ver-
teilungen:

lim (h(X;n,N, N, )) = N(n N N =N N —”J

n—oo N

Wie bei der Binomialverteilung bestimmt der Erwartungswert und die Varianz der hypergeome-
trischen Verteilung die Parameter der asymptotischen Normalverteilung. Die Auftretenswahr-
scheinlichkeiten der Auspragungen berechnen sich wieder tber Intervalle der Standardnormal-
verteilung:

Pr(X =x[n(X;n,N,N,)) = (l:l(lj(l\:‘:l:lJ

x+0.5—n-m x—0.5—n-m
N \/ N N-N, Non | \/ N, N-N, N-n
N N N-1 N N N-1
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Anwendungen der Normalverteilung als Kennwerteverteilung in Stichproben

Fur die Sozialforschung liegt die Bedeutung der Normalverteilung vor allem darin, dass sie als
Kennwerteverteilung beim Schétzen und Testen von Populationsparametern eingesetzt wird.

a) Normalverteilung als Kennwerteverteilung von Stichprobenanteilen

Da Stichprobenanteile Lineartransformationen von absoluten H&ufigkeiten sind, lassen sich die
Kennwerteverteilungen von Stichprobenanteilen in einfachen Zufallsauswahlen (ber die hyper-
geometrische Verteilung bzw. die Binomialverteilung berechnen.

Die asymptotische Annaherungen dieser Verteilungen an die Nornalverteilung gelten dann auch
fiir Stichprobenanteile.

Die bei der Berechnung von absoluten Haufigkeiten verwendete Stetigkeitskorrektur durch die
Ersetzung einer einzelnen Haufigkeit durch das entsprechende Intervall von £0.5 um den H&u-
figkeitswert wird bei relativen Haufigkeiten zum Intervall von £0.5/n um den Stichprobenan-
teil.

Bei grofien Stichproben, wie sie in der Umfrageforschung tblich sind, haben Stichprobenanteile
aber auch bei einer dichotomen Variable in der Grundgesamtheit so viele mogliche Auspréagun-
gen, dass sie praktisch wie stetige Variablen behandelt werden kénnen. Auf die Stetigkeitskor-
rektur wird daher meist verzichtet.

Die (asymptotische) Kennwerteverteilung von Stichprobenanteile berechnet sich daher nach:
f(p,)~N(n-m;n-m-(1-m,))
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Anwendungen der Normalverteilung als Kennwerteverteilung in Stichproben

f(p,)~N(n-m;n-m - (1-m,))

In der Gleichung steht p, fiir die Realisierungen der Stichprobenanteile, n fur die Fallzahl in der
Stichprobe und t; fir den Anteil N,/N der betrachteten Eigenschaft in der Population.

Wenn der Stichprobenumfang n relativ zum Populationsumfang N groB ist (N/n < 20) und die
Stichprobe eine einfache Zufallsauswahl ohne Zuricklegen ist, wird fiir die Standardabwei-

chung der Kennwerteverteilung die Varianz der hypergeometrischen Verteilung herangezogen,
so dass dann gilt:

N-n
f(p,)= N(n-nl;n-nl-(l—nl)- N—l}

Die Anwendung der Kennwerteverteilung setzt voraus, dass der Populationsanteil n,; bekannt
ist. Wenn dies nicht der Fall ist, gilt die asymptotische Annaherung bei hinreichend grof3en
Stichproben auch dann, wenn bei der Berechnung der Varianz in der Wurzel unter dem Bruch-
strich der Stichprobenanteil p, eingesetzt wird.

Als Faustregel gilt, dass der Stichprobenumfang n > 60 sein soll. Dann gilt:

f(p)~ N(n -nl;n-pl-(l—pl))
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Anwendungen der Normalverteilung als Kennwerteverteilung in Stichproben

b) Normalverteilung als Kennwerteverteilung von Stichprobenmittelwerten

Der zentrale Grenzwertsatz wurde am Beispiel von Stichprobenmittelwerten erldutert.
Tatséchlich gilt, dass bei einfachen Zufallsauswahlen aus empirischen Populationen Stichpro-
benmittelwerte stets asymptotisch normalverteilt sind, wenn die betrachtete GréRe in der Popu-
lation eine Varianz ungleich Null aufweist.

Fur Anwendungen ist es notwendig, Erwartungswert und Varianz der Kennwerteverteilung zu
kennen. Da bei einfachen Zufallsauswahlen mit Zuruicklegen der Erwartungswert jeder Reali-
sierung einer Variablen X gleich dem Mittelwert p, von X in der Population ist und die Varianz
der Realisierung gleich der Varianz o2y von X in der Population, folgt aus der Regel fur Erwar-
tungswerte und Varianzen von Linearkombinationen unabhéngiger Zufallsvariablen:

(%) =u 2 una o (7)< 35 %5 %

izt N izt N

In einfachen Zufallsauswahlen mit Zurticklegen gilt daher flr die asymptotische Kennwerte-
verteilung von Stichprobenmittelwerten:
2

f(X)=~ N(ux;%J
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Kennwerteverteilung von Stichprobenmittelwerten

Wie schon bei Stichprobenanteilen gilt auch hier, dass bei einer einfachen Zufallsauswahl ohne
Zurlcklegen der Faktor, um den sich die Varianz der hypergeometrischen Verteilung von der
Varianz der Binomialverteilung verringert, berticksichtigt werden muss, wenn die Population
verglichen mit dem Stichprobenumfang nicht sehr grof3 ist (N/n < 20). Dann gilt:

2 p—
f()_()z N(MX;GTX- E_Zj

Das Eingangsbeispiel mit der Population von N = 6 Haushalten zeigte, dass die asymptotische
Annaherung an die Normalverteilung bei Stichprobenmittelwerten oft sehr schnell erfolgt.
Tatséchlich hangt es von der Verteilungsform der betrachteten Variable X in der Population ab,
wie schnell die Annéherung erfolgt.

Fur praktische Berechnungen hat sich gezeigt, dass die Ann&herung nahezu immer genau genug
ist, wenn der Stichprobenanteil mindestens 30 erreicht:

n>30

Wie schon bei der Kennwerteverteilung von Stichprobenanteilen zeigt sich auch hier, dass die
Kennwerteverteilung von den Populationsparametern, hier p, und o2y, abhangt. Und wie bei
den Anteilen gilt auch hier, dass die asymptotische Annaherung an eine Normalverteilung auch
dann funktioniert, wenn anstelle der Populationsvarianz eine Schétzung dieses Populationspara-
meters eingesetzt wird.
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Kennwerteverteilung von Stichprobenmittelwerten

Fur die Schatzung der Populationsvarianz wird allerdings anstelle der Stichprobenvarianz eine
leicht modifizierte Formel eingesetzt:

AzJ 2(Xi=X%)

f(>_()z N(Mx;% =N Mxim

Kennwerteverteilung von Stichprobenmittelwerten bei Variablen aus normalverteilen
Populationen

Die asymptotische Kennwerteverteilung fir Stichprobenmittelwert gilt praktisch unabhéngig
davon, wie die interessierende Variable X in der Popuation, aus der die Stichprobe kommt,
verteilt ist.

Da Normalverteilungen auch die Eigenschaft haben, dass alle Linearkombinationen von Nor-
malverteilungen wiederum normalverteilt sind, folgt fiir Stichprobenmittelwerte aus normalver-
teilten Populationen, dass sie nicht nur asymptotisch, sondern exakt normalverteilt sind.

Fur die Kennwerteverteilung bei einfachen Zufallsauswahlen gilt also:

2
f(x) = N(HX;G—XJ wenn X in der Population normalverteilt.
n
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Lerneinheit 13: Schatzen von Anteilen, Mittelwerten und Varianzen

Kennwerteverteilung:
X, (mittleres  Wahrscheinlich- Verteilungs-
Einkomen in €)  keitsfunktion funktion

1000 1/36 1/36

1500 2/36 3/36

2000 3/36 6/36

2500 4136 10/36

3000 5/36 15/36

3500 6/36 21/36

4000 5/36 26/36

4500 4136 30/36

Hy =3500 ; o =2916666.67 5000 3/36 33/36
5500 2/36 35/36

i, =3500 ; o2 =1458333.33 el 1/36 36/36

Summe: 36/36

Die wichtigsten Anwendungen von Wahrscheinlichkeitsverteilungen in der Sozialforschung er-
geben sich bei der Beurteilung von Schétzungen von Populationsparametern und der Priifung
von Hypothesen uber ihre Werte auf der Basis von Stichprobendaten.
So ist in Lerneinheit L10 der Begriff der Wahrscheinlichkeitsverteilung einer Zufalls-
variable am Beispiel der hier noch einmal wiedergegebenen Kennwerteverteilung des
Stichprobenmittelwerts des Haushaltseinkommens bei einer einfachen Zufallsauswahl
mit Zuricklegens des Umfangs n=2 aus einer Populaion von N=6 vorgestellt worden.
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Schéatzer und Schatzungen

Kennwerteverteilung:
X, (mittleres  Wahrscheinlich- Verteilungs-
Einkomen in €)  keitsfunktion funktion

1000 1/36 1/36

1500 2/36 3/36

2000 3/36 6/36

2500 4136 10/36

3000 5/36 15/36

3500 6/36 21/36

4000 5/36 26/36

4500 4136 30/36

Hy =3500 ; o =2916666.67 5000 3/36 33/36
5500 2/36 35/36

i, =3500 ; o2 =1458333.33 elue 1/36 36/36

Summe: 36/36

In der Statistik versteht man unter einer Schatzung die Bestimmung des Wertes eines interessie-
renden Parameters einer (Populations-) Verteilung durch die Berechnung von geeigneten Sta-
tistiken aus den Realisierungen einer Zufallsstichprobe.
So werden im Beispiel die Stichprobenmittelwerte verwendet, um den Populations-
mittelwert zu schéatzen.
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Schéatzer und Schéatzungen

Ziel ist es, moglichst gute Schéatzungen zu erhalten. Da die Werte von Stichprobenstatistiken
Realierungen von Zufallsvariablen sind, macht es allerdings wenig Sinn, Aussagen uber eine
konkrete Schatzung zu machen.
So zeigt das Eingangsbeispiel, dass einige Realisierungen der Zufallsvariable ,,Stich-
probenmittelwert* den Populationswert von 3500€ exakt schatzen, andere dagegen
deulich andere Werte aufweisen. Welcher Wert in einer Stichprobe aber vorkomt, ist
vollig unvorhersehbar.

Stattdessen beziehen sich Aussagen Uber die Qualitit von Schétzungen stets auf die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung der Statistik, die zur Schatzung herangezogen wird.

Um diesen Unterschied zu verdeutlichen, wird zwischen Schatzung und Schatzer unterschieden
Ein Schatzer (engl: estimator, bisweilen auch als Schatzfunktion bezeichnet) ist eine Zufalls-
variable, die fur Schatzungen eines Parameters herangezogen wird, eine Schatzung (engl:
estimate) ist eine Realisation dieser Zufallsvariable in einer konkreten Stichprobe.

Durch die Betrachtung der Kennwerteverteilung eines Schatzers ist es moglich, dessen Eigen-
schaften zu bestimmen. Gesucht sind Schatzer mit erwtinschten Eigenschaften. Die wichtigsten
erwiinschten Eigenschaften sind

» Erwartungstreue oder Unverzerrtheit

 Konsistenz und

* Effizienz.
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Erwartungstreue

Ein Schétzer ist erwartungstreu oder unverzerrt (engl: unbiased), wenn der Erwartungswert
der Kennwerteverteilung des Schétzers mit dem zu schatzenden Populationswert Gbereinstimmt.

In der Statistik wird oft das griechische kleine Theta (,,6*) als Symbol fiir einen beliebigen Para-
meter verwendet. Ein kleines Dach (,,*) ber dem Symbol kennzeichnet dann einen Schatzer
dieses Paramters

Erwartungstreue l&sst sich dann ausdriicken als:
u(e) -0
In L12 wurde gezeigt, dass der Ewartungswert der Kennwerteverteilung von Stichpro-
ben bei einfachen Zufallsauswahlen gleich dem Populationsmittelwert der Variable sind,
fir die der Mittelwert berechnet wird. Stichprobenmittelwerte sind daher erwartungstreue
Schatzer von Populationsmittelwerten. So ist auch im Beispiel der Erwartungswert der

Kennwerteverteilung des mittleren Haushaltseinkommen in den Stichproben mit 3500€
gleich dem mittleren Einkommen ber die N=6 Haushalte.

Ist ein Schatzer nicht erwartungstreu, sondern verzerrt, wird die Differenz zwischen seinem
Erwartungswert und dem zu schétzenden Parameter als \Verzerrung (engl: bias) bezeichnet:

bias:pé—ezp(é—e)
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Konsistenz

Ein Schétzer ist konsistent (engl: consistent), wenn mit steigendem Stichprobenumfang die
Wahrscheinlichkeit gegen Eins geht, dass Abweichungen zwischen den Schatzungen und dem
zu schatzenden Parameter einen beliebig kleinen positiven Wert ¢ nicht tiberschreiten:

lim F>r((én -0)< g) -1
Um hierbei klarzustellen, dass ein Schatzer eine Funktion des Stichprobenumfangs niist, ist er in
der Gleichung durch den Buchstaben n indiziert: 6, bezeichnet also den Schatzer von 6 in einer
Stichprobe mit n Fallen,

Formal folgt aus der Konsistenz auch, dass der Erwartungswert der quadrierten Abweichungen
des Schatzers von dem zu schatzenden Populationsparameter bei steigender Fallzahl gegen Null

geht:
fm((6, -0 | =0

Der Erwartungswert der quadrierten Abweichungen eines Schétzers vom zu schatzenden Para-
meter wird in der Statistik als mittlerer quadrierter Fehler bezeichnet und nach dem englischen
Ausdruck mean squared error durch das Symbol MSE abgekirzt. Ein Schétzer ist also kon-
sistent, wenn sein MSE mit wachsender Fallzahl gegen Null geht.
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Konsistenz

Aus der Eigenschaft von Mittelwerten und Erwartungswerten, dass die Summe der quadrierten
Abweichungen vom Mittelwert bzw. der Erwartungswert der quadrierten Abweichungen vom
Erwartungswert minimal ist, folgt, dass der mittlere quadrierte Fehler stets als Summe aus der
Varianz des Schatzers plus der quadrierten Verzerrung dargestellt werden kann:

MSE = pu(6-6) =0 (8) +(n, )

Bei erwartungstreuen Schétzern ist der MSE gleich der Schétzervarianz, da die Verzerrung Null
ist.

In L12 wurde gezeigt, dass die Varianz der Kennwerteverteilung von Stichprobenmittel-
werten in einfachen Zufallsauswahlen die Populationsvarianz geteilt durch den Stichpro-
benumfang n ist, wobei bei einer Auswahl ohne Zurticklegen noch der Faktor (N-n)/(N-1)

hinzukommt:
2
9% in einfachen Zufallsauswahlen mit Zurucklegen
*(X)={ "
ox N-n

N1 in Zufallsauswahlen ohne Zuriicklegen
n —

Da mit steigender Fallzahl die Varianz des Stichprobenmittelwerts gegen Null geht und
er ein erwartungstreuer Schatzer ist, ist er auch ein konsistenter Schatzer.
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Effizienz

Das dritte Kriterium fiir die Beurteilung eines Schatzers ist die Effizienz. Ein Kennwert ist effi-
zient, wenn es keinen anderen Schatzer mit geringerem quadrierten Fehler gibt:

MSE = “((é - 6)2)£min

Im Unterschied zur Unverzerrtheit und Konsistenz ist die Effizienz ein GitemaR, das relativ be-
zogen auf andere Schatzer gilt.

Tatséachlich ist der Nachweis sehr schwer, dass ein Schétzer effizient ist. Leichter ist der Nach-
weis, dass der Schétzer in bestimmten Situationen (z.B. bei bestimmten Verteilungen in der
Population) oder verglichen mit einer bestimmten Klasse von Schétzern effizient ist.

Wenn eine Verteilung in der Population symmetrisch ist, kann zur Schatzung des Popu-
lationsmittelwerts auch der Median herangezogen werden. Dies trifft z.B. auf Normal-
verteilungen zu. Es kann gezeigt werden, dass der Median bei einer einfachen Zufalls-
auswahl aus normalverteilten Populationen erwartungstreu ist und die Varianz der

Kennwerteverteilung des Median 0.5 -z - &y /n ist. Daher gilt:
2 2
=% O - MsE(X)

MSE(S() e

Bei normalverteilten Populationen ist der Stichprobenmittelwert ein effizienterer Schét-
zer des Populationsmittelwerts als der Stichprobenmedian.
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Standardfehler

Um die Gute eines Schatzers nach den Kriterien Unverzerrtheit, Konsistenz und Effizienz zu
beurteilen, muss der Erwartungswert und die Varianz eines Schéatzers bekannt sein.

Fur die praktische Nutzung ist insbesondere seine Varianz relevant. So mag zwar ein Schatzer
erwartungstreu sein. Wenn seine Varianz aber grol3 ist, ist es gleichwohl moglich, dass viele
Schétzungen den zu schatzenden Parameterwert deutlich verfehlen.

Da die Varianz nicht in der gleichen Einheit wie die zu schétzende Grolie gemessen wird, wird
anstelle der Varianz meist die Standardabweichung betrachtet. Die Standardabweichung der
Kennwerteverteilung eines Schéatzers wird als Standardschatzfehler oder einfach Standardfeh-
ler bezeichnet (engl: standard error, oft durch SE symbolisiert). Wie spéter gezeigt wird, ist
die Kenntnis des Standardfehlers notwendig, um Konfidenzintervalle zu berechnen und statisti-
sche Tests durchzufthren.

Da der Standardfehler die Wurzel aus der Varianz der Kennwerteverteilung ist, berechnet
sich der Standardfehler des Stichprobenmittelwerts bei einfachen Zufallsauswahlen mit Zu-
riicklegen bzw. aus verglichen zur StichprobengrofRRe sehr groRen Populationen nach:

S _Ox

n Jn
Da die Populationsvarianz in der Regel unbekannt ist, wird meist der geschatzte Standard-
fehler verwendet:

SE()_() =0y =
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Schatzer von Anteilen, Mittelwerten und Varianzen
a) Schatzer der Populationsvarianz bzw. Standardabweichung

Die Populationsvarianz ist nicht nur eine zentrale KenngréRe, die bei metrischen und dichoto-
men Variablen die Unterschiedlichkeit der Auspragungen der Elemente in der Population be-
schreibt, sie ist auch insofern wichtig, als sie die Kennwerteverteilung von Stichprobenmittel-
werten beeinflusst.

Es liegt nahe, zur Schétzung einer Populationsvarianz die Stichprobenvarianz s?y zu verwenden.
Tatsachlich ist die Stichprobenvarianz jedoch kein erwartungstreuer Schatzer, da aufgrund der
Minimierungseigenschaft des Stichprobenmittelwerts (vgl. L06 und LO7) folgendes gilt:

50 ) =06 (i < (K

Oy — O

X N
x| N

|
-
—_
X
|
-
x
N —
N
N —
Il
XN
Il
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Schatzer von Anteilen, Mittelwerten und Varianzen

n

1 S\2 o’ n-1
()= {33500 X |05 - % o (2]
n 4= n n
Da (n—=1)/n Kleiner 1 ist, unterschatzt die Stichprobenvarianz die Populationsvarianz. Mit stei-
gendem n wird die Verzerrung allerdings immer kleiner. Die Stichprobenvarianz ist daher ein
asymptotisch erwartungstreuer Schatzer der Populationsvarianz.

Da die Hohe der Verzerrung bekannt ist, lasst sich ein erwartungstreuer Schatzer der Popula-
tionsvarianz finden, indem die Stichprobenvarianz mit dem Kehrwert der Verzerrung multipli-
ziert wird.

Der erwartungstreue Schatzer der Populationsvarianz ist daher die geschatzte Populationsvari-
anz
n , SS 1 N2
82 = = > (X, =X
n-1 % n-1 n-1 2% =%)

i=1

~2
Oy =

Die (asymptotische) Varianz der Stichprobenvarianz ist eine Funktion der vierten zentralen

Momente: , . ,\2
2(o2 _M4_(“2) _M((X_Mx) )_(GX)
G (sx) = =
n n
Da sowohl die Varianz der Kennwerteverteilung der Stichprobenvarianz wie auch ihre Verzer-
rung mit steigendem Stichprobenumfang gegen Null geht, ist die Stichprobenvarianz ein konsis-
tenter Schatzer der Populationsvarianz.
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Schatzer von Anteilen, Mittelwerten und Varianzen

Es kann gezeigt werden, dass die Kennwerteverteilung der Stichprobenvarianz und damit auch
der geschatzten Popuationsvarianz bei steigender Fallzahl n asymptotisch normalverteilt ist.
Allerdings verlauft die Anndherung an die Normalverteilung in Abhéngigkeit von der Verteilung
in der Population bisweilen sehr langsam.

Deutlich schneller ist die Anndherung, wenn die betrachtete Variable X in der Population nor-
malverteilt ist. Bei Normalverteilungen ist zudem das vierte zentrale Moment eine Funktion der
Varianz bzw. Standardabweichung:

4 2
H((Xi _Hx) ):3(62)
Die Varianz der Kennwerteverteilung der Stichprobenvarianz ist bei normalverteilter Variable in

der Population daher ) ,
3:(c%) =(o%) _2-0}

2 (a2
o (sy )=
Dann gilt fur den Standardfehler des erwartungstreuen Schatzers der Populationsvarianz:
- 2
2 2
O\Oy |=Oy "4 [—
(6%)= n-1
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Schatzer von Anteilen, Mittelwerten und Varianzen

Die Kennwerteverteilung der Stichprobenvarianz ist bei normalverteilten Populationen propor-
tional zur Chiquadratverteilung mit df = n—1 Freiheitsgraden. Die Chiquadratverteilung wird
bei der Zusammenhangsanalyse zwischen zwei nominalskalierten Variablen vorgestellt. Hier
reicht der Hinweis, dass ab etwa n > 30 Féllen eine hinreichend genaue Anndherung an die
Normalverteilung berechnet werden kann.

Die geschétzte Standardabweichung in der Population ist die positive Quadratwurzel der ge-
schatzten Populationsvarianz:

Wie die Stichprobenvarianz ist der geschatzte Populationsstandardabweichung nur ein asymp-
totisch erwartungstreuer Schéatzer der Standardabweichung in der Population. Anders als bei der
Stichprobenvarianz gibt es allerdings keinen einfachen Korrekturfaktor, um einen erwartungs-
treuen Schétzer zu erhalten.
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Schatzer von Anteilen, Mittelwerten und Varianzen

b) Schatzer von Populationsmittelwerten

Als Schétzer flr Populationsmittelwerte bietet sich der Stichprobenmittelwert an. Es wurde be-
reits gezeigt, dass die Stichprobenmittelwert in einfachen Zufallsauswahlen mit und ohne Zu-
riicklegen ein erwartungstreuer Schatzer des Populationsmittelwertes ist. Der Standardfehler be-
tragt dann:

Oy . .
X mit Zuriicklegen
Jn

ox = c N-n
—X. ohne Zurticklegen
Jn Y N-1

Der geschatzte Standardfehler unterscheidet sich nur dadurch, dass anstelle der Populationsva-
rianz die geschétzte Populationsvarianz verwendet wird:

~

Ox - S mit Zurlicklegen
Jno\n-(n-1)
Ox =9 .
Oc . Nzn_ [ S5 N=n o Zuriicklegen
Jn YN-1 yn-(n-1) N-1
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Schatzer von Anteilen, Mittelwerten und Varianzen

Die Kennwerteverteilung ist des Stichprobenmittelwerts ist asymptotisch normalverteilt, wobei
die Annaherung bei n > 30 in der Regel hinreichend genau ist.

Bei normalverteilten Populationen ist der Stichprobenmittelwert exakt normalverteilt. Dann ist
die Z-Transformation des Stichprobenmittelwert standardnormalverteilt:
X - Hx

Gx/\/ﬁ~¢

Wird dagegen die geschatzte Populationsvarianz fir die Z-Tranformation herangezogen:

ist die resultierende Grof3e auch bei normalverteilten Populationen nur asymptotisch standard-
normalverteilt, was Folge der Ersetzung des Populationsmittelwerts durch den Stichproben-
mittelwert bei der Schatzung der Varianz ist. Es kann allerdings gezeigt werden, dass der Quo-
tient dann einer T-Verteilung mit df = n—1 Freiheitsgraden folgt.
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Die T-Verteilung

df = oo gleich N(0;1)

0.4 T
0.3 F
0.2 F

0.1+

Die T-Verteilung ist eine symmetrische, unimodale Verteilung, die der Standardnormalvertei-
lung sehr &hnlich ist, aber eine groRere Varianz hat und insbesondere an den Enden gréfere
Dichten aufweist.

Dies hat zur Folge, dass die Quantilwerte der T-Verteilung bei gleicher Quantilwahrschein-
lichkeit weiter vom Median Null entfernt sind als die entsprechenden Quantilwerte der Stan-
dardnormalverteilung. Mit steigender Zahl der sogenannten Freiheitsgraden néhert sich die T-
Verteilung asymptotisch der Standardnormalverteilung an, so dass ty.., = N(0;1).
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Die T-Verteilung

Die Dichtefunktion der T-Verteilung ist eine sehr komplexe Funktion, die in Abhangigkeit von
einem Parameter variiert, der als Freiheitsgrad (engl: degree of freedom, df) bezeichnet wird.

Die Verteilung ist wie die Standardnormalverteilung unimodal symmetrisch um Null verteilt.
Bei df > 1 ist auch der Erwartungswert Null, bei df=1 ist er dagegen nicht definiert. Ahnlich ist
auch die Varianz erst ab df=3 Freiheitsgraden mit o(ty) = df / (df-2) definiert.

Ahnlich wie die Standardnormalverteilung sind auch Quantile der T-Verteilung in Statistikbii-
chern tabelliert. Die wichtigsten Quantilanteile sind auf den n&chsten beiden Folien wiederge-
geben.

Ab etwa df > 30 unterscheiden sich die Quantilwerte der T-Vereilung kaum noch von denen der
Standardnormalverteilung.
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Quantile der T-Verteilung

df 75.0% 90.0% 95.0% 97.5% 99.0% 99.5% 99.9% 99.95%
1 1.000 3.078 6.314 12.71 31.82 63.66 318.3 636.6
2 0.816 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925 22.33 31.60
3 0.765 1.638 2.353 3.182 4541 5.841 10.21 12.92
4 0.741 1.533 2.132 2.776 3.747 4.604 7.173 8.610
5 0.727 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032 5.893 6.869
6 0.718 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707 5.208 5.959
4 0.711 1.415 1.895 2.365 2.998 3.499 4.785 5.408
8 0.706 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355 4.501 5.041
9 0.703 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250 4.297 4,781

10 0.700 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169 4.144 4.587

11 0.697 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106 4.025 4.437

12 0.695 1.356 1.782 2.179 2.681 3.055 3.930 4.318

13 0.694 1.350 1.771 2.160 2.650 3.012 3.852 4,221

14 0.692 1.345 1.761 2.145 2.624 2.977 3.787 4.140

15 0.691 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947 3.733 4.073

16 0.690 1.337 1.746 2.120 2.583 2.921 3.686 4.015

17 0.689 1.333 1.740 2.110 2.567 2.898 3.646 3.965

18 0.688 1.330 1.734 2.101 2.552 2.878 3.610 3.922

19 0.688 1.328 1.729 2.093 2.539 2.861 3.579 3.883

20 0.687 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845 3.552 3.850
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Quantile der T-Verteilung
df 75.0% 90.0% 95.0% 97.5% 99.0% 99.5% 99.9% 99.95%
21 0.686 1.323 1.721 2.080 2.518 2.831 3.527 3.819
22 0.686 1.321 1.717 2.074 2.508 2.819 3.505 3.792
23 0.685 1.319 1.714 2.069 2.500 2.807 3.485 3.768
24 0.685 1.318 1.711 2.064 2.492 2.797 3.467 3.745
25 0.684 1.316 1.708 2.060 2.485 2.787 3.450 3.725
26 0.684 1.315 1.706 2.056 2.479 2.779 3.435 3.707
27 0.684 1.314 1.703 2.052 2.473 2.771 3.421 3.690
28 0.683 1.313 1.701 2.048 2.467 2.763 3.408 3.674
29 0.683 1.311 1.699 2.045 2.462 2.756 3.396 3.659
30 0.683 1.310 1.697 2.042 2.457 2.750 3.385 3.646
40 0.681 1.303 1.684 2.021 2.423 2.704 3.307 3.551
60 0.679 1.296 1.671 2.000 2.390 2.660 3.232 3.460

120 0.677 1.289 1.658 1.980 2.358 2.617 3.160 3.373
o0 0.674 1.282 1.645 1.960 2.326 2.576 3.090 3.291

Aus der Tabelle ist ersichtlich, dass z.B. das 95%-Quantil der T-Verteilung mit 60 Freiheitsgra-
den den Quantilwert 1.671 aufweist.
Die unterste Zeile enthalt die Quantile der Standardnormalverteilung, das ist gleichzeitig die T-
Verteilung mit df=co Freiheitsgraden.
Da T-Verteilungen um 0 symmetrisch verteilt sind, kdnnen aus der Tabelle auch Quantile mit
Wahrscheinlichkeiten < 50% abgelesen werden. So ist das 5%-Quantil der t-Verteilung mit
df=60 minus eins mal dem 95%-Quantil (5% = 100% — 95%) und daher gleich -1.671.
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Schatzer von Anteilen, Mittelwerten und Varianzen

c) Schatzer von Populationsanteilen

Populationsanteile kénnen als Mittelwerte von 0/1-kodierten dichotomen Variablen aufgefasst
werden. Daher gelten im Prinzip die Aussagen tber die Kennwerteverteilung von Mittelwerten
auch fir Populationsanteile.

Eine Abweichung besteht darin, dass bei dichotomen 0/1-kodierten Variablen sowohl der Mit-
telwert wie die Varianz eine Funktion desselben Parameters p, bzw. =, sind. Dies hat die Kon-
sequenz, dass bei der Schatzung der Varianz einer 0/1-kodierten Variable die Populationsvari-

anz direkt durch die Stichprobenvarianz geschétzt wird:

Gy =Sy =p;-(1-p,) wenn oy =7, -(1-m,)

In einfachen Zufallsstichproben ist der Stichprobenanteil p, ein konsistenter und erwartungs-
treuer Schatzer des Populationsanteils p,. Fir den (geschatzten) Standardfehler gilt:

m(1-) JM

o(p,)= n bzw. &(p,) = n

\/“1'(1_“1). N-n \/pl'(l_pl)- N-n ohne Zuriicklegen
n N-1 n N-1

mit Zuriicklegen
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Schatzer von Anteilen, Mittelwerten und Varianzen

Der geschétzte Standardfehler ist ab etwa n > 60 hinreichend genau.

Da das Maximum der Populationsvarianz 0.25 an der Stelle ©t; = 1-x; = 0.5 betragt, kann bei
kleineren Stichproben auch einfach die maximale Populationsvarianz 0.25 im Z&hler der For-
mel des Standardfehlers verwendet werden, was zu einer leichten Uberschatzung des Standard-
fehlers fihren kann.

Die Kennwerteverteilung von Stichprobenanateile ist bei einfachen Zufallsauswahlen asymp-
totisch normalverteilt (vgl. L12). Wenn die Anndherung bei kleinen Stichproben nicht hinrei-
chend genau ist, sollte die exakte Binomialverteilung bzw. hypergeometrische Verteilung ver-
wendet werden.

Punktschatzung und Intervallschatzung

\Von Punktschatzung spricht man, wenn die Realisation eines Schatzers als konkrete Schatzung
des unbekannten Wertes eines Populationsparameters verwendet wird.

Es ist allerdings sehr unwahrscheinlich, dass eine einzelne Schatzung exakt mit dem unbekann-
ten Populationsparameter Gbereinstimmt.
Wenn z.B. bei einer Population von N=100 000 der Populationsanteil 7;=0.60 ist, betragt
die Wahrscheinlichkeit nur etwa 8%, dass bei einer StichprobengrdéRe von n=100 ein Stich-
probenanteil ebenfalls p,=0.6 (=60/100) ist.
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Punktschatzung und Intervallschatzung

Umgekehrt ist dann in 92% aller Stichproben mit Abweichungen zu rechnen.
Die Wahrscheinlichkeit von 8% ergibt sich bei Anwendung der asymptotischen Nor-
malverteilung auf die Kennwerteverteilung des Stichprobenanteils:

Pr(p, = 0.6) ~ | —00+05-06100 | |  60-05-06100
\/100-0.6-0.4-100000_100 \/100.0,6.0_4.1("3000—100
1000001 100000 -1

= (0.102) — d(-0.102) ~ 0.08

Da der gesuchte Wert vermutlich nur in der N&he der Schétzung liegt, ist es oft sinnvoller, statt
eines exakten Wertes ein Intervall anzugeben, in dem der gesuchte Wert vermutlich liegt.
Statt von Punktschatzung spricht man dann von Intervallschatzung.

Bei der Intervallschatzung werden sogenannte Konfidenzintervalle fir den unbekannten Popu-
lationsparameter geschatzt.
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Die Logik von Konfidenzintervallen

DieVorgehensweise kann am Beispiel der Berechnung eines Konfidenzintervalls zur Schéatzung
eines Populationsmittelwertss verdeutlicht werden.

Bei einer einfachen Zufallsauswahl aus einer normalverteilten Population ist der Stich-
probenmittelwert um den zu schatzenden Populationsmittelwert normalverteilt:

, _
S c X—-u
=t | 8
Mit Hilfe der Standardnormalvereilung l&sst sich dann ein Intervall berechnen, in dem
die Stichprobenmittelwerte mit einer Wahrscheinlichkeit von z.B. 90% realisiert werden:

0.4
0.3
0.2

0.1

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Uy —1.645:G5 iy Hy +1.645.G,
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Die Logik von Konfidenzintervallen
0.4

0.3
0.2

0.1

90% alle Realisierungen einer Standardnormalverteilung liegen zwischen den 5%-Quantil
= -1.645 und dem 95%-Quantil = +1.645:

0.9=0.95-0.05
= ®(1.645) - O (-1.645)
= Pr(-1.645 < Z <1.645)

_ Pr(-1.645 < X Hx <1 645)

o(X)
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Die Logik von Konfidenzintervallen

0.4
0.3
0.2

0.1

Durch Umformen ergeben sich Intervallgrenzen eines Intervalls um den Stichprobenmittelwert:
0.90 = Pr(-1.645 < (X — iy )/o(X) <1.645)
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Die Logik von Konfidenzintervallen
0.4

0.3
0.2

0.1

(X-1645-0(X) < p, < X+1645-5(X))=90%

Bei gegebenen Stichprobenmittelwert und bekanntem bzw. geschétzten Standardfehler lasst sich
also ein Intervall berechnen, das mit einer Wahrscheinlichkeit von 90% den zu schétzenden Pa-
rameter enthalt. Ein so berechnetes Intervall, dass mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit zu
beobachten ist, wird als Konfidenzintervall bezeichnet.
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Interpretation von Konfidenzintervallen

5.2 7
g
N
g 5.1 :
EO L L I
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Fur die Interpretation ist es wichtig, sich klar zu machen, das das Konfidenzintervall selbst eine
Zufallsvariable ist.
Die Abbildung zeigt so 90%-Konfidenintervalle um die Stichprobenmittelwerte von 100
Stichproben des Umfangs n=500 aus einer normalverteilten Population mit dem Popula-
tionsmittelwert 5 und einer Varianz von 1.
Von den 100 Intervallen enthalten 91 den Populationswert, neun dagegen nicht.
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Interpretation von Konfidenzintervallen

Da das Konfidenzintervall die Zufallsvariable ist und der zu schatzenden Populationsmittelwert
eine konstante empirische GroRe, wére es somit falsch zu behaupten, dass der Populationsmittel-
wert mit der Wahrscheinlichkeit von — im Beispiel — 90% im Konfidenzintervall liegt.

Die Wahrscheinlichkeitsaussage bezieht sich also nicht auf den unbekannten
Parameter, sondern auf die Zufallsvariable ,,Konfidenzintervall**.
Mit einer Wahrscheinlichkeit von 90% enthélt das Intervall den Populationsmittelwert.
Ob der Populationsmittelwert aber tatsachlich im Intervall liegt oder nicht, bleibt un-
bekannt.
Da die Wahrscheinlichkeit, dass das Intervall den Populationswert enthalt, aber mit 90%
recht hoch ist, kann begrindet angenommen werden, dass es vermutlich den Populations-
mittelwert enthalt. Es ist also verniinftig anzunehmen, dass der gesuchte Populationswert
innerhalb der Grenzen des Konfidenzintervalls liegt.

Die Wahrscheinlichkeit, dass das Konfidenzintervall den zu schatzenden Parameter enthalt, ist
die sogenannte Vertrauenswahrscheinlichkeit.
Im Beispiel betragt die Vertrauenswahrscheinlichkeit 90%.

Umgekehrt ist die Wahrscheinlichkeit 1 minus der Vertrauenswahrscheinlichkeit, dass ein Inter-

vall den Populationswert nicht enthélt. Diese Wahrscheinlichkeit wird als Irrtumswahrschein-

lichkeit bezeichnet und durch den kleinen griechischen Buchstaben « (alpha) gekennzeichnet.
Im Beispiel betragt die Irrtumswahrscheinlichkeit 10%.
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Vorgehensweise bei Intervallschatzung

Anhand des Beispiel lasst sich die generelle Vorgehensweise bei der Berechnung von Konfi-
denzintervallen verdeutlichen:

Schritt 1: Auswahl einer geeigneten Stichprobenstatistik

Im ersten Schritt ist eine Stichprobenstatistik auszuwahlen, fiir dessen Kennwerteverteilung gilt,
dass der zu schatzende Populationsparameter Erwartungswert bzw. Median der Kennwertever-
teilung ist.

Schritt 2: Festlegung der Irrtumswahrscheinlichkeit
Im zweiten Schritt wird die Vertrauenswahrscheinlichkeit bzw. tatsachlich i.a. umgekehrt die Irr-
tumswahrscheinlichkeit festgelegt.

In der Sozialforschung werden in der Regel Irrtumswahrscheinlichkeiten von 5% oder

von 1% akzeptiert und entsprechend 95%- oder 99%-Konfidenzintervalle berechnet.

Im Prinzip ist diese Festlegung rein willkarlich. Zwar sinkt mir der Irrtumswahrscheinlichkeit
die Chance von Fehlern. Allerdings steigen gleichzeitig die L&ngen von Konfidenzintervallen
Wenn ein Konfidenzintervall aber sehr lang ist, hat es kaum Aussagekraft.

Schritt 3: Berechnung der Intervallgrenzen
Nach der Festlegung der Irrtumswahrscheinlichkeit o kann das Intervall berechnet werden. Da-
zu werden Quantile der Kennwerteverteilung bendtigt. Die Intervallgrenzen berechnen sich
ublicherweise nach:
Untergrenze = Punktschatzung — (1 — e/2)-Quantil der Kennwerteverteilung
Obergrenze = Punktschatzung + (1 — a/2)-Quantil der Kennwerteverteilung
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Konfidenzintervalle fir Populationsanteile

Es liegt nahe, zur Schatzung von Populationsanteilen Stichprobenanteile zu verwenden, da diese
in einfachen Zufallsauswahlen erwartungstreue Schétzer der Populationsanteile sind.

Als Kennwerteverteilung wird die asymptotisch giltige Normalverteilung verwendet. Die Be-
rechnung der Intervallgrenzen erfolgt dann tber die Umkehrung der Z-Transformation der Stan-
dardnormalverteilung.

Bei einer einfachen Zufallsauswahl aus einer relativ zum Stichprobenumfang grof3en Population
berechnet sich das (1-a)-Konfidenzintervall eines Populationsanteils dann nach:

_ (1- b, -(1-
ci(m)=p, s (n pl)'zm/zzpli a (n pl)'zl—a/z

z,, bzw. z,_, sind die a/2- und (1-0/2)-Quantile der Standardnormalerteilung.

Bei einer einfachen Zufallsauswahl ohne Zurticklegen aus einer relativ kleinen Population (N/n
< 20) berechnet sich das Konfidenzintervall nach:

p,-(1-p,) N=n p,-(1-p;) N-n
l( l)'N_l'Za/zzpli\/l(n l)'N_l'Zla/z

C'i'(nl) =P, i\/

Die Schatzung des Standardfehlers der Kennwerteverteilung tiber den Stichprobenanteil setzt
hinreichend grol3e Stichproben (n > 60) voraus.
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Konfidenzintervalle fur Populationsanteile
Ist diese Bedingung nicht gegeben, kann ein maximales Konfidenzintervall berechnet werden:

05-7,, _ + 05-2, ., 05-7,, + 05-2, .,

Ci(m)=p,t—===p, £ bzw. ci.(m) =p, t —=25==p,
(M) =py =78 =p £ = (m)=p, \/nN—_n P, \/w
N-1 N-1

Das maximale Konfidenzintervall ist konservativ, da der Standardfehler tendenziell tiberschéatzt
wird, und das Intervall entsprechend vermutlich ein wenig zu lang ist.

Bei sehr kleinen Stichprobenfallzahlen ist mdglicherweise die asymptotische Annéherung an die
Normalverteilung nicht gegeben. Dann kénnen als Alternative auch das o/2- und das (1-o/2)-
Quantile der Binomialverteilung bzw. der hypergeometrischen Verteilung berechnet werden,
wobei im Sinne eines konservativen Vorgehens die Quantile fiir einen Populationsanteil von nt; =
N,/N = 0.5 berechnet werden.

Als Beispiel soll ein 95%-Konfidenzintervall fur einen Populationsanteil berechnet wer-
den, wenn in einer einfachen Zufallsauswahl ohne Zurticklegen von n=100 Fallen aus N
= 100 000 Fallen ein Stichprobenanteil von p, =0.6 (=60/100) resultiert.

Da N/n =1000 > 20 und z,_,;, = Z,475 = 1.96 berechnet sich die Intervallgrenzen nach:

ci(m)=0.6% /OS084 -1.96 = 0.6 £ 0.096 =[0.504,0,696 |
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Konfidenzintervalle fir Populationsanteile

Bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% ist damit zu rechnen, dass der Populations-
anteil vermutlich zwischen 0.50 und 0.70 liegt.

Das Konfidenzntervall ist relativ lang. Wird daher die Irrtumswahrscheinlichkeit auf 10%
heraufgesetzt, betragt z,_,, = 2,450 = 1.645. Die Grenzen des 90%-Konfidenzintervalls
betragen dann:

Ci(m) =06+, 0'?(’)8'4 :1.645=0.6+0.081=[0.52,0,68]

Wird bericksichtigt, dass die Auswahl ohne Zuriicklegen erfolgte, &ndern sch die Intervall-
grenzen bei drei Nachkommastellen nicht:

. 0.6-0.4 100000-100
ci(m)=0.6=+ :
100 100000 -1

-1.645=0.6+0.081= [0.52,0, 68]
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Konfidenzintervalle fr Populationsmittelwerte

Die Berechnung von Konfidenzintervallen fur Mittelwerte erfolgt nach der gleichen Logik.
Unabhéangig von der Verteilung in der Population kann bei einer Fallzahl ab n=30 die Annahe-
rung an die Normalverteilung genutzt werden.

Das (1-a)-Konfidenzintervall berechnet sich dann nach:

. N SS o S
C.i. =Xt*6(X) -z =X+ [—2*—.zZ =X+2.7 =X+2—.7
(Hx) ( ) 1-al2 n '(n —l) 1-a/2 \/ﬁ 1-a/2 n_1 1-a/2

I

Bei einer einfachen Zufallsauswahl ohne Zurticklegen aus einer relativ kleinen Population (N/n
< 20) wird der Korrekturfaktor (N-n)/(N-1) verwendet. Das Konfidenzintervall ist nach:

) SS N—-n G S
C.. =X+ X . -Z =X+——%X .7 =X+ X .Z
(Hx) \/n .(n _1) N_1 1-a/2 N_n 1-a/2 N-n 1-al2
n-—— (n-1)- -
N-1 N-1

Wenn die interessierende GrofRe X in der Population normalverteilt ist, wird statt der Standard-
normalverteilung die T-Verteilung mit df = n — 1 Freiheitsgraden verwendet. Das Konfidenzin-
tervall ergibt sich dann nach:

. _ SS
Ci(uy)=X=* Wx—l) U arzdtona =

'tl—alz;df:n—l = 'tl—alz;df:n—l

5
>
|
[EEN
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Konfidenzintervalle fur Populationsmittelwerte

Da Konfidenzintervalle, die tiber die T-Verteilung berechnet werden, l&nger sind als Konfidenz-
intervalle mit gleicher Irrtumswahrscheinlichkeit, die auf der Standardnormalverteilung beru-
hen, wird oft auch dann die T-Verteilung verwendet, wenn die Verteilung von X in der Popula-
tion unbekannt oder nicht normalverteilt ist.

Es besteht dann eine groRere Chance, dass die Konfidenzintervalle den zu schatzenden Populati-
onsmittelwert tatsachlich enthalten. Man bezeichnet dieses vorsichtigere Vorgehen in der Sta-
tistik als konservatives Schatzen.

Das konservative Schatzen wird insbesondere auch dann verwendet, wenn die Stichprobe sehr
klein (n < 30) und die asymptotische Ann&herung an die Normalverteilung nicht garantiert ist.

Als Beispiel soll ein 95%-Konfidenzintervall fir das Haushaltseinkommen berechnet
werden, wenn in einer einfachen Zufallsauswahl von n=1024 Haushalten ein mittleres
Einkommen von 3500€ beobachtet wurde und die geschatzte Populationsstandardab-
weichung 1500€ betragt.

Das Konfidenzintervall berechnet sich dann nach:

] G 1500
C.. =X+2X.7 =3500+
(Hx) \/ﬁ 1-a/2 1024

Das mittlere Einkommen liegt vermutlich zwischen 3400 und 3600 €.

-1.96 =3500+91.875 = [3408, 3592]
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Konfidenzintervalle fur Populationsmittelwerte aus normalverteilten Populationen

Wird anstelle der standardnormalverteilung die T-Verteilung herangezogen, wird das
97.5%-Quantil der T-Verteilung mit df=1023 Freiheitsgraden benétigt.

Aus der vorne wiedergegebenen Tabelle ist zu entnehmen, dass der Wert bei df=120
bei 1.98 liegt und bei df=co bei dem verwendeten Wert 1.96. Der exakte Wert liegt ir-
gendwo dazwischen.

Wird im Sinne eines konservativen Schatzens der Wert 1.98 verwendet, vergrofiern sich
das Intervall von 3500 £ 91.875 auf 3500 * 92.8125.
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Nutzung von Konfidenzintervallen zur Berechnung der Fallzahl

Mit Hilfe von Konfidenzintervallen kann auch die notwendige Fallzahl fiir eine Untersuchung
bestimmt werden. Wenn bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit o eine Genauigkeit von ¢ verlangt
wird, wobei ¢ die halbe Lange des Konfidenzintervalls ist, dann folgt aus der Rechenformel fir

das Konfidenzintervall bei der Betrachtrung von Populationsanteilen:
B U -(l— nl)
€= Zl—oc/Z : T

Durch Auflésen der Gleichung ergibt sich die notwendige Fallzahl:
2
_ (Zlfa/2) 'nl'(l_nl)

2
€

n

Wenna=5% und eine Genauigkeit von ¢ = #3% verlangt wird, und von einem Populations-
anteil von z; = 0.5 ausgegangen wird, dann bend6tigt man eine Fallzahl von:
(2iay) m(1-m) 1.96%-05

n= . > ~1067.111~1068
e 0.03

Bei Mittelwerten muss eine ungeféhre Schatzung der Populationsvarianz vorliegen. Die Fallzahl
brechnet sich hier nach:

n= (Zl—u/2)2 '6§<
_8—2
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Lerneinheit 14: Die Logik statistischen Testens

In vielen sozialwissenschaftlichen Fragestellungen sollen \Vermutungen tber Eigenschaften
einer Population Uberprift werden.

Es soll z.B. gepriift werden, ob in einer Stadt eine Mehrheit der Biirger fur die Einrich-
tung einer Ganztagsschule ist. In einer einfachen Zufallsauswahl von n=100 Blirgern
sprechen sich 60% fiir die Einrichtung der Schule aus. Aus dem Ergebnis wird geschlos-
sen, dass es tatsachlich eine Mehrheit fiir die Einrichtung der Ganztagsschule gibt.

Das Beispiel weist auf die Ahnlichkeit der Fragestellung beim statistischen Schétzen und beim

statistischen Testen hin:

» Beim Schatzen wird aufgrund von Stichprobendaten in einem Induktionsschluss auf eine
Eigenschaft der Population geschlossen;

* beim Testen wird anhand von Stichprobendaten induktiv entschieden, ob eine Vermutung
uber eine Eigenschaft der Population zutrifft oder nicht zutrifft.

Beim statistischen Testen wird also immer eine Entscheidung tber die empirische Giiltigkeit
einer vermuteten (postulierten) Populationseigenschaft getroffen.

Als Entscheidungsgrundlage werden Informationen aus einer Zufallsstichprobe verwendet.
=  Statistischer Test sind Entscheidungsregeln, die Stichprobendaten nutzen.
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Statistische Test Uber Konfidenzintervalle

Eine naheliegende und nicht selten auch genutzte Mdoglichkeit zur Prifung einer Hypothese be-
steht darin, ein (1-a))-Konfidenzintervall zu berechnen.
Wenn ein gegen die zu prufende Hypothese sprechender Wert innerhalb
des Konfidenzintervalls liegt, ist die Hypothese mit der Irrtumswahr-
scheinlichkeit o abzulehnen.

Im Beispiel der Fragestellung, ob es eine Mehrheit fiir die Einrichtung der Ganztags-
schule gibt, berechnen sich die Grenzen des 95%-Konfidenzintervalls bei einer Stich-
probenfallzahl von n=100 und n,=60 Beflirwortern der Ganztagsschule nach:

t

1
-1 .7
—al2

n n? 1-a

60 60-40
+

=100 F\1gq 196 =0.6+0.096=[0.504,0.696]

Da die Untergrenze des Konfidenzintervalls tiber 50% liegt, liegt kein Wert, der gegen
die Hypothese spricht, im Konfidenzintervall. Daher kann bei einer Irrtumswahrschein-
lichkeit von 5% ausgeschlossen werden, dass es keine Mehrheit flr die Einrichtung der
Schule gibt.

Dann gibt es umgekehrt vermutlich eine Mehrheit fur die Einrichtung der Schule.
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Statistische Test Uber Konfidenzintervalle

Beim Testen uber Konfidenzintervalle werden keine Informationen Gber Populationsparameter
verwendet, die die zu prifenden Hypothese enthalt.

Es ist jedoch oft méglich, zusatzliche Annahmen Gber die Population zu nutzen, die zutreffen
mussen, wenn die Hypothese richtig sein sollte.

Im Beispiel der Einrichtung einer Ganztagsschule ist die Vermutung, dass es eine Mehr-
heit flr die Schule gibt, falsch, wenn in der Population hdchstens ein Anteil 7;=0.5 fir
die Einrichtung der Schule ist.

Wenn dies gerade noch zutrifft, dann ist es nicht nétig, den Standardfehler aus den Stich-
probendaten zu schatzen. Sein Wert folgt dann néamlich direkt aus der Stichprobengrofie
und der Annahme der Hypothese, dass ein Anteil von z;=0.5 fur die Einrichtung der
Schule ist. Der Standardfehler betragt dann namlich unter dieser Bedingung:

G(M):Jnfafqg):J05(1—05):005

n 100

Falls in der Population 50% fiir die Einrichtung der Schule sind, dann ist zudem der Er-
wartungswert des Stichprobenanteils p(p,)=0.5.

Zusammen mit dem Standardfehler kann diese Information genutzt werden, um tber eine
Z-Transformation des Stichprobenanteils eine Statistik zu berechnen, die asymptotisch
standardnormalverteilt ist, wenn in der Population tatsachlich genau 50% fr die Einrich-
tung der Schule sind.
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Signifikanztest

Zzpl_l"l(pl): P —m :p1_0'5

o(p,) Jnl(l_nﬂ 0.05

Falls es doch eine Mehrheit fur die Einrichtung der Schule gibt, dann ist der Populations-
anteil ; > 0.5.

Da dann der Abzug von 0.5 im Z&hler der Teststatistik zu gering ist, ist dann eher mit posi-
tiven Werten zu rechen.

Daher wird die Hypothese, dass es keine Mehrheit gibt, bei einer Irrtumswahrscheinlich-
keit von 5% abgelehnt, wenn die Teststatistik groRer ist als das 95%-Quantil der Standard-
normalverteilung, also groRer ist als 1.645. Aus den Stichprobendaten p,= 0.6 folgt:

0.05 0.05

p,-05_06-05_,

Da 2.0 > 1.645, wird die Hypothese, dass es keine Mehrheit gibt, mit einer Irrtumswahr-
scheinlichkeit von 5% abgelehnt.

Die Idee dieser Art der Hypothesenprifung geht auf den britischen Statistiker Fisher zurlick und
wird als Signifikanztest bezeichnet.
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Signifikanztest

Vor der Durchfiihrung eines Signifikanztests wird zwischen der inhaltlich interessierenden For-
schungshypothese und ihrem Gegenteil, der sogenannten Nullhypothese H, unterschieden.
Im Beispiel besagt die Forschungshypothese, dass es eine Mehrheit fiir die Einrichtung
der Gesamtschule gibt, wahrend die Nullhypothese H, behauptet, dass es keine Mehrheit
gibt, also maximal 50% der Bevolkerung fir die Einrichtung sind:
Ho: m; < 05

Der Signifikanztest pruft dann anhand der Stichprobendaten und unter Ausnutzung aller Infor-
mationen, die in der Nullhypothese enthalten sind, ob die Nullhypothese bei einer vorgegebenen
Irrtumswahrscheinlichkeit noch mit der empirischen Wirklichkeit vereinbar ist.

Ist dies nicht der Fall, gilt die Nullhypothese als widerlegt und entsprechend ihr Gegenteil, also
die Forschungshypothese als bestatigt.

Man spricht dann davon, dass das Ergebnis mit der Irrtumswahrscheinlichkeit « (auch als Sig-
nifikanzniveau bezeichnet) signifikant ist.

Wenn die Nullypothese dagegen mit den empirischen Daten vereinbar ist und entsprechend nicht
ausgeschlossen werden kann, ist das Ergebnis nicht signifikant und die Forschungshypothese
kann nicht bestatigt werden.
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Alpha- und Betafehler (Fehler erster und zweiter Art)

Die eigentlich interessierende Forschungshypothese wird also nur dann bestétigt, wenn mit
groler Sicherheit ausgeschlossen werden kann, dass die Nullhypothese falsch ist. Je kleiner die
Irrtumswahrscheinlichkeit o, desto groRer die Sicherheit 1-a., dass die Forschungshypothese
zutrifft, wenn die Nullhypothese abgelehnt wird.

Man konnte nun auf die Idee kommen, die Irrtumswahrscheinlichkeit moglichst klein zu halten.
Dabei wird jedoch (bersehen, dass es auch die Mdoglichkeit gibt, dass die Nullhypothese beibe-
halten wird, obwohl sie falsch ist.

Insgesamt sind namlich vier Situationen zu unterscheiden:

H, ist richtig ! H, ist falsch

falsche Entscheidung

Akzeptanz von H, richtige Entscheidung | = B-Fehler (Fehler zweiter Art)

falsche Entscheidung .
= a-Fehler (Fehler erster Art)

Verwerfen von H, richtige Entscheidung

Neben dem Alphafehler, die Nullhypothese féalschlicherweise zu verwerfen, ist auch der Beta-
fehler, das ist die fehlerhafte Beibehaltung der Nullhypothese, zu beriicksichtigen.
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Alpha- und Betafehler (Fehler erster und zweiter Art)

H, ist richtig

H, ist falsch

Akzeptanz von H,

Verwerfen von H,

richtige Entscheidung

falsche Entscheidung

falsche Entscheidung
= B-Fehler (Fehler zweiter Art)

richtige Entscheidung

= a-Fehler (Fehler erster Art)

Statt von Alpha- und Betafehlern spricht man auch von Fehler erster und zweiter Art.

Der Signifikanztest, wie er bisher vorgestellt wurde, berticksichtigt nicht die Mdglichkeit des
Fehlers zweiter Art.

Anders ist es beim Hypothesentesten nach Neyman und Pearson.

Die Grundidee des Neyman-Pearson-Tests besteht darin, zundchst symmetrisch zu denken und
den gesamten Wertebereich der interessierenden Populationseigenschaft in zwei disjunkte Be-
reiche aufzuteilen, den Bereich der Nullhypothese H, und den Bereich der Alternativhypothese
H,.
Im Beispiel der Einrichtung der Schule wiirde etwa folgendes Hypothesenpaar formuliert:

Ho: m < 0.5 versus H;: 7; > 0.5.
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Verteilungen der Stichprobenstatistik bei Null- und Alternativhypothese

In Abhéngigkeit von der Gultigkeit der Null- bzw. der Alternativhypothese unterscheiden sich
die Stichprobenverteilungen des Stichprobenanteils.

f(py|m,=0.1) 5 <05 | m>05 f(p,|m;=0.9)
f(py|n,=0.2) f(p,m,=0.8)
f(p,|m,=0.3) f(p,|m,=0.7)
f(py|r,=0.4) f(p,|r,=0.6)

f(py|m;=0.5)

I ] ] ] ]

0.0 0.1
Vorlesung Statistik |

1 75 Py
1.0
L14-8




Annahmebereich und Ablehnungsbereich der Nullhypothese
m, <05 | 7y>05
f(py|m,=0.5)|  f(p,|m,=0.6)

f(py|m,=0.7)

f(py|m,=0.4)

N

i i i i i i i i i 75 Py
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 ol6 0.7 0.8 0.9 1.0
Annahmebereich | Ablehnungsbereich

Da die Kennwerteverteilung des Stichprobenanteils in Abhangigkeit von der Giiltigkeit der
Null- bzw. Alternativhypothese variiert, kann der Stichprobenanteil als Teststatistik ver-
wendet werden.

Analog zur Zweiteilung des Wertebereichs des zu testenden Populationsparamters wird auch
der Wertebreich des Teststatistik in zwei Bereiche geteilt: den Annahmebereich und den Ab-
lehungsbereich der Nullhypothese.
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Festlegung der (maximalen) Irrtumswahrscheinlichkeit

Annahme-jAblehnungs-
bereich von Hy|bereich von H,
pl<0.6 = H, pl>0.6=H,

kritischer
Wert

a-Fehlerwahr-
scheinlichkeit

0.3 0.4 0|5 0.6 0.7 0.8
Hy: 7, <05 Hyim, > 05

Der Wert, der den Annahmebereich vom Ablehnungsbereich trennt, wird als kritischer Wert be-

zeichnet
In der Abbildung wird die Nullhypothese abgelehnt, wenn die Teststatistik den kritischen

Wert 0.6 erreicht oder Uberschreitet.
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Festlegung der (maximalen) Irrtumswahrscheinlichkeit

Annahme-jAblehnungs-
bereich von Hy|bereich von H,
pl<0.6 = H, pl>0.6=H,

kritischer

B-Fehlerwahr- Wert

scheinlichkeit

o-Fehlerwahr-
scheinlichkeit

0.3 0.4 0|5 0.6 0.7 0.8
Hy: my <0.5] Hyim, > 0.5

Die a-Fehlerwahrscheinlichkeit ist dann die Wahrscheinlichkeit, dass die Teststatistik in den
Ablehnungsbereich féllt, wenn die Nullhypothese richtig ist.

Umgekehrt ist die B-Fehlerwahrscheinlichkeit die Wahrscheinlichkeit, dass die Teststatistik in
den Annahmebereich féllt, obwohl die Nullhypothese falsch ist.
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Festlegung der (maximalen) Irrtumswahrscheinlichkeit

Annahme-jAblehnungs-
bereich von Hy|bereich von H,
pl<0.6 = H, pl>0.6=H,

kritischer

B-Fehlerwahr- Wert

scheinlichkeit

S

a-Fehlerwahr-
scheinlichkeit

[ 1

0.3 0.4 0|5 0.6 0.7 0.8
Hy: 7, <05 Hyim, > 05

Im Beispiel betragt die maximale a-Fehlerwahrscheinlichkeit die Wahrscheinlichkeit, dass
dass ein Stichprobenanteil grofier oder gleich 0.6 ist, wenn der Populationsanteil 0.5 ist.
Da der Stichprobenanteil asymptotisch normalverteilt ist, berechnet sich diese Wahrschein-
lichkeit nach:

Pr(p, > 0.6|m, =0.5n =100) =1-®((0.6 —0.5)/0.05) =1- ®(2.0) = ®(-2.0) = 0.0228
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Festlegung der (maximalen) Irrtumswahrscheinlichkeit

i Agnahmj' lee_hﬂungs—H Aus den Zweiteilungen des Wertebereichs des
ereicn von Hyjoereicn von My i i -
01 <06 H, 01> 0.6 = H, zu testenden Populationsparameters in den Be

reich der Null- und der Alternativhypothese
und des Wertebereichs der Teststatistik in den
Annahme- und den Ablehnungsbereich ist die
maximale o-Fehlerwahrscheinlichkeit gleich-
zeitig 1.0 minus der maximalen p-Fehlerwahr-
scheinlichkeit.

Im Beispiel betragt die maximale g-Feh-

lerwahrscheinlichkeit daher 1 — 0.0228

= 0.9772, wenn der Populationsanteil un-
| merklich Gber 0.5 liegt.

kritischer

B-Fehlerwahr- Wert

scheinlichkeit

a-Fehlerwahr-
scheinlichkeit

0.3 0.4 0|5 0.6 0.7 0.8
Hy: my <0.5| Hyim, > 0.5

Die Symmetrie zwischen Null- und Alternativ-hypothese wird verlassen, wenn eine der
beiden Hypothesen die eigentliche Forschungshypothese ist, also die Vermutung des For-

scher beinhaltet.
In der Regel ist die Forschungshypothese die Alternativhypothese.
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Festlegung der (maximalen) Irrtumswahrscheinlichkeit

Annahme- Ablehnungs-
bereich von H, | bereich von H,

/A I N

0.3 0.4 0[5 0.6 0.7 0.8
Hy: t, < 0.5 Hy:m, >0.5

Im Sinne eines moglichst strengen Testens soll die Wahrscheinlichkeit der falschlichen Akzep-
tanz der Forschungshypothese einen Maximalwert nicht tiberschreiten. In der Sozialforschung
wird Ublicherweise die maximale a-Fehlerwahrscheinlichkeit auf 5% oder 1% festgelegt.

Diese Forderung kann realisiert werden, wenn die Forschungshypothese die Alternativhy-
pothese ist, da der a-Fehler dann die falsche Annahme der Forschungshypothese beinhal-
tet.
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Festlegung der (maximalen) Irrtumswahrscheinlichkeit

Annahme- Ablehnungs-
bereich von H, | bereich von H, 1— q)(z) =0.05

= ®(Z2)=0.95
= Z =1 (0.95)=1.645

kritischer Wert
0.58225

krit—0.5

1.645 =
J0.5-(1-0.5)/100

=krit=z,_, ’(S(pl\H0 )+ “(pl\"'o )
| I =1.645-0.05+0.5

03 04 o5 06 07 08 =0.58225
Ho: 7, <05 Hyim, > 0.5

Bei einer maximalen a-Fehlerwahrscheinlichkeit von 5% betréagt der kritische Wert
0.58225: Wenn die Nullhypothese gerade noch zutrifft (;,=0.5), betragt die Wahrschein-
lichkeit 5%, dass der kritische Wert 0.58225 erreicht oder tberschritten wird.

Ist 7; < 0.5, ist die Wahrscheinlichkeit kleiner 5%, dass der kritische Wert erreicht oder
uberschritten wird. Die a-Fehlerwahrscheinlichkeit ist dann kleiner.
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Festlegung der (maximalen) Irrtumswahrscheinlichkeit

Annahme- Ablehnungs-
bereich von H, | bereich von H,

0.3 0.4 0[5 0.6 0.7 0.8
Hy: < 0.5 Hy:m, >0.5

Wenn umgekehrt die Forschungshypothese gerade noch zutrifft, der Populationsanteil
also ganz geringfligig tber 50% liegt, betragt die S-Fehlerwahrscheinlichkeit immerhin
fast 95%.

Je dichter der tatsachliche Populationswert nahe der Trennline zwischen Null- u. Alternativ-
hypothese liegt, desto groRer ist die -Fehlerwahrscheinlichkeit.
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Festlegung der (maximalen) Irrtumswahrscheinlichkeit
Annahme- | Ablehnungs- YOT Pr(p, > 0.58225=
bereich von Hy | bereich von Hy 0.9 +
0.8 +
0.7
0.6
0.5

0.4

0.3

0.3 0.4 0l5 0.6 0.7 0.8 0.0 —t—F—+— . f . —

Hy: m, <05 Hiimy >05 00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
T
Um einen Eindruck tber die Fehlerrisiken insgesamt zu erhalten, kann fiir den gesamten Werte-
bereich der Teststatistik die Wahrscheinlichkeit berechnet werden, mit der die Teststatistik in
den Ablehnungsbereich fallt.

Die so berechnete Funktion heil3t Teststarkefunktion (engl. power function).
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Teststarkefunktion

Annahme- | Ablehnungs- e R N :
bereich von H, | bereich von H, 0.9 4 Pr(B-Fehler) |
08--
074
06
05| Prax =95% :
03|
02 |
01 B Pr(o.-Fehler) 1-Pr(B-Fehler) i
Tmax 7272 MM
03 04 05 06 07 08 00 o
Ho 7 < 08| Hyiy 05 00 04 02, G808 O B °° 12

Nullhypothese I Nullhypothese

Im Bereich der Nullhypothese gibt die Teststarkefunktion die Irrtumswahrscheinlichkeit o an.

Im Bereich der Alternativhypothese gibt die Teststarkefunktion Eins minus der B-Fehlerwahr-
scheinlichkeit an.
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Trennscharfe

1.0+

0ol Wenn 7z; >0.62 wird eine (dann falsche)
Prob(p-Fehler)=21.8% Nullhypothese mit einer Wahrschein-

B lichkeit von 1- >78.2% entdeckt.

0.7 -

Bei einem Wert von 7; zwischen >0.5 und
0.6+ <0.62 liegt die () Fehlerwahrschein-
05| lichkeit zwischen 95% und 21.8 %. Der
04 | Test ist in diesem Bereich nicht trenn-

scharf.
03|
o2 Wenn 7z; <0.5, wird die (dann zutref-

T P fende) Nullhypothese mit einer Irrtums-
-Prob(B-Fehler) . . .
01 1 o =5% wahrscheinlichkeit von maximal « = 5%
0.0 +——+—+—+——+—+—+—+— x, entdeckt.
00 01 02 03 04 Op 06 07 08 09 10
zutreffende | unzutreffende

Nullhypothese ! Nullhypothese

Die Teststarkefunktion sollte im Bereich der Nullhypothese mdglichst geringe Werte nahe 0
und im Bereich der Alternativhypothese moglichst groRe Werte nahe 1 aufweisen. Es gibt je-
doch immer einen Bereich, in dem ein Test sehr hohe Fehlerwahrscheinlichkeiten aufweist. In
diesem nicht trennscharfen Bereich kann der Test nur schlecht zwischen H, und H; diskriminie-
ren.
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Einfluss des maximalen Irrtumswahrscheinlichkeit a. auf die Trennschéarfe

Lo So ist bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit
0.9 von « <10 % der Bereich, in dem der
08 Test nicht trennscharf ist, kleiner als bei
07 einer Irrtumswahrscheinlichkeit von a <
' 5 %.

0.6

Bei gegebener Fallzahl und zu geringer
0.5 .

Trennschérfe muss daher gegebenenfalls
0.4 die Irrtumswahrscheinlichkeit o
03 heraufgesetzt werden.
0.2 Der ,,Preis* fur die gréRRere Trennschar-
0.1 o =10% fe bei zutreffender Alternativhypothese ist
0.0 / allerdings, dass eher eine richtige Null-

hypothese falschlicherweise abgelehnt
wird, also die maximale o-Fehlerwahr-
scheinlichkeit steigt.

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

Der Bereich geringer Trennschérfe ist kleiner, wenn die maximale a-Fehlerwahrscheinlichkeit
heraufgesetzt wird.
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Einfluss des Stichprobenumfangs auf die Trennscharfe

n=200

1.0

Bei einer Fallzahl von nur n=>50 ist der
Test im Bereich zwischen z; > 0.5 und
etwa 7z, < 0.68 nicht sehr trennschaft

0.9
0.8
0.7

o0 Bei einer Fallzahl von nur n=200 ist der

Test im Bereich zwischen z; > 0.5 und
etwa 7z, < 0.57 nicht sehr trennschaft

0.5
0.4
0.3

0.2 Ist die Teststdrke nicht hoch genug, sollte

- wenn moglich - die Fallzahl erhéht wer-
S den.

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

0.1

0.0

Bei gegebener Irrtumswahrscheinlichkeit hangt die Trennscharfe (Teststarke) von der Stich-
probengrofie ab:

je kleiner die Stichprobe, desto groRRer der Standardschatzfehler und desto weniger steil und
damit weniger trennscharf verlauft die Teststarkefunktion.

Umgekehrt gilt: je groler die Stichprobe, desto kleiner der Standardschétzfehler und desto steiler
und damit trennschérfer verlauft die Teststarkefunktion.
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Vorgehensschritte beim statistischen Testen

Das Beispiel des Tests der Forschungshypothese, dass ein Populationseinteil einen vorgegebe-
nen Wert Uberschreitet, zeigt die generelle Vorgehensweise bei der Hypothesenprifung nach
Neyman und Pearson.

Schritt 1: Formulierung von Null- und Alternativhypothese

Im ersten Schritt wird der Wertebereich der betrachteten Populationseigenschaft in zwei disjunk-
te Bereiche zerteilt, die der Nullhypothese H, und der Alternativhypothese H, entsprechen. Da-
bei wird die Nullhypothese H, so formuliert, dass sie moglichst das Gegenteil der eigentlich in-
teressierenden Forschungshypothese ist, die dann der Alternativhypothese H, entspricht.

Schritt 2: Auswahl der statistischen PrufgroRe (Teststatistik)

Fur die Durchfuhrung des Tests wird als empirische PriifgroRe eine Teststatistik bendtigt, die bei

richtiger und falscher Nullhypothese unterschiedliche Kennwerteverteilungen aufweist.
Im Beispiel des Priifens einer Vermutung iber einen Populationsanteil wurde als Test-
statistik der Stichprobenanteil herangezogen, dessen Kennwerteverteilung asymptotisch
normalverteilt ist.

In der Regel wird eine Teststatistik so ausgewahlt, dass ihre Kennwerteverteilung bei (gerade
noch) zutreffender Nullhypothese leicht zu berechnen ist.
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Vorgehensschritte beim statistischen Testen

Da die Quantile von Normalverteilungen i.a. Gber die Standardnormalverteilung berech-
net werden, bietet es sich an, anstelle des Stichprobenanteils eine Teststatistik zu berech-
nen, die bei gerade noch gultiger Nullhypothese standardnormalverteilt ist.

Im Beispiel ist dies der Fall, wenn z; = 0.5 ist:

S poi)  pem p,—05  _p,—05

(P, \/ano (1=, )/ - J05-(1-05)/100 005

Schritt 3: Festlegung von Irrtumswahrscheinlichkeit & und Ablehnungsbereich

Die Entscheidungsregel des Tests sollte so sein, dass die Wahrscheinlichkeit einer Fehlentschei-
dung minimiert wird. Da aber a- und -Fehlerwahrscheinlichkeiten nicht unabhéngig voneinan-
der sind, wird nur die maximale o-Fehlerwahrscheinlichkeit festgelegt.

Der Wert betragt in der Regel 5% oder 1%.

Allerdings sollte die Trennschérfe des Tests beriicksichtigt werden. Bei sehr hohen Fallzahlen ist
eine sehr kleine a-Fehlerwahrscheinlichkeit angemessen. Wenn bei geringen Fallzahlen die
Trennscharfe des Tests zu gering ist und die Fallzahl nicht heraufgesetzt werden kann, ist es
sinnvoll, auch groRere a-Fehlerwahrscheinlichkeiten von 10% oder sogar dariiber zu akzeptie-
ren.
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Vorgehensschritte beim statistischen Testen

Ob die Trennscharfe hinreichend hoch ist, ist eine Frage, die vor dem Hintergrund der inhaltli-
chen Anwendung entschieden werden sollte.
Im Beispiel der Priifung der Forschungshypothese, ob es eine Mehrheit zugunsten der
Gesamtschule gibt, ware vermutlich die Trennschéarfe nicht hoch genug, wenn erst bei
einem Populationswert, der sehr deutlich uber 7, = 0.5 liegt, die f-Fehlerwahrschein-
lichkeit unter 20% lage:
Wenn erst bei einer 2/3-Mehrheit in der Population auch die Stichprobendaten mit hoher
Wahrscheinlichkeit fir die Forschungshypothese sprechen, wéare der Test nicht sehr sinnvoll.

Mit der Festlegung der Irrtumswahrscheinlichkeit wird auch der Ablehnungsbereich festgelegt,
der auch als kritischer Bereich bezeichnet wird. Der Ablehnungsbereich wird dabei so gewéhlt,
dass die maximale a-Fehlerwahrscheinlichkeit nicht Gberschritten wird.

Im Beispiel ist die Teststatistik nur bei dem Populationswert z; = 0.5 standardnormal-
verteilt. Aus den Regeln der Lineartransformation einer Variablen ergibt sich generell
flr den Erwartungswert der Teststatistik:

p1—0.5j (—0.5 1 j 05 1 7,05
Z = _—_ | = + . = + . —
1(Z)=n ( 005 ) Moo 005 ™) 005 005 M™M= 005

Bei einem Populationsanteil z; < 0 ist der Erwartungswert von Z p(Z) < 0, bei einem
Populationsanteil z; > 0 ist der Erwartungswert von Z u(Z) > 0.
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Vorgehensschritte beim statistischen Testen

Da nur im letzten Fall die Nullhypothese falsch wére, ist bei falscher Nullhypothese eher
mit hohen (positiven) Werten der Teststatistik zu rechnen.

Bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von maximal 5% sollte die Nullhypothese daher ab-
gelehnt werden, wenn die Teststatistik in einer Stichprobe das 95%-Quantil der Standard-
normalverteilung erreicht oder Uberschreitet. Dies ist der Fall, wenn Z >1.645.

Bei gerade noch gultiger Nullhypothese, wenn also z; = 0.5, wird dieser Wert nur in 5%
aller Stichproben erreicht. Ist z; < 0.5, dann ist dies noch seltener der Fall.

Formal gesehen spielt es keine Rolle, ob der kritische Wert fur die Teststatistik Z oder flr den
Stichprobenanteil p berechnet wird.
Wird anstelle der Teststatistik Z der Stichprobenanteil p, als Teststatistik verwendet, ist
der kritische Wert das 95%-Quantil der Stichprobenverteilung von p,, wenn z; = 0.5.
Der so bestimmte Wert 0.58225 ergibt sich auch durch die Umkehrung der Z-Transfor-
mation aus den kritischen Wert von Z:

Pt — H(pl\Ho) _ P — 0.5

Z,05 =1.645= G(pl‘Ho ) 0.05

= Py =1.645-0.05+0.5 = 0.58225
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Generelle Vorgehensweise beim statistischen Testen

Schritt 4: Berechnung der PrifgroRe und Entscheidung
Nachdem die Teststatistik ausgewahlt und tber die Festlegung der Irrtumswahrscheinlichkeit
auch der Ablehnungsbereich bzw. der kritische Wert berechnet ist, kann der Test anhand der
empirischen Stichprobendaten durchgefuhrt werden.

Im Beispiel betrug der Stichprobenanteil 0.6. Daraus ergibt sich fir die Teststatistik:

,_P,-05_06-05_
0.05 0.5

Da der Wert 2.0 groRer ist als der kritischen Wert 1.645 , liegt die Teststatistik im Ab-
lehnungsbereich. Die Nullhypothese ist daher bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von
maximal 5% zu verwerfen.

Umgekehrt ist dann zu erwarten, dass die Alternativhypothese und damit die Forschungs-
hypothese vermutlich zutrifft. Der Test fuhrt also zu der Entscheidung, dass von einer
Mehrheit fur die Einrichtung der Ganztagsschule auszugehen ist.

2.0

Schritt 5: Uberpruifung der Anwendungsvoraussetzungen

Die Durchfiihrung eines Tests ist in der Regel an Anwendungsvoraussetzungen gebunden. Diese

sollten am besten vor der Durchfiihrung des Tests geprift werden. Da die Prifung bisweilen aber
bereits die Berechnung der Teststatistik beinhaltet, erfolgt die Prifung oft erst im letzten Schritt.
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Generelle Vorgehensweise beim statistischen Testen

Im Beispiel wird neben der Voraussetzung einer (einfachen) Zufallsauswahl die asymp-
totische Annédherung des Stichprobenanteils an die Normalverteilung vorausgesetzt.

Als Faustregel gilt, dass diese Annaherung hinreichend genau ist, wenn die Quotienten
aus den beiden Populationsanteilen z; und 7, (= 1 — z;) mal der Fallzahl gréRer 9 sind.
Bei der Anwendung wird dabei als Populationsanteil wieder der Wert genommen, bei
dem die Nullhypothese gerade noch zutrifft, also z; = 0.5. Da n=100, ergibt sich hier:

1-m

=n=100>9
1-m, T,

Die Anwendungsvoraussetzungen sind also erfllt.

Wenn die Anwendungsvoraussetzungen nicht erflllt sind und es keine anderen Test gibt, dessen
\Voraussetzungen erfillt sind, dann ist das Ergebnis des Tests nur mit Vorsicht zu verwenden.

Es kann zwar sein, dass das Testergebnis gegenuber der Verletzung einer Anwendungsvoraus-
setzung robust ist und dann das Testergebnis trotz Verletzung einer Annahme korrekt ist. Die ist
aber nicht immer der Fall.
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Einseitige und zweiseitige Tests

Im Beispiel des Tests der Forschungshypothese, dass eine Mehrheit fur die Einflihrung einer
Ganztagesschule ist, ist die Nullhypothese falsch, wenn ein Populationswert einen vorgegebe-
nen Wert (im Beispiel: n, > 0.5) erreicht oder Uberschreitet.

Ein solcher Test heil3t einseitiger Hypothesentest, da der von der Nullhypothese postulierte
Wertebereich eines Populationsparameters entweder gegen ein Uberschreiten (wie im Beispiel)
oder gegen ein Unterschreiten gepruft wird.

In einem zweiseitigen Hypothesentest postuliert die Nullhypothese dagegen, dass der zu testen-
de Populationsparameter einen bestimmten Wert aufweist. Die Nullhypothese ist dann falsch,
sowohl, wenn dieser Wert Uberschritten, als auch, wenn er unterschritten wird.

Die generelle Vorgehensweise unterscheidet sich in der Schrittfolge nicht von der Vorgehens-
weise bei einem einseitigen Test.

Schritt 1: Formulierung von Null- und Alternativhypothese
Beispiel: Ein Spieler ist der Ansicht, dass er beim geschickten Werfen einer Miinze ent-
scheiden kann, ob eher ,,Kopf*“ oder eher ,,Zahl** oben liegen wird. Die Forschungshy-
pothese behauptet dann, dass die Wahrscheinlichkeit (von z.B. ,,Kopf*) ungleich 0.5 ist:
Ho: 7 = 0.5 versus Hy: 7y #0.5

In einem Experiment soll dies gepruft werden, indem der Spieler in insgesamt n= 250-
maligen Werfen eines Wurfels jedes Mal ,,Kopf* erreichen soll.
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Zweiseitige Tests

Schritt 2: Auswahl der statistischen PrifgroRe:
Der Stichprobenanteil ist bei einer einfachen Zufallsauswahl um den Populationsanteil normal-
verteilt.

Wenn 7, = 05, dannist Z=——P "% P 705

\/nl (1-m,) \/0.5-(1— 0.5)

n 250

standardnormalverteilt.

Wenn die Nullhypothese falsch ist, z; 0.5, dann ist entweder eher mit kleinen Werten
(wenn z; < 0.5) oder aber eher mit groRen Werten (wenn 7; > 0.5) der Teststatistik zu
rechnen.

Wenn die Nullhypothese zutrifft, ist dagegen mit Werten um 0.0 zu rechnen.

Schritt 3: Festlegung von Irrtumswahrscheinlichkeit und kritischen Werten:
Die Irrtumswahrscheinlichkeit soll & = 5% betragen. Da bei zutreffender Nullhypothese
mit Werten der Teststatistik um den Erwartungswert 0.0 zu rechnen ist, ist die Nullhypo-
these abzulehnen, wenn die Werte der Teststatistik sehr viel kleiner oder sehr viel goiier
als 0.0 sind.
Daher wird die Nullhypothese abgelehnt, wenn die Teststatistik kleiner als das 2.5%-
Quantil oder aber groRer als das 97.5%-Quantil der Standardnormalverteilung ist. Die
kritischen Werte sind daher #1.96.
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Zweiseitige Tests

nl<05 1l =05 nl1>0.5

407
357
.307
257
.207
157
107
.057
.00

Bei einem zweiseitigen Hypothesentest gibt es auch zwei kritische Werte, die den Bereich der
Akzeptanz der Nullhypothese gegen die Teilbereiche der Ablehnung der Nullhypothese abgren-
zen.

Die Wahrscheinlichkeit bei gultiger Nullhypothese den unteren kritischen Wert zu erreichen oder
zu unterschreiten oder aber den oberen kritischen Wert zu erreichen oder zu tiberschreiten, ist
jeweils a/2, so dass die Irrtumswahrscheinlichkeit insgesamt 2-a/2 = o betragt.

Bei Populationswerten im Bereich der Alternativhypothese H, ist dann die 3-Fehlerwahrschein-
lichkeit die Wahrscheinlichkeit, dass die Teststatistik groRer als der untere kritische Wert und
kleiner als der obere kritische Wert ist.
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Zweiseitige Tests

Schritt 4: Berechnung der Teststatistik und Entscheidung
Wenn der Spieler bei den 250-maligen Werfen der Miinze 130-mal das Ergebnis ,,Kopf*
erziehlt, berechnet sich fur die Teststatistik der Wert

199 o5

250 B 0.02 3

Z= = =0.632
[05-(1-05) 0.0316
250

Da -1.96 < 0.632 < +1.96, kann die Nullhypothese bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit
von 5% nicht verworfen werden. Obwohl der Spieler in mehr als 50% der Falle ,,Kopf**
erzielt, kommt der Test zu dem Ergebnis, dass die Abweichung von 50% auch rein zufallig
sein kann. Es kann daher nicht davon ausgegangen werden, dass der Spieler tatsachlich
das Ergebnis durch sein Werfen beeinflussen kann.

Schritt 5: Uberprufung der Anwendungsvoraussetzungen
Die Prifung der Anwendungsvoraussetzung ergibt fur z,=0.5:

I-m L _250s9

1-m T,

Die Anwendungsvoraussetzungen sind erfullt.
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Empirisches Signifikanzniveau

Zusétzlich zum Wert der Teststatistik wird vor allem bei Signifikanztests oft das empirische
Signifikanzniveau berichtet, das die Wahrscheinlichkeit angibt, dass eine Teststatistik bei
(gerade noch) zutreffender Nullhypothese den beobachteten Wert annimmt oder einen Wert, der
noch stérker gegen die Nullhypothe spricht.

f(igr_tl =09 Im Beispiel des zweiseitigen Tests der
'35_ Nullhypothese H,: 7z; = 0.5 betréagt der

' Wert der Teststatistik 0.632.

07 Diesem Wert entspricht im zweiseitigen
27 Test ein empirisches Signifikanzniveau
207 von 52.8%:

157 Pr(Z > 0.632) = 1-@(0.632) = 26.4%
107 Pr(Z <-0.632) = &(-0.632) =26.4%
gz , Pr(-0.632>27&7Z2>0.632) =52.8%

-4 ;3
Ist das empirische Signifikanzniveau kleiner als die maximale Irrtumswahrscheinlichkeit o,
dann ist die Nullhypothese zu verwerfen;

ist das empirische Signifikanzniveau groRer oder gleich der maximale Irrtumswahrscheinlichkeit
o, dann ist die Nullhypothese beizubehalten.
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Signifikanztest und Neyman-Pearson-Test

Die Vorgehensweise beim Signifikanztest nach Fisher und dem Hypothesentest nach Neyman
und Pearson ist bei der praktischen Anwendung meistens identisch:

Die Nullhypothese wird abgelehnt, wenn der Wert der Teststatistik in der Stichprobe bei gege-
bener maximaler a-Fehlerwahrscheinlichkeit im Ablehnungsbereich liegt, wobei die Nullhypo-
these (mdglichst) das Gegenteil der eigentlich interessierenden Forschungshypothese postuliert.

Der Unterschied liegt vor allem darin, dass beim Neyman-Pearson-Test von vornherein auch die
Madglichkeit eines B-Fehlers beriicksichtigt wird. Daraus folgt, dass als Teststatistik nur eine Sta-
tistik in Frage kommt, deren Kennwerteverteilung sich bei Zutreffen der Null- bzw. der Alterna-
tivhypothese unterscheidet. Die Beriicksichtigung der Trennscharfe fihrt zudem dazu, dass vor
der Durchfiihrung eines Tests der notwendige Stichprobenumfang und der Wert der maximalen
a-Fehlerwahrscheinlichkeit stérker ins Blickfeld gerét.

Dies ermdglicht es, Kritik an einer rein mechanischen Anwendung von Signifikanztests zu be-
gegnen. Die Kritik an Signifikanztest bezieht sich vor allem darauf, dass bei sehr grol3en Fall-
zahlen praktisch jede empirische Teststatistik signifikant wird, die Nullhypothese also abgelehnt
wird. Umgekehrt ist es bei sehr kleinen Fallzahlen oft kaum madglich ein signifikantes Ergebnis
zu erhalten. Beide Ergebnisse sind Folge der eigentlich erwiinschten Eigenschaft, dass die Hohe
des Standardfehlers einer Teststatistik mit steigender Fallzahl sinkt.
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Beim Neyman-Pearson-Test kann dies berlicksichtigt werden, indem entsprechend die a-Fehler-
wahrscheinlichkeit an die Fallzahl angepasst wird, bei groRen Fallzahlen also nur eine sehr klei-
ne maximale a-Fehlerwahrscheinlichkeit akzeptiert wird.

Bei sehr kleinen Fallzahlen kann dagegen auch bei groRen a-Fehlerwahrscheinlichkeiten die
Trennschérfe so gering sein, dass der Test nicht informativ ist. Dann ist die Duchfiihrung eines
Tests gar nicht mehr sinnvoll.

Bei der Anwendung eines statistischen Tests kommt es zudem darauf an, auch inhaltlich rele-
vante Hypothesenpaare zu formulieren. Wird etwa die Nullhypothese, dass es keinen Zusam-
menhang zwischen zwei Variablen gibt, gegen die Alternativhypothese geprift, dass es einen
Zusammenhang gibt, dann fihrt ein Test korrekterweise bei grof3en Fallzahlen vermutlich selbst
dann zu einem signifikanten Ergebnis, wenn der Zusammenhang sehr sehr gering ist. Wenn aber
ein nur geringer Zusammenhang inhaltlich nicht interessiert, wére eine Hypothesenformulierung
angemessener, bei der die Nullhypothese behauptet, dass ein Zusammenhang geringer oder
gleich einem Minimalwert ist, der als praktisch irrelevant betrachtet wird.
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Beziehung zwischen Hypothesentest und Konfidenzintervallen

Es wurde bereits darauf hingewiesen, dass ein Hypothesentest auch ber die Berechnung eines
Konfidenzintervalls durchgefiihrt werden kann. Tatsachlich entspricht die Berechnung eines
Konfidenzintervalls einem zweiseitigen Hypothesentest, bei dem die Nullhypothese immer dann
abgelehnt wird, wenn der durch die Nullhypothese postulierter Wert auRerhalb der Grenzen des
Konfidenzintervalls liegt. Die Nullhypothese wird umgekehrt beibehalten, wenn der durch die
Nullhypothese postulierter Wert innerhalb des Konfidenzintervalls liegt.

Entsprechend kann der Annahmebereich beim zweiseitigen Hypothesentest analog der Berech-
nung eines Konfidenzintervalls als Berechnung eines Intervalls um den durch die Nullhypothese
postulierten Wert erfolgen.
Dies kann am Beispiel des Test eines Populationsanteils verdeutlicht werden, wenn als
Teststatistik nicht Z, sondern der Stichprobenanteil verwendet wird. Der Annahmebereich
des Hypothesenpaars H,: 7; = 7 vs. H,: = # 7w berechnet sich dann nach:

g '(1‘ T, )
n

Annahmebereich von H,: c.i.(n1|HO) =Ty, £ 2402 \/

Der Unterschied zum ublichen Konfidenzintervall besteht allein darin, dass beim Konfidenzin-
tervall das Intervall um den Stichprobenwert berechnet wird:

p1’(1_p1)

Konfidenzintervall von r;:ci.(n,)=p,+2,_,-
n
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Hypothesentests Uber Populationsmittelwerte

Das Anwendungsbeispiel zur Logik des Hypothesentestens bezieht sich auf den Test eines
Populationsanteils. Mit der gleichen Logik kdnnen auch andere Populationsparameter gepruft
werden. Notwendig ist stets die Kenntnis der Kennwerteverteilung.

Um Mittelwerte zu testen, wird entsprechend die Kennwerteverteilung von Stichprobenmittel-
werten benétigt. In L19 wurde die entsprechenden Verteilungen bereits flr die Berechnung von
Konfidenzintervallen herangezogen. Dabei wurde danach unterschieden, ob die betrachtete
Variable in der Population normalverteilt ist oder nicht.

Asymptotische Z-Test bei beliebigen Populationsverteilungen
Ist dies nicht der Fall, wird die unabhangig von der Populationsverteilung asymptotisch gultige
Normalverteilung herangezogen. Zur Priifung der Hypothesen
a) Hy: Uy = Mo VS. Hy: iy # M, (zweiseitiger Test) bzw.
b) Hy: My < Mo VS. Hyt Py > H, (einseitiger Test nach oben) bzw.
C) Ho: By = Mg VS. Hy: py < M, (zweiseitger Test nach unten)
wird die Teststatistik:
z- XM
(X

~ — ~

X—-G6 X—-6

X B -5
6o In \/sf(/(n—l)\/ Sk

n-(n-1)

berechnet.
Trifft die Nullhypothese (gerade noch) zu, ist also p in der Population gleich dem postulierten
Wert |, dann ist die Teststatistik asymptotisch standardnormalverteilt.
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Hypothesentests Uber Populationsmittelwerte

Ist die Nullhypothese falsch, dann ist die Teststatistik dagegen asymptotisch normalverteilt,
wobei der Erwartungswert gleich der Differenz py—H, ist.

Daraus folgt als Entscheidungsregel fiir Hypothesentests mit der Irrtumswahrscheinlichkeit o
a) Bei Hy: py = Hp: WennZ2<z,, oder Z>z,_,,, = Hy;

b) Bei Hy: Py < Ho: WennZ2 2>z, = Hy;

c) Bei Hy: py = Hp: Wenn Z2 <z, = H,.

Ablehnungsbereich bei Ablehnungsbereich bei Ablehnungsbereich bei
Ho: Hx = Ho Ho: Hx < Ho Ho: Hx 2 Ho
sehr kleine oder sehr grof3e sehr grof3e Werte sehr kleine Werte
Werte sprechen gegen H, sprechen gegen H, sprechen gegen H,
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Hinweis:

Da Anteile als Mittelwerte von 0/1-kodierten dichotomen Variablen aufgefasst werden kénnen,
gilt dieser Test auch flr einen beliebigen Anteil p,, wenn bei der Berechnung des Standard-
fehlers berticksichtigt wird, dass die Stichprobenvarianz ein erwartungstreuer Schatzer der
Populationsvarianz ist.

Die generelle Teststatistik zur Prifung von Anteilen ist daher:

_Pi=m p—m,
G(pl) \/pl'(l—pl)
n

Exakter T-Test bei in der Population normalverteilten Variablen

Wenn bekannt ist, dass die Variable, iber die ein Test des Populationsmittelwerts durchgefihrt
wird, in der Population normalverteilt wird, wird statt der asymptotisch giltigen Normalver-
teilung die T-Verteilung mit df = n—1 Freiheitsgraden flr die Berechnung der kritischen Werte
verwendet. Die Teststatistik andert sich nicht:

~ — ~ ~

Ho _ X—-0o

6(X) J&i/n:\/sil(n—l):\/ SS,

n-(n-1)

T- X—=
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Hypothesentests Uber Populationsmittelwerte

Die Entscheidungsregel ist hier:

a) Bei Hy: Py = Ho: Wenn T <t 4e g Oder T2ty o ey g = Hy;
b) Bei Hy: Uy < pg:Wenn T >t 4o g = Hy;

c) Bei Hy: Py = Ho: Wenn T <ty 1 = H;.

Da der Z-Test nur asymptotisch gltig ist, setzt er hinreichend grol3e Fallzahlen voraus (n > 30
besser n> 50 bzw. bei Anteilen n > 60 und n-p,/(1-p,) > 9 und n-(1-p,)/p, >9). Der T-Test ist da-
gegen auch bei kleinen Fallzahlen giiltig, wenn die Normalverteilungsannahme zutrifft.

Da bei gleichen Irrtumswahrscheinlichkeiten der Ablehnungsbereich beim T-Test kleiner ist als
beim Z-Test, die Nullhypothese also nicht so leicht abgelehnt wird, wird der T-Test beim Testen
von Mittelwerten (aber nicht von Anteilen!) oft auch dann herangezogen, wenn die getestete
Variable in der Population nicht normalverteilt ist bzw. deren Verteilung unbekannt ist.

Im Sinne eines vorsichtigen (konservativen oder strengen) Testens ist das allerdings nur sinnvoll,
wenn die Nullhypothese tatsachlich das Gegenteil der eigentlich interessierenden Forschungs-
hypothese ist.
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Lerneinheit 15: Von der Anteilsdifferenz zur Vierfeldertabelle

Eine der wichtigsten Aufgaben der Statistik in den Sozialwissenschaften besteht in der Analyse
von Zusammenhéangen.

So mag sich z.B. ein Sozialwissenschaftler dafiir interessieren, ob sich in den alten

Bundeslandern Manner und Frauen bei der Einstellung zum Schwangerschaftsab-

bruch unterscheiden.

Als empirische Datenbasis finden sich im Allbus 2006 die Antworten von Befragten

auf die Frage, ob Schwangerschaftsabbruch entsprechend dem Willen der Frau er-

laubt oder verboten sein sollte.

Um diese Fragen zu beantworten, missen die Antworten der Méanner auf diese Frage mit den
Antworten der Frauen verglichen werden.
Berechnet man getrennt die Haufigkeitsverteilung von Mannern und Frauen ergibt sich
folgendes Bild:

Antworten mannlicher Befragter: Antworten weiblicher Befragter:
Schwangerschaftsabbruch Schwangerschaftsabbruch
nach Willen der Frau n, p. cp nach Willen der Frau N, B. ¢t
- sollte erlaubt sein 344 0.330 0.330 - sollte erlaubt sein 403 0.365 0.365
- sollte verboten sein 700 0.670 1.000 - sollte verboten sein 701 0.635 1.000
Summe 1044 1.000 Summe 1104 1.000
(Quelle: Allbus 2006, nur Westen) (Quelle: Allbus 20086, nur Westen)
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Antworten mannlicher Befragter Antworten weiblicher Befragter
Schwangerschaftsabbruch Schwangerschaftsabbruch

nach Willen der Frau D, O Cb nach Willen der Frau N, DB. ¢th

- sollte erlaubt sein 344 0.330 0.330 - sollte erlaubt sein 403 0.365 0.365
- sollte verboten sein 700 0.670 1.000 - sollte verboten sein 701 0.635 1.000
Summe 1044 1.000 Summe 1104 1.000
(Quelle: Allbus 2006, nur Westen) (Quelle: Allbus 2006, nur Westen)

Der Vergleich der beiden Verteilungen zeigt, dass die weiblichen Befragten in der Allbus-Stich-
probe sich zu einem geringfugig groReren Anteil fiir die Erlaubnis des Schwangerschaftsbbruchs
aussprechen als die ménnlichen Befragten:

Die Differenz der entsprechenden Anteile betragt 0.365 — 0.330 = 0.035.

Die Darstellung der Haufigkeitsverteilungen der Antworten in zwei getrennten Tabellen fur
Maénner und Frauen erscheint nicht sehr sinnvoll, wenn die Zahlen fur die Interpretation wieder
zusammengestellt werden missen.

Tatsachlich wird in der bivariaten Zusammenhangsanalyse die gemeinsame Haufigkeitsver-
teilung von zwei Variablen analysiert.

Dazu kann die gemeinsame Verteilung von zwei kategorialen Variablen in einer Kreuztabelle
zusammengefasst werden, die die Haufigkeitsverteilung der Auftretenskombinationen der
beiden Variablen wiedergibt.
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Antworten mannlicher Befragter
Schwangerschaftsabbruch

nach Willen der Frau D, b Cp

- sollte erlaubt sein 344 0.330 0.330
- sollte verboten sein 700 0.670 1.000

Antworten weiblicher Befragter
Schwangerschaftsabbruch

nach Willen der Frau N b

- sollte erlaubt sein 403 0.365 0.365
- sollte verboten sein 701 0.635 1.000

Summe 1044 1.000

Summe

1104 1.000

Kreuztabelle von ,,Haltung zum Schwangerschaftsabbruch® und Geschlecht:

Schwangerschaftsabbruch | Geschlecht des Befragten (X) Summe
nach Willen der Frau (Y ) ménnlich weiblich

- sollte erlaubt sein 344 403 747

- sollte verboten sein 700 701 1401
Summe 1044 1104 2148

Die Daten in der Kreuztabelle enthalten die gleichen Zahlen wie die getrennten univariaten
Haufigkeitstabellen.

So ist erkennbar, dass von den 1044 mannlichen Befragten 344 fir eine Erlaubnis

und 624 fiir ein Verbot des Schwangerschaftsabbruchs sin - und von den 1104

Frauen 403 fir eine Erlaubnis und 701 fur ein Verbot.

Zusétzlich enthalt die Kreuztabelle in der unteren Zeile bzw. der rechten Randspalte Informati-
onen Uber die univariaten Haufigkeitsverteilungen der beiden betrachteten Variablen X (“Ge-
schlecht”) und Y (“Schwangerschaftsabbruch”).
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Antworten mannlicher Befragter
Schwangerschaftsabbruch

nach Willen der Frau N, O Cp

- sollte erlaubt sein 344 0.330 0.330
- sollte verboten sein 700 0.670 1.000

Antworten weiblicher Befragter
Schwangerschaftsabbruch

nach Willen der Frau nn b o

- sollte erlaubt sein 403 0.365 0.365
- sollte verboten sein 701 0.635 1.000

L15-3

Summe 1044 1.000 Summe 1104 1.000
_ Spaltenvariable
Zei- Schwangerschaftsabbruch | Geschlecht des Befragten (X) Summe
len- nach Willen der Frau (Y ) ménnlich weiblich
var - sollte erlaubt sein 344 403 747
ria- - sollte verboten sein 700 701 1401
hle Summe 1044 1104 2148

Die Variable, deren Auspréagungen die Zeilen der Kreuztabelle festlegen, heil3t Zeilenvariable.
Im Beispiel ist die Variable Y “Haltung zum Schwangerschaftsabbruch”
Zeilenvariable.

Die Variable, deren Auspragungen die Spalten der Kreuztabelle festlegen, heil3t Spaltenvaria-
ble.

Im Beispiel ist die Variable X “Geschlecht™” Spaltenvariable.
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Zei-

Spaltenvariable

Schwangerschaftsabbruch | Geschlecht des Befragten (X) Summe
len- nach Willen der Frau (Y ) mannlich  weiblich
var - sollte erlaubt sein n,; 344 403 747
ria- - sollte verboten sein 700 701 1401
ble  Summe 1044 1104 2148

Entsprechend der Zahl der Auspréagungen der Zeilen- und der Spaltenvariable spricht man von
I xJ-Tabellen (engl. r by c-tables), wenn die Zeilenvariable I (engl: r fur “number of rows™)
Auspragungen und die Spaltenvariable J (engl: ¢ flr “number of columns’) Auspragungen hat.
Im Beispiel liegt eine 2 mal 2”’-Tabelle vor, da beide Variablen dichotom sind, also
nur 2 Auspragungen haben.

Die 2x2-Tabelle ist die kleinstmdgliche Kreuztabelle von zwei Variablen. Sie hat 2x2 = 4 (in-
nere) Zellen.

Man bezeichnet eine solche Kreuztabelle auch als Vierfeldertabelle (in alteren Texten Vierfel-
dertafel).

Um die einzelnen Zellen einer Kreuztabelle eindeutig zu identifizieren, werden Indizes verwen-
det, die die Nummer der Ausprégung der Zeilen- und Spaltenvariablen angeben.

Im Beispiel gibt es 344 Falle mit der Auspragungskombination “méannlich” und

“sollte erlaubt sein”, d.h. n;; = 344
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Spaltenvariable

Zel- Schwangerschaftsabbruch | Geschlecht des Befragten (X) Summe
len- nach Willen der Frau (Y ) mannlich  weiblich

var - sollte erlaubt sein Ny 344 n, 403 n,. 747
ria- - sollte verboten sein Ny 700 Ny, 701 ,.1401
ble  Summe n.,1044 n,, 1104 n..2148 n

An erster Stelle steht immer der Zeilenindex, an zweiter Stelle der Spaltenindex.
n,, ist daher die gemeinsame H&ufigkeit der zweiten Auspragung der Zeilenvariable
und der ersten Auspragung der Spaltenvariable.

n,, ist dagegen die gemeinsame H&ufigkeit der ersten Auspragung der Zeilenvariable
und der zweiten Auspragung der Spaltenvariable und n,, die gemeinsame Haufigkeit
jeweils der zweiten Auspragung der Zeilen- und der Spaltenvariable.

Die univariaten Verteilungen am rechten und unteren Rand, die sich auch durch Aufsummieren
der inneren Tabellenzellen ergeben, werden dadurch gekennzeichnet, dass ein “«” oder ein “+”
fur den Index steht, Uber den aufsummiert wird.

n,. oder n,, ist daher die Haufigkeit der ersten Auspragung der Zeilenvariable;

n., oder n_, ist entsprechend die Haufigkeit der ersten Ausprégung der Spaltenvariable.

In der untersten rechten Zelle steht dann die Gesamtfallzahl n,, (oder einfach n).
Im Beispiel ist n=2148.
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Schwangerschaftsabbruch | Geschlecht des Befragten (X) | Summe
nach Willen der Frau (Y ) ménnlich weiblich

- sollte erlaubt sein a M b 403 747 atb
- sollte verboten sein c 700 d 701 1401 c+d
Summe atc 1044 p+d1104 2148

Nur in Vierfeldertabellen gibt es die Besonderheit, dass die vier inneren Tabellenzellen auch
durch die ersten vier kleinen Buchstaben des Alphabets bezeichnet werden.
Im Beispiel ist a = n;; = 344, b=n,, =403, c=n,, = 700 und d = n,, = 701.

Wenn wie im Beispiel die Zellen einer Kreuztabelle die absoluten Auftretenshéufigkeiten ent-
halten, dann zeigt die Tabelle die gemeinsame oder bivariate absolute Haufigkeitsverteilung
der Zeilen- und der Spaltenvariable in der Stichprobe.

Da die univariate Haufigkeitsverteilungen der beiden Variablen in den rechten bzw. unteren
Randzellen der Tabelle wiedergegeben werden, werden die univariaten Verteilungen in diesem
Kontext auch als Randverteilungen bezeichnet.
Formal ergeben sich Randverteilungen durch Aggregation tber die Ausprédgungen anderer Va-
riablen.
Die Randverteilung der Zeilenvariable Geschlechts ergibt sich im Beispiel durch Auf-
summieren Uber die Auspragungen der Spaltenvariable. So ergeben sich die 1044 Falle,
die mannlich sind, durch Aufsummieren der Haufigkeiten in den Zellen a und c.
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Schwangerschaftsabbruch | Geschlecht des Befragten (X) | Summe
nach Willen der Frau (Y ) méannlich weiblich

- sollte erlaubt sein a M b 403 747 atb
- sollte verboten sein c 700 d 701 1401 c+d
Summe atc 1044 pb+d1104 2148 n

In der Regel werden in einer Kreuztabelle Auspragungen flr ungltige Falle (missing values)
nicht aufgefthrt. Nur wenn es keine ungultigen Félle bei den kreuztabellierten Variablen gibt,
ist die Gesamtfallzahl gleich dem Stichprobenumfang.

Geschlecht  n, Abtreibung n,

- mannlich 1115 - erlaubt 147
- weiblich 1184 - verboten 1401
-k A 0 - W. N 139
Summe 2299 -k A 12

Summe 2299

Im Allbus 2006-Beispiel enthalt die Weststichprobe 2299 Falle, von denen 1115 méann-
lich und 1184 weiblich sind.

Bei der Frage nach dem Schwangerschaftsabbruch nach Willen der Frau gibt es jedoch
151 ungultige Angaben, wobei 139 Befragte mit “weil3 nicht’”” antworteten und von 12
Befragten keine Angabe vorliegt. In der Tabelle werden daher nur die 2148 (=2299 -
151) Falle aufgefuhrt, die bei beiden Variablen gultige Antworten aufweisen.
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Zusammenhangsanalyse in der Vierfeldertabelle

Kreuztabelle von ,,Haltung zum Schwangerschaftsabbruch® und Geschlecht:

Schwangerschaftsabbruch | Geschlecht des Befragten (X) Summe
nach Willen der Frau (Y ) mannlich weiblich

- sollte erlaubt sein 344 403 747

- sollte verboten sein 700 701 1401
Summe 1044 1104 2148

Ziel der Betrachtung einer bivariaten Verteilung ist die Beantwortung der Frage, ob, und
wenn, welcher Zusammenhang zwischen den beiden Variablen besteht.
Im Beispiel soll der Frage nachgegangen werden, ob sich die Einstellung zum Schwan-
gerschaftsabbruch bei Mannern und Frauen unterscheidet.
Dazu werden die relativen Haufigkeiten von Mannern und Frauen verglichen.

Statistisch gesehen ist der Vergleich der relativen Antworthaufigkeiten der Mannern mit der der
Frauen ein Vergleich von bedingten (konditionalen) Verteilungen.

(Quelle: Allbus 2006, nur Westen)

Schwangerschaftsabbruch | Geschlecht des Befragten (X) Summe
nach Willen der Frau (YY) mannlich weiblich
- sollte erlaubt sein 0.330 (344) 0.365 (403) | 0.348 (747)
- sollte verboten sein 0.670 (700) 0.635 (701) | 0.652 (1401)
Summe 1.000 (1044) 1.000 (1104) | 1.000 (2148)
(Quelle: Allbus 2006, nur Westen)
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Schwangerschaftsabbruch | Geschlecht des Befragten (X) Summe
nach Willen der Frau (Y) mannlich weiblich
- sollte erlaubt sein 0.033 (344) 0.365 (403) | 0.348 (747)
- sollte verboten sein 0.670 (700) 0.635 (701) | 0.652 (1401)
Summe 1.000 (1044) 1.000(1104) | 1.000 (2148)

Bei der Berechnung werden die Zellenh&ufigkeiten in jeder Spalte durch die Spaltensumme in
der unteren Zeile geteilt:

n;
Piy = n_JJ
Schwangerschaftsabbruch | Geschlecht des Befragten (X) Summe
nach Willen der Frau () mannlich weiblich
- sollte erlaubt sein Piy = Nua/Nyy  Prggy = Nio/Nyy P;. = NyJn
- sollte verboten sein Poy = Mot/Nuy  Poppy = NoolN,y Ps. = Nuin
Summe 1.000 (n.,) 1.000 (n.,) 1.000 (n)

Um die bedingende Variable von der bedingten zu unterscheiden, wird im Folgenden der Index

der bedingenden Variable — im Beispiel die Spaltenvariable Geschlecht — in Klammern gesetzt.

pig) steht also fur die (konditionale) relative Haufigkeit der i-ten Auspragung der Zeilenvariable,
wenn die Spaltenvariable die j-te Auspragung aufweist.
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Zusammenhangsanalyse in der Vierfeldertabelle

Schwangerschaftsabbruch

Geschlecht des Befragten (X)

Summe

nach Willen der Frau (Y) mannlich weiblich

- sollte erlaubt sein 33.0% (344) 365% (403) 34.8% (747)
- sollte verboten sein 67.0% (700) 63.5% (701)] 65.2% (1401)
Summe 100.0% (1044) 100.0% (1104)] 100.0% (2148)

(Quelle: Allbus 2006, nur Westen)

Anstelle der Anteile werden oft Prozentwerte angegeben.
Warend 33.0% der Manner der Ansicht sind, Schwangerschaftsabbruch nach dem Willen
der Frau sollte erlaubt sein, sind es 35.5% der Frauen, die diese Ansicht teilen.

Zwei Zufallsvariablen sind statistisch unabhangig voneinander, wenn bedingte und unbe-

dingte Verteilungen gleich sind.

Bei Unabhéngigkeit der beiden Variablen sollten daher in der Kreuztabelle die relativen Hau-
figkeiten der konditionalen Verteilungen gleich den Randverteilungen sein.
Im Beispiel missten dann die Prozentwerte in der ersten Zeile stets 34.8% betragen

und in der zweiten Zeile 65.2%.

Da sich relative Haufigkeiten und absolute Haufigkeiten ineinander umrechnen lassen, l&sst
sich berechnen, welche absoluten Haufigkeiten zu erwarten waren, wenn Unabhéangigkeit zwi-
schen den Variablen bestiinde, indem die relativen Haufigkeiten mit der jeweiligen Bezugszahl

multipliziert werden.
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Schwangerschaftsabbruch | Geschlecht des Befragten (X) Summe
nach Willen der Frau () mannlich weiblich

- sollte erlaubt sein 33.0% (344) 365% (403) 34.8% (747)
- sollte verboten sein 67.0% (700) 635% (701)] 65.2% (1401)
Summe 100.0% (1044) 100.0% (1104)| 100.0% (2148)

(Quelle: Allbus 2006, nur Westen)

Bei Unabhangigkeit ergabe sich fiir a = 0. 348 :1044 = 363.1, fiir b = 0.348 1104

= 383.9, flir c = 0.652 -1044 = 608.9 und fur d = 0.652 -1104 = 720.1.

Um nicht zu grof3e Rundungsfehler zu erhalten, ist bei der Berechnung anstelle von
0.348 der Quotient 747/2148 und statt 0.652 der Quotient 1401/2148 eingesetzt.

Die so berechneten erwarteten absoluten Haufigkeiten sind auf eine Nachkommastelle

gerundet.

Bei Unabhéngigkeit erwartete Haufigkeiten

Schwangerschaftsabbruch

Geschlecht des Befragten (X)

Summe

nach Willen der Frau () mannlich weiblich

- sollte erlaubt sein 34.8% (363.1) 34.8% (383.9) | 34.8% (747)
- sollte verboten sein 65.2% (680.9) 65.2% (720.1) | 65.2% (1401)
Summe 100.0% (1044) 100.0% (1104) 100.0% (2148)
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Zusammenhangsanalyse in der Vierfeldertabelle

Beobachtete Haufigkeiten
Schwangerschaftsabbruch

Geschlecht des Befragten (X)

Summe

nach Willen der Frau () mannlich weiblich
- sollte erlaubt sein 33.0% (344) 365% (403) 34.8% (747)
- sollte verboten sein 67.0% (700) 63.5% (701) 65.2% (1401)
Summe 100.0% (1044) 100.09% (1104)] 100.0% (2148)
(Quelle: Allbus 2006, nur Westen)
Bei Unabhéngigkeit erwartete Haufigkeiten
Schwangerschaftsabbruch Geschlecht des Befragten (X) Summe
nach Willen der Frau () mannlich weiblich
- sollte erlaubt sein 348% (363.1) 34.8% (3839) | 34.8% (747)
- sollte verboten sein 65.2% (680.9) 65.2% (720.1) | 65.2% (1401)
Summe 100.0% (1044) 100.0% (1104) 100.0% (2148)

In der Realitét sind absolute Haufigkeiten mit Nachkommastellen unmdglich. Tatsachlich

kénnen die bei Unabhangigkeit erwarteten absoluten Haufigkeiten als Schatzung der Er-
wartungswerte von binomialverteilten Zufallsvariablen interpretiert werden.

Wenn es in einer Population sowohl unter den Mannern wie den Frauen einen Anteil von
7, = 0.348 gibt, die fir die Erlaubnis des Schwangerschaftsabbruchs sind, und in einfa-

chen Zufallsauswahlen jeweils 1044 Manner und 1104 Frauen ausgewahlt werden, dann
waére der Erwartungswert der Manner 363.1 (= n -z; = 1044 -0.348) und der der Frauen

383.9 (= n -7, = 1104 -0.348).
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Zusammenhangsanalyse in der Vierfeldertabelle

Schwangerschaftsabbruch
nach Willen der Frau ()

Geschlecht des Befragten (X)
mannlich weiblich

Summe

- sollte erlaubt sein 33.0% (344) 365% (403) 34.8% (747)
- sollte verboten sein 67.0% (700) 635% (701)] 65.2% (1401)
Summe 100.0% (1044) 100.0% (1104)| 100.0% (2148)

(Quelle: Allbus 2006, nur Westen)

Neben dem Extrem statistischer Unabhéngigkeit (kein Zusammenhang) kann auch der umge-
kehrte Fall eines maximalen (perfekten) Zusammenhangs bestehen.
Dabei kdnnen zwei Situationen unterschieden werden.

Zum einen bestiinde ein maximaler Zusammenhang wenn im Beispiel alle Manner fir

die Erlaubnis und alle Frauen flr ein Verbot von Schwangerschaftsabbriichen wéaren.

Schwangerschaftsabbruch Geschlecht des Befragten (X) Summe
nach Willen der Frau () ménnlich weiblich

- sollte erlaubt sein 100% (1044) 0% (0) 48.6% (1044)
- sollte verboten sein 0% (0) 100% (1104) 51.2% (1104)
Summe 100% (1044) 100% (1104) 100.0% (2148)
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Zusammenhangsanalyse in der Vierfeldertabelle

Schwangerschaftsabbruch
nach Willen der Frau (Y)

Geschlecht des Befragten (X)
mannlich weiblich

Summe

- sollte erlaubt sein

33.0% (344) 36.5% (403)

34.8% (747)

- sollte verboten sein 67.0% (700) 635% (701)] 65.2% (1401)
Summe 100.0% (1044) 100.0% (1104)] 100.0% (2148)
(Quelle: Allbus 2006, nur Westen)

Schwangerschaftsabbruch Geschlecht des Befragten (X) Summe
nach Willen der Frau () mannlich weiblich

- sollte erlaubt sein 0% (0) 100% (1104) 51.2% (1104)
- sollte verboten sein 100% (1044) 0% (0) 48.6% (1044)
Summe 100% (1044) 100% (1104) | 100.0% (2148)

Zum anderen bestlinde auch ein maximaler Zusammenhang wenn im Beispiel alle
Frauen fur die Erlaubnis und alle Manner fir ein Verbot von Schwangerschaftsab-

briichen waren.

Zur Erfassung der Starke des Zusammenhang bietet es sich daher an, die Differenz der Prozent-
werte der Auspragungen der Haltung zum Schwangerschaftsabruch zwischen den beiden Ge-
schlechtern als ein MaR fur die Starke des Zusammenhangs zwischen zwei dichotomen Varia-

blen zu verwenden.
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Prozentsatzdifferenz

Schwangerschaftsabbruch
nach Willen der Frau ()

Geschlecht des Befragten (X)
mannlich weiblich

Summe

- sollte erlaubt sein
- sollte verboten sein

33.0% (344) 36.5% (403)
67.0% (700) 63.5% (701)

34.8% (747)
65.2% (1401)

Summe
(Quelle: Allbus 2006, nur Westen)

100.0% (1044) 100.0% (1104)

100.0% (2148)

Dieses Zusammenhangsmal heil3t Prozentsatzdifferenz d. % und gibt die Differenz der
bedingten relativen Haufigkeiten in Prozentpunkten an:

n, n a b
Ay % =100 () — Pyz)) =100-(A——12j =1oo-(— j

n, n, a+c b+d
Schwangerschaftsabbruch | Geschlecht des Befragten (X) Summe
nach Willen der Frau (Y ) mannlich weiblich
- sollte erlaubt sein a 2344 h 403 747 athb
- sollte verboten sein ¢ 700 d 701 1401 c+d
Summe atc 1044 Db+d1104 2148 n

Im Beispiel betragt die Prozentsatzdifferenz 100 -(344/1044 — 403/1104) = -3.5

Prozentpunkte.

Die Differenz wird in ,,Prozentpunkten® und nicht in ,,Prozent” gemessen, da sich die Prozent-
werte in den beiden Spalten auf verschiedene Bezugszahlen beziehen,
im Beispiel 33.0% auf n,, = 1044 und 36.5% auf n,, = 1104 Félle.
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Prozentsatzdifferenz

Der Wertebereich der Prozentsatzdifferenz liegt zwischen —100 Prozentpunkten und +100

Prozentpunkten.

Besteht kein Zusammenhang, betrégt der Wert 0 Prozentpunkte.
Schwangerschaftsabbruch Geschlecht des Befragten (X) Summe dow = 0.0%
nach Willen der Frau (Y) mannlich weiblich YX o
- sollte erlaubt sein 348% (3631) 348% (3839) | 34.8% (747)  Kein
- sollte verboten sein 652% (680.9) 65.2% (720.1) | 65.29 (1401)  Zusam-
Summe 100.0% (1044) 100.0% (1104) |100.0% (2148) menhang
Schwangerschaftsabbruch Geschlecht des Befragten (X) Summe
nach Willen der Frau (Y) mannlich weiblich dyx = + 100.0%
- sollte erlaubt sein 100% (1044) 0% (0) 48.6% (1044) perfekter positiver
- sollte verboten sein 0% (0) 100% (1104) 51.2% (1104)  Zusammenhang
Summe 100% (1044) 100% (1104) | 100.0% (2148)
Schwangerschaftsabbruch Geschlecht des Befragten (X) Summe dow = — 100.0%

. . . e YX — .U70

nach Willen der Frau () mannlich weiblich .
~sollte erlaubt sein 0%  (0) 100% (1104) | 5L.2% (1104)  Perfekter negativer
- sollte verboten sein 100% (1044) 0%  (0) 48.6% (1044) ~ Zusammenhang
Summe 100% (1044) 100% (1104) | 100.0% (2148)
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Prozentsatzdifferenz

Als Hilfestellung bei der Interpretation einer Prozentsatzdifferenz wird der Wertebereich nach
einer Faustregel in Regionen eingeteilt:

—5% < dyx% < +5% praktisch kein Zusammenhang

0 0 0
5% < dyx% < +20% geringer Zusammenhang

bzw. —20% < dx% < -5%
% < 0 0 )
bzw. iégcy/z < g:ﬁcﬁ; ; tggo//z mittlerer Zusammenhang
0f < 0,
bzw +EE:(())£ < gYX£ starker Zusammenhang
T = Hyx

Das Vorzeichen der Prozentsatzdifferenz ist ab ordinalem Skalenniveau der beiden Variablen
interpretierbar. Dabei ist Vorsicht angebracht, da es von der Kodierung der Variablen abhangt,
ob eine Prozentsatzdifferenz positiv oder negativ ist.

Das Vorzeichen der Prozentsatzdifferenz stimmt mit der Richtung der Beziehung (positiv: je
mehr X desto mehr Y bzw. negativ: je mehr X desto weniger Y) nur dann berein, wenn so-
wohl die erste Auspragung der Spalten- wie auch der Zeilenvariablen entweder fiir ein “mehr”
oder fur ein “weniger” einer Eigenschaft stehen.

Im Zweifelsfall sollte nur der Absolutbetrag der Prozentsatzdifferenz berichtet werden.
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Prozentsatzdifferenz

Schwangerschaftsabbruch
nach Willen der Frau (Y)

Geschlecht des Befragten (X)
mannlich weiblich

Summe

- sollte erlaubt sein

33.0% (344) 36.5% (403)

34.8% (747)

- sollte verboten sein 67.0% (700) 635% (701)] 65.2% (1401)

Summe 100.0% (1044) 100.0% (1104)] 100.0% (2148)

(Quelle: Allbus 2006, nur Westen)
Starke eines Zusammenhangs Die Prozentsatzdifferenz von nur 3.5 Prozentpunkten weist
praktisch kein 0<|dyx%|<5 darauf hin, dass es praktisch keinen Unterschied zwischen
geringer 5<]dyx%[<20 Mannern und Frauen bei der Frage gibt, ob ein Schwanger-
mittlerer 20 <|dyx% | <50 scpaftsabbruch bei finanzieller Notlage erlaubt oder verbo-
S S0 anu) ten sein sollte.

perfekter Zus. 100 =|dyx% |

Das negative Vorzeichen (33.0 — 36.5 = —3.5) besagt aufgrund der Kodierung des Geschlechts
(“weiblich” = hoherer Wert) und des Schwangerschaftsabbruchs (“Verbot” = hdherer Wert),
dass Frauen sich seltener fiir ein ein Verbot von Schwangerschaftsabbriichen aussprechen als

Manner.
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Prozentsatzdifferenz

Schwangerschaftsabbruch
nach Willen der Frau ()

Geschlecht des Befragten (X)
mannlich weiblich

Summe

- sollte erlaubt sein
- sollte verboten sein

33.0% (344) 36.5% (403)
67.0% (700) 63.5% (701)

34.8% (747)
65.2% (1401)

Summe
(Quelle: Allbus 2006, nur Westen)

100.0% (1044) 100.0% (1104)
dyxo, = — 3.5 Prozentpunkte

100.0% (2148)

Waren die Werte fur weibliche Befragte in der ersten Spalte oder waren in der ersten Zeile der
ersten Zeile die Werte derjenigen aufgetragen, die fur ein Verbot sind, dann wére die Prozent-
satzdifferenz bei gleichem Absolutwert positiv.

Schwangerschaftsabbruch
nach Willen der Frau ()

Geschlecht des Befragten (X)
weiblich mannlich

Summe

- sollte erlaubt sein

36.5% (403) 33.0% (344)

34.8% (747)

- sollte verboten sein 63.5% (701) 67.0% (700)| 65.2% (1401)
Summe 100.0% (1104) 100.0% (1044)| 100.0% (2148)
(Quelle: Allbus 2006, nur Westen)  d. o, = + 3.5 Prozentpunkte
Schwangerschaftsabbruch | Geschlecht des Befragten (X) Summe
nach Willen der Frau () méannlich weiblich

- sollte verboten sein 67.0% (700) 63.5% (701) 65.29% (1401)
- sollte erlaubt sein 33.0% (344) 36.5% (403) 34.8% (747)
Summe 100.0% (1044) 100.09% (1104)| 100.0% (2148)

(Quelle: Allbus 2006, nur Westen)
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Kennwerteverteilung der Prozentsatzdifferenz

Schwangerschaftsabbruch | Geschlecht des Befragten (X) Summe
nach Willen der Frau (Y) mannlich weiblich

- sollte erlaubt sein 33.0% (344) 365% (403) 34.8% (747)
- sollte verboten sein 67.0% (700) 635% (701)] 65.2% (1401)
Summe 100.0% (1044) 100.0% (1104)] 100.0% (2148)

(Quelle: Allbus 2006, nur Westen)

Die Prozentsatzdifferenz ist eine Linearkombination von zwei Anteilen p,;, und p,) in einer
Kreuztabelle.

In einer einfachen Zufallsauswahl sind die beiden Anteile jeweils asymptotisch normalverteilt
und statistisch unabhé&ngig voneinander, wenn entweder getrennte Stichproben fir die beiden
Auspragungen der Spaltenvariable gezogen werden, oder aber es dem Zufall der Auswahl ber-
lassen bleibt, welche Auspragung bei der Spaltenvariable realisiert wird.

Die Kennwerteverteilung ist dann ebenfalls asymptotisch normalverteilt, wobei sich Erwar-
tungswert und Varianz nach den Regeln fiir Linearkombinationen berechnen lassen:
dyx% =100 -py () + (=100) ‘pyy

Ty T Ty TC
f(dYx%) ~ N{lOO . (nl(l) — nl(z));looz ( 1 T2 , T2 722 J]
n-l n02

Bei der Varianz wird von einer einfachen Zufallsauswahl mit Zurticklegen ausgegangen. Bei
kleinen Population ist zusatzlich der Faktor (N-n)/(N-1) zu beriicksichtigen.
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Kennwerteverteilung der Prozentsatzdifferenz

Schwangerschaftsabbruch | Geschlecht des Befragten (X) Summe
nach Willen der Frau (Y ) mannlich weiblich

- sollte erlaubt sein a 344 b 403 747 athb
- sollte verboten sein c 700 d 701 1401 c+d
Summe atc 1044 b+d1104 2148 n

Da die Populationsanteile 7, y, 7y, 712 UNd 7y, Unbekannt sind, werden sie durch die Stich-
probenanteile p; (), Py P1z) UN Py, geschatzt.
Der Standardfehler der Prozentsatzdifferenz betragt dann:

a C b d

c}(dYx%)zloo.\/pl(l)'pz(l)+p1(2)'pz(2) ~100. a+c'a+c+b+s'2+d
n n., a+c +

ol

~100- |—2C 4 b'd3
(a+c) (b+d)

Die asymptotische Annédherung an die Normalverteilung ist hinreichend genau, wenn
(8) Ny - Py(y/Poqy = (a+c) - a/c >9und n,y - Pyy/pyy) = (8+C) - cla > 9,

(b) N,y - Pyy/Paz) = (b+d) - b/d > 9 und n; - Pyy /Py = (b+d) - dib > 9,

(c) n.; > 60 und

(d) n,,>60
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Konfidenzintervall fir die Prozentsatzdifferenz

Schwangerschaftsabbruch | Geschlecht des Befragten (X) Summe
nach Willen der Frau (Y ) mannlich weiblich

- sollte erlaubt sein a 344 h 403 747 atb
- sollte verboten sein c 100 d 701 1401 c+d
Summe atc 1044 b+d1104 2148 n

Fir das Beispiel des Zusammenhangs zwischen Haltung zum Schwangerschaftsabbruch
und Geschlecht ergibt sich anhand der Allbus-Daten ein Standardfehler von:

. 344-700 403-701
&(d.. %) =100- + =2
S \/ (1044)°  (1104)’

Analog zum Vorgehen bei einfachen Anteilen l&sst sich das (1-a)-Konfidenzintervall fir die
Prozentsatzdifferenz berechnen nach:

a-c N b-d
(a+c)3 (b+d)3

Ci(8yx %) =0y % +2, ), -6(dyy %) =dyy % +2, -100.\/

Die Grenzen des 95%-Konfidenzintervalls berechnen sich fiir das Beispiel nach:
-3.5+1.96:2.053=[-7.52;0.52]

Mit einer Irrtumswahscheinlichkeit von 5% ist damit zurechnen, dass die Prozentsatz-

differenz in der Population zwischen —7.5 und +0.5 Punkte betragt.
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Hypothesentests Uber Prozentsatzdifferenzen

Die Kennwerteverteilung lasst sich auch flir Hypothesentests tiber Prozentsatzdifferenzen
nutzen.

Schritt 1: Formulierung von Null- und Alternativhypothese

Wie Dbei einfachen Anteilen lassen sich drei Hypothesenpaare unterscheiden:
(@) Hg: dyx% = d% versus H;: 8,x% = d%

(b) Hg: 8yx% < d% versus H;: 8yx% > d%

(€) Hg: 8yx% = d% versus H;: 8yx% < d%

In den Hypothesen steht d% fir einen vorgegebenen Wert, den die Prozentsatzdifferenz nach
der Nullhypothese einnimmt (a), nicht tiberschreitet (b) oder nicht unterschreitet (c).

Das erste Hypothesenpaar fuhrt zu einem zweiseitigen, das zweite und dritte zu einseitigen
Tests.

Schritt 2: Auswahl von Teststatistik und Kennwerteverteilung

Fur die Teststatistik wird die asymptotische Normalverteilung der Kennwerteverteilung ausge-
nutzt und die Prozentsatzdifferenz in der Stichprobe unter der Annahme, dass d, % = d% ist,
standardisiert:

a b ) dw .
_dy%-d% _la+c b+d) 100 I ; ﬁ gb
S(dyx %) a-c T b-d . 2. e 0 ek
(a+c)” (b+d) S latc b+d | n
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Hypothesentests Uber Prozentsatzdifferenzen

Wenn die Prozentsatzdifferenz d. % tatsachlich gleich d% ist, dann ist die Teststatistik asymp-

totisch standardnormalverteilt.

Trifft diese Annahme nicht zu, ist die Teststatistik asymptotisch normalverteilt mit einem Er-
wartungswert gréfier Null, wenn die Prozentsatzdifferenz 5.4% in der Population grofier d%
ist, bzw. mit einem Erwartungswert kleiner Null, wenn die Prozentsatzdifferenz 5,4% in der

Population kleiner d% ist.

Spezieller Standardfehler, wenn d% =0

Ein Wert von d% = 0 bedeutet, dass bei zutreffender Nullhypothesen die Prozentsatzdifferenz in

der Population 0 ist, 0 nicht iberschreitet oder 0 nicht unterschreitet.

Falls in der Population tatsachlich d,4% = 0, dann sind bedingte und unbedingte relative H&u-

figkeiten gleich grof:.

Dies kann bei der Berechnung des Standardfehlers ausgenutzt werden, in dem bei der Schét-
zung der Wahrscheinlichkeiten anstelle der bedingten Anteile aus den beiden Tabellenspalten

die unbedingten Anteile aus der Randverteilung verwendet werden.
Der Standardfehler der Teststatistik berechnet sich dann also nach:

; : X
a(ZISYX%zo):\/pl' e =\/p1.~p2.(i+ij vy 1
n-l noZ nol n-Z 1 a b a+b
_ |(a+b) (c+d) (1 1 2 4 oid
- n  n a+c+b+d 2. 0 pid | D
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Die Teststatistik ergibt sich dann nach:
a b -
_ Piwy — Pag _ a+c b+d Y 1 tz) Zb
114 at
a+b)-(c+d 1 1
\/plo'pz.'(l"‘l] \/( )2( )( +b d) 21¢c d c+d
n, n., n a+c b+ s

Schritt 3: Festlegung von Irrtumswahrscheinlichkeit und kritischen Werten
Die Ablehnungsbereiche ergeben sich jeweils danach, wann eine Teststatistik gegen die Null-

hypothese spricht:
Ablehnungsbereich bei
Ho: 8yx% = d%
sehr kleine oder sehr grolie
Werte sprechen gegen H,

Ablehnungsbereich bei
Ho: 8yx% < d%
sehr grolie Werte
sprechen gegen H,

Ablehnungsbereich bei
Ho: 8yx% > d%
sehr kleine Werte

sprechen gegen H,

0.0
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Hypothesentests Uber Prozentsatzdifferenzen

Ablehnungsbereich bei Ablehnungsbereich bei Ablehnungsbereich bei
a) Hy: 8yx% = d% b) Hy: 8yx% < d% C) Hy: 8y,% > d%

Zyp ' Z1_op T2y,

Beim Hypothesenpaar a) sind die kritischen Werte daher das (c/2)- und das (1-o/2)-Quantil,
bei b) ist der kritische Wert das (1-a)-Quantil und bei ¢) das a-Quantil der Standardnormalver-
teilung.

Schritt 4: Berechnung der Teststatistik und Entscheidung

Im vierten Schritt wird die Teststatistik berechnet und anhand des resultierenden Wertes die
Nullhypothese beibehalten bzw. verworfen.

Die Nullhypothese H, wird mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit o abgelehnt, wenn

(@) beim Test von Hy: 8yx% =d% gilt: Z<z,, oder Z>2z,_,,

(b) beim Test von Hy: 8yx% < d% qilt: Z > z,_, bzw.

(c) beim Test von Hy: 8yx% > d% gilt: Z<z,.
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Hypothesentests Uber Prozentsatzdifferenzen

Schritt 5: Prafung der Anwendungsvoraussetzungen
\or der endgultigen Interpretation der Ergebnisse ist zu prufen, ob die Anwendungsvorausset-
zungen fur die Durchfiihrung des Tests erftllt sind.

Die Annaherung an die Normalverteilung ist hinreichend genau, wenn v X . 5
(8) Ny * Pary/Pory = (+C) - &/C > 9 und Ny - Poy/pry = (@+0) -cfa >89, .
(b) Ny P1y/Poy = (b+d) - b/d > 9 und n,; - Py)/pyp) = (b+d) - d/ib >9, . a . a+d
(c) n., = a+c > 60 und & L
(d)n.,=b+d>60. > latc bid | on

Wird der Standardfehler unter der Annahme &% = 0% berechnet, ist die Annéherung an die
Normalverteilung hinreichend genau, wenn

(@ n - p;Jp,.=n-(at+b)/(c+d) > 9 und n - p,./p,.= n -(c+d)/(a+b) > 9

(b) n>60

(0) N1+ oy = (a+C) - (a+b)/(c+d) > 9 und n.y - Py, = (ac) - (c+d)/(a+h) > 9

(d) Ny P1/py. = (b+d) - (a+b)/(c+d) > 9 und ., - p,Jpy. = (b+d) - (c+d)/(a+h) > 9

Anwendungsbeispiel:
Als Beispiel soll anhand der Daten der Stichprobe des Allbus 2006 gepriift werden, dass
Frauen in den alten Bundeslandern signifikant haufiger gegen ein Verbot von Schwanger-
schaftsabbriichen sind als Manner.
Die Irrtumswahrscheinlichkeit soll 5% betragen.
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Hypothesentests Uber Prozentsatzdifferenzen

Schwangerschaftsabbruch | Geschlecht des Befragten (X) Summe
nach Willen der Frau (Y ) mannlich weiblich

- sollte erlaubt sein a 344 h 403 747 atb
- sollte verboten sein c 100 d 701 1401 c+d
Summe atc 1044 b+d1104 2148 n

Schritt 1: Formulierung von Null und Alternativhypothese
Aus der Forschungshypothese und der Anordnung der Variablen in der Tabelle folgt
als zu testendes Hypothesenpaar:
Hg: 6yx% = 0% versus H;: dyx% < 0%

Die Forschungshypothese postuliert also eine negative Prozentsatzdifferenz, wobei
die Forschungshypothese als Alternativhypothese spezifiziert wird. Zur Prifung wird
entsprechend ein einseitiger Test der Prozentsatzdifferenz nach unten durchgefiihrt.

Schritt 2: Auswahl von Teststatistik und Kennwerteverteilung
Als Teststatistik wird die Prozentsatzdifferenz in der Stichprobe an der Trennstelle zwi-
schen Null- und Alternativhypothese standardisiert. Die Teststatistik Z ist dann standard-
normalverteilt, wenn die Nullhypothese gerade noch richtig ist.
Da nach der Nullhypothese &,,% = 0%, wird der Standardfehler der Anteilsdifferenz
uber die Randverteilung der Zeilenvariable geschatzt.
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Hypothesentests tiber Prozentsatzdifferenzen
Schwangerschaftsabbruch | Geschlecht des Befragten (X) Summe X
nach Willen der Frau (Y ) mannlich weiblich Y 1 2 3
- sollte erlaubt sein a 344 b 403 747 ath i 5
- sollte verboten sein ¢ o d i 1401 c+d s . g c+d
Summe atc 1044 b+d1104 2148 n s

Unter der Annahme 3.,x% = 0 berechnet sich der Standardfehler fir die Allbusdaten nach:

8(dvx%/100|8yx%:0)=\/(a+b)'(c+d).( 1 N 1 j

n? a+c b+d

_ 747-14201( 1 N 1 j:0.0ZOS
2148 1044 1104

Zum Vergleich wird der Standardfehler der Anteilsdifferenz auch unterder Annahme ungleicher
Antreile in der Popualtion berechnet.
Ist 8,x% = 0 ergibt sich der Standardfehler fiir die Allbusdaten nach:

a-c b-d \/344-700 403-701

5(d. %/100[5., % = 0) = -
5(dyx%/100[3% = 0) \/(a+c)3+(b+d)3 1044 1104°

=0.0205

Aufgrund der hohen Fallzahlen und ahnlicher konditionaler Anteile in der Stichprobe sind
die Standardfehler bei diesen Daten bis auf die vierte Nachkommastelle gleich.
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Hypothesentests tiber Prozentsatzdifferenzen

Die Teststatstik berechnet sich fir diesen Test nach:

a b X
7 - a+c b+d Y1 2 >
(a+b)-(c+d) (1 1 1la b |ath
\/ n’ (a+c+b+dj 21c d |c+d
> |atc b+d | n

Ist die Prozentsatzdifferenz in der Population null, ist Z standardnormalverteilt. Bei einer
positiven Prozentsatzdifferenz in der Population ist die Teststatistik mit einem Erwartungs-
wert groRer Null, bei negativer Prozentsatzdifferenz in der Population mit einem Erwar-
tungswert kleiner Null normalverteilt.

Schritt 3: Festlegung von Irrtumswahrscheinlichkeit und kritischen Werten
Die Irrtumswahrscheinlichkeit wird auf die Ublichen 5% gesetzt. Die Nullhypothese wird
bei dem einseitigen Test nach unten abgelehnt, wenn die Teststatistik kleiner oder gleich
dem 5%-Quantil der Standardnormalverteilung ist, also den Wert —1.645 erreicht oder
unterschreitet.
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Hypothesentests tiber Prozentsatzdifferenzen

Schwangerschaftsabbruch | Geschlecht des Befragten (X) Summe
nach Willen der Frau (Y ) mannlich weiblich

- sollte erlaubt sein a 344 b 403 747 atb
- sollte verboten sein c 700 qa i 1401 c+d
Summe atc 1044 b+d1104 2148 n

Schritt 4: Berechnung der Teststatistik und Entscheidung
a b 344 403

a+c_b+d _ 1044 1104

~fa+b)(c+d) (1 1 747-1401( 1 1 j
. + . +
n’ a+c b+d 2148* (1044 1104

Da Z=-1.7 < -1.645, ist die Nullhypothese zu verwerfen.

Bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% ist davon auszugehen, dass Frauen eher
als Manner gegen ein Verbot von Schwangerschaftsabbriichen nach dem Willen der
Frau sind.

Hinweis:
Da das 95%-Konfidenzintervall den Wert 0.0 enthalt, wiirde bei einen zweiseitigen Test
der Nullhypothese einer Prozenzsatzdifferenz von Null das Ergebnis nicht signifikant sein!
Generell gilt, dass einseitige Hypothesentests eher zur Ablehnung der Nullhypothese fiihren als
zweiseitige Tests!
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Hypothesentests tiber Prozentsatzdifferenzen

Schwangerschaftsabbruch | Geschlecht des Befragten (X) Summe X

nach Willen der Frau (Y ) mannlich weiblich Y. 1 2 3
- sollte erlaubt sein a 344 b 403 747 ath 11a b la+tb
- sollte verboten sein ¢ 0o d (il 1401 c+d s . g c+d
Summe atc 1044 b+d1104 2148 n T B .

Schritt 5: Prifung der Anwendungsvoraussetzungen
Die Anwendungsvoraussetzungen sind erfallt:
(a) 2148 -747/1401 = 1145 > 9 & 2148 > 60
(b) 1044 -747/1401 = 556.7 > 9 & 1104 -747/1401 =588.6 > 9
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Lerneinheit 16: Symmetrische und asymmetrische Beziehungen
Haltung zum Schwangerschaftsabbruch nach Geschlecht

Schwangerschaftsabbruch
nach Willen der Frau (Y)

Geschlecht des Befragten (X)
mannlich weiblich

Summe

- sollte erlaubt sein
- sollte verboten sein

33.0% a (344) 36.5%D (403)
67.0% c(700) 63.5%d (701)

34.8% (747)
65.2% (1401)

Summe

100% (1044) 100% (1104)

(Quelle: Allbus 2006, nur Westen)

d, % = -3.5 Prozentpunkte

100.0% (2148)

Bei der Betrachtung des Zusammenhangs zwischen der Haltung zur Erlaubnis oder Verbot
eines Schwangerschaftsabbruchs bei finanzieller Notlage und dem Geschlecht wurde Ge-
schlecht als bedingende und die Haltung zum Schwangerschaftsabbruch als bedingte Variable

betrachtet.

Formal mdglich ist auch, das Geschlecht als bedingte und die Haltung zum Schwangerschafts-
abbruch als bedingende Variable zu betrachten:

Geschlecht nach Haltung zum Schwangerschaftsabbruch

Schwangerschaftsabbruch
nach Willen der Frau ()

Geschlecht des Befragten (X)
maéannlich weiblich

Summe

- sollte erlaubt sein
- sollte verboten sein

46.1% 2 (344) 53.9%D (403)
50.0% ¢ (700) 50.0%d (701)

100.0% (747)
100.0% (1401)

Summe

48.6% (1044) 51.4% (1104)

(Quelle: Allbus 2006, nur Westen)
dy% = 46.1 — 50.0 = -3.9 Prozentpunkte
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Asymmetrische Beziehungen

Geschlecht nach Haltung zum Schwangerschaftsabbruch

Schwangerschaftsabbruch
nach Willen der Frau (Y)

Geschlecht des Befragten (X)
mannlich weiblich

Summe

- sollte erlaubt sein
- sollte verboten sein

46.1% 2 (344) 53.9%D (403)
50.0% c(700) 50.0%d (701)

100.0% (747)
100.0% (1401)

Summe

48.6% (1044) 51.4% (1104)

100.0% (2148)

(Quelle: Allbus 2006, nur Westen)
dy% = 46.1 — 50.0 = —3.9 Prozentpunkte

Aufgrund der Vertauschung von bedingender und bedingter Variable dndert sich die Interpre-
tation:

Wahrend unter denen, die fir die Erlaubnis eines Schwangerschaftsabbruchs sind, 46.1% Man-
ner sind, sind unter denen, die fur ein Verbot eintreten, 50.0% Ménner.

Die Prozentsatzdifferenz betragt 3.9 Prozentpunkte.

Was bedingende und was bedingte Verteilung ist, ist in der Regel eine Frage der Zielsetzung der
Analyse:

Wird der Zusammenhang im Sinne einer kausalen Beziehung interpretiert, ist die bedingende
Variable die Ursachenvariable und die bedingte Variable die kausal abhangige Effektvariable.
Generell wird bei asymmetrischen Beziehungen unterschieden zwischen der abhangigen Va-
riablen, deren Verteilung in Abhangigkeit von der unabhangigen oder erklarenden Variablen
betrachtet wird.
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Asymmetrische Beziehungen

Haltung zum Schwangerschaftsabbruch nach Geschlecht

Schwangerschaftsabbruch | Geschlecht des Befragten (X) Summe
nach Willen der Frau (Y) mannlich weiblich

- sollte erlaubt sein 33.0% a (344) 36.5%hb(403) | 34.8% (747)
- sollte verboten sein 67.0% c(700) 63.5%d (701) | 65.2% (1401)
Summe 100% (1044) 100% (1104) | 100.0% (2148)

(Quelle: Allbus 2006, nur Westen)
d, % = -3.5 Prozentpunkte

Da das Geschlecht nicht durch die Haltung zum Schwangerschaftsabbruch kausal beeinflusst
werden kann, liegt es nahe, Geschlecht als erklédrende und die Haltung als unabhéngige Varia-
ble aufzufassen.

Tats&chlich sind Kreuztabellen in der Regel sehr oft so aufgebaut, dass die Spaltenvariable die
erklarende Variable und die Zeilenvariable die abhéngige Variable ist.

Als eine weitere Konvention wird in statistischen Formeln in der Regel die unabhangige Varia-
ble als X und die abhdngige Variable als Y bezeichnet.

“Erklarend” bedeutet jedoch nicht immer “kausal verursachend”. So durfte auch im Beispiel
nicht das biologische Geschlecht eine spezifische Haltung zum Schwangerschaftsabbruch aus-
l6sen. Vielmehr dirften eher unterschiedliche soziale Lagen (Situationen) oder unterschiedliche
Wertorientierungen zwischen den sozialen Geschlechtern den (geringen und praktisch zu ver-
nachlassenden Effekt) verursacht haben.
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Asymmetrische Beziehungen

Haltung zum Schwangerschaftsabbruch nach Geschlecht

Schwangerschaftsabbruch | Geschlecht des Befragten (X) Summe
nach Willen der Frau (Y) mannlich weiblich

- sollte erlaubt sein 33.0% a (344) 36.5%hb(403) | 34.8% (747)
- sollte verboten sein 67.0% c(700) 63.5%d (701) | 65.2% (1401)
Summe 100% (1044) 100% (1104) | 100.0% (2148)

(Quelle: Allbus 2006, nur Westen)
d, % = -3.5 Prozentpunkte

Dariber hinaus kann es auch rein praktische Griinde haben, eine Variable als abh&ngige und die
andere als erklarende Variable aufzufassen.

Ein Grund liegt oft darin, dass die Auspragung einer Variable eher bekannt oder leichter zu
messen ist und dies genutzt wird, um - ohne jede kausale Interpretation - die Auspréagung der
anderen Variable vorherzusagen.

Die prognostizierende Variable ist dann unabhangige Variable, und die Variable, deren Werte
prognostiziert werden, die abhangige Variable.

An diese Betrachtungsweise erinnert die alternative Bezeichnung Pradiktorvariable fir die
unabh&ngigeVariable und Kriteriumsvariable fir die abhangige Variable.

Vorlesung Statistik | L16-4




Asymmetrische Beziehungen

Geschlecht nach Haltung zum Schwangerschaftsabbruch

Schwangerschaftsabbruch
nach Willen der Frau (Y)

Geschlecht des Befragten (X)
mannlich weiblich

Summe

- sollte erlaubt sein
- sollte verboten sein

46.1% a (344) 53.9%D (403)
50.0% ¢ (700) 50.0%d (701)

100.0% (747)
100.0% (1401)

Summe
(Quelle: Allbus 2006, nur Westen)

dy% = 46.1 — 50.0 = —3.9 Prozentpunkte

48.6% (1044) 51.4% (1104)

100.0% (2148)

Wenn die Spaltenvariable die abhdngige Variable und die Zeilenvariable die erklarende Varia-
ble ist, mussen bei allen Berechnungsformeln jeweils Spalten- und Zeilenindizes vertauscht
werden.

So berechnet sich die Prozentsatzdifferenz dy,% nach:

a c
d, %=100] 2 __C_
xv 7 £a+b c+dj

344 700
. SN do..%=100.| ——-—— |=-3.9
im Beispiel:  dy, % (747 1401j

Auf zuséatzliche Formeln fir Standardfehler, Konfidenzintervalle und Teststatistiken kann ver-
zichtet werden, da auch einfach die Position der Variablen in der Kreuztabelle vertauscht wer-

den kann, im Beispiel also Geschlecht zur Zeilen- und die Haltung zum Schwangerschaftsab-
bruch Spaltenvariable wird.
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Asymmetrische Beziehungen

Geschlecht nach Haltung zum Schwangerschaftsabbruch

Schwangerschaftsabbruch | Geschlecht des Befragten (X) Summe
nach Willen der Frau (Y) mannlich weiblich

- sollte erlaubt sein 46.1% a (344) 53.9%b (403)
- sollte verboten sein 50.0% c (700) 50.0%d (701)

Summe 48.6% (1044) 51.4% (1104)
(Quelle: Allbus 2006, nur Westen)

] dy% = 46.1 — 50.0 = -3.9 Prozentpunkte

100.0% (747)
100.0% (1401)
100.0% (2148)

a c
d. %=100] 2 ¢
xv 70 (a+b c+d

Spaltenvariable als unabhangige Variable:

Spaltenvariable

Zei- Geschlecht des Schwangerschaftsabbruch solltey  Summe

len- Befragten erlaubt sein verboten sein

var - mannlich 46.1% a (344) 50.0%0K(700) | 48.6% (1044)

fia- o weiblich 53.9% ¢ (403) 50.1%d(701) | 51.4% (1104)
Summe 100.0% (747) 100.0% (1401) | 100.0% (2148)

ble " (quelle: Allbus 1996)

dYX%=1oo(i—L

j dy % = 46.1 - 50.0 = -3.9 Prozentpunkte
a+c b+d
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Symmetrische Beziehungen

Im Unterschied zu einer asymmetrischen Beziehung wird bei einer symmetrischen Beziehung
gar nicht zwischen abhangiger und unabhangiger Variable unterschieden.

Grund kann z.B. sein, dass sich die beiden Variablen gegenseitig beeinflussen, oder dass weder
eine Kausalbeziehung unterstellt wird, noch eine Prognose einer Variablen durch die andere an-
gestrebt wird.
So kann z.B. vermutet werden, dass die Beurteilung der eigenen wirtschaftlichen Lage
(EWL) die Beurteilung der allgemeinen Wirtschaftlage im Staat (AWL) beeinflusst, aber
umgekehrt auch die Beurteilung der eigenen Lage durch die (medienvermittelte) Beur-
teilung der allgemeinen wirtschaftlichen Lage beeinflusst wird.

Ausgangspunkt der Analyse kann in dieser Situation die Betrachtung der auf die Gesamttabelle
bezogenen relativen Haufigkeiten p;; bzw. der korrespondierenden Prozentwerte sein:

—__
s

Auf die Gesamtfallzahl bezogenen relativen Haufigkeiten in Prozent

Eigene wirtschaftliche Allgemeine Wirtschaftslage | Summe

Lage des Befragten gut nicht gut

- gut 9.7% (222) 33.7% (768)| 43.4% (990)
- nicht gut 3.7% (85) 52.9% (1207)| 56.6% (1292)
Summe 13.5% (307) 86.5% (1975) | 100.0% (2282)

(Quelle: Allbus 2006, nur Westen)
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Symmetrische Beziehungen

Eigene wirtschaftliche Allgemeine Wirtschaftslage | Summe

Lage des Befragten gut nicht gut

- gut 9.7% (222) 33.7% (768)| 43.4% (990)
- nicht gut 3.7% (85) 52.9% (1207)| 56.6% (1292)
Summe 13.5% (307) 86.5% (1975) | 100.0% (2282)

(Quelle: Allbus 2006, nur Westen)

Da nach dem Multiplikationssatz der Wahrscheinlichkeitstheorie statistische Unabhéngigkeit
bedeutet, dass die gemeinsame Auftretenswahrscheinlichkeit gleich dem Produkt der Aus-
gangswahrscheinlichkeiten ist, kénnen analog zur asymmetrischen Betrachtung auch bei sym-
metrischer Betrachtung die bei Unabhéngigkeit erwarteten relativen und absoluten Haufigkei-

ten berechnet werden:
n. n. N n;,-n..
= —L=hzw. g;=n-f; = ——
n

In den Formeln steht m; fiir die bei statistischer Unabhdngigkeit erwarteten relativen Haufig-
keiten (geschatzten Populationsanteile) und e;; fiir die bei Unabhangigkeit erwarteten absoluten
Haufigkeiten.

Fir die erste Zelle (a) berechnet sich so die bei Unabhangigkeit erwarteten Haufigkeit als:

7, =0.434.0.135 = M —0.058 bzw. e, = 22820058 = 20397 _1335
2282 2282
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Symmetrische Beziehungen

Beobachtete erwartete auf die Gesamtfallzahl bezogenen relative

Haufigkeiten in Prozent:

Eigene wirtschaftliche Allgemeine Wirtschaftslage | Summe

Lage des Befragten gut nicht gut

- gut 9.7% (222) 33.7% (768)| 43.4% (990)
- nicht gut 3.7% (85) 52.9% (1207)| 56.6% (1292)
Summe 13.5% (307) 86.5% (1975) | 100.0% (2282)

(Quelle: Allbus 2006, nur Westen)

Bei Unabhangigkeit erwartete auf die Gesamtfallzahl bezogenen
relative Haufigkeiten in Prozent:

Eigene wirtschaftliche Allgemeine Wirtschaftslage | Summe

Lage des Befragten gut nicht gut

- gut 5.8% (133.2) 37.5% (856.8) | 43.4% (990)

- nicht gut 7.6% (173.8) 49.0% (1118.2) | 56.6% (1292)

Summe 13.5% (307.0) 86.5% (1975.0) | 100.0% (2282)
n.-n,

- n. N, -
T =P P =—— bzw. e;=n-m;=
n n n
Die bei Unabhéngigkeit erwarteten absoluten Haufigkeiten sind identisch mit denen, die sich
ergeben wirden, wenn AWL oder wenn EWL erkl&rende Variable wére.
Bei statistischer Unabhangigkeit unterscheiden sich namlich die erwarteten Haufigkeiten
bei asymmetrischen und bei symmetrischen Beziehungen nicht.
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Pearsons Chiquadrat-Statistik

Residuen
Eigene wirtschaftliche Allgemeine Wirtschaftslage | Summe
Lage des Befragten gut nicht gut
- gut 3.9% (88.8) —3.9% (-88.8) 0.0% (0)
- nicht gut -3.9% (-88.8) 3.9% (88.8) 0.0% (0)
Summe 0.0% (0) 0.0% (0) (n = 2282)

Die Differenzen aus den tatsdchlichen und den bei Unabhangigkeit erwarteten (relativen) Hau-
figkeiten werden als Residuen bezeichnet:

n;—e;

- =100-(p; - ;)

Es gibt mehr Befragte, die sowohl die eigene wie die allgemeine Lage fur gut oder aber flr
nicht gut halten, als bei Unabhéngigkeit der beiden Variablen zu erwarten waren.

Umgekehrt gibt es weniger Personen als bei Unabhéngigkeit erwartet, die die eigene Lage fir
gut und die allgemeine Lage flr nicht gut bzw. die allgemeine Lage fur gut und die eigene Lage
flr nicht gut halten.

ry=n;—¢; bzw. ,%=100-

Nach dem Statistiker Pearson ist eine Statistik benannt, die alle Abweichungen zwischen beob-
achteten und erwarteten Haufigkeiten in einer IxJ-Tabelle zusammenfasst und als Pearsons
Chiquadrat-Statistik bezeichnet wird:

XZ:ZI:ZJ:( i : i)
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Chi-Quadrat

Beobachtete erwartete auf die Gesamtfallzahl bezogenen relative
Haufigkeiten in Prozent:

Eigene wirtschaftliche
Lage des Befragten

gut

Allgemeine Wirtschaftslage

nicht gut

Summe

- gut
- nicht gut

3.7%

9.7% (222)
(85)

33.7% (768)
52.9% (1207)

43.4% (990)
56.6% (1292)

Summe

(Quelle: Allbus 2006, nur Westen)

13.5% (307)

86.5% (1975)

100.0% (2282)

Bei Unabhangigkeit erwartete auf die Gesamtfallzahl bezogenen

relative Haufigkeiten in Prozent:
Eigene wirtschaftliche
Lage des Befragten

Allgemeine Wirtschaftslage

gut

nicht gut

Summe

- gut
- nicht gut

5.8% (133.2)
7.6% (173.8)

37.5% (856.8)
49.0% (1118.2)

43.4% (990)
56.6% (1292)

Summe

13.5% (307.0)

86.5% (1975.0)

100.0% (2282)

Ny &
133.2
856.8
85 17338
1118.2
2283

(ni—eyp) /ey
59.200
9.203
45.371
7.052
120.826

, (222-1332) N (768 -856.8)°
Ty 856.8
(85-173.8)° , (1207 ~1118.2)°

173.8 1118.2
=120.826
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Phi-Quadrat
Beobachtete Haufigkeiten:

Eigene wirtschaftliche
Lage des Befragten

- gut

- nicht gut

Summe

(Quelle: Allbus 2006, nur Westen)

Allgemeine Wirtschaftslage | Summe
gut nicht gut
9.7% (222) 33.7% (768)
3.7% (85) 52.9% (1207)

135% (307) 86.5% (1975)

43.4% (990)
56.6% (1292)
100.0% (2282)

Erwartete Haufigkeiten:

Eigene wirtschaftliche
Lage des Befragten

- gut

- nicht gut

Summe

Allgemeine Wirtschaftslage | Summe
gut nicht gut

5.8% (133.2) 37.5% (856.8)

7.6% (173.8) 49.0% (1118.2)

13.5% (307.0) 86.5% (1975.0)

43.4% (990)
56.6% (1292)
100.0% (2282)

Werden statt der absoluten, die relativen Haufigkeiten bei der Berechnung herangezogen, ergibt
sich der Kennwert ®? (Phi-Quadrat):

ij py  efn nl(ng—e)Ye; , (1097 -.058)° (337 -.375)°
11 097 058 0262 O° = 058 + 375

12 337 375 o041 ' , ,
21 037 076 0200 (.037-.076)" (.529-.490)
22 B9 490 opod + 076 + 290

> 1000 0999 0.0534 _ 0534 ~ 120.826/ 2282
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Phi-Quadrat und Phi

Eigene wirtschaftliche Allgemeine Wirtschaftslage Summe

Lage des Befragten gut nicht gut

- gut a 9.7%(222) b 33.7% (768)| 43.4% (990) a+b
- nicht gut c 3.7% (85 d 52.9% (1207)| b56.6% (1292) c+d
Summe atc 13.5% (307) h+d86.5% (1975) | 100.0% (2282) n

(Quelle: Allbus 2008, nur Westen)

Die Formeln zur Berechnung von 2 und ®2 gelten fiir Tabellen beliebiger GroRe.
Nur in der Vierfeldertabelle gelten alternative Berechnungsformeln:
2 2
o (a-d-h-c) b2w, 72 = 1. (a-d-b-c)
(a+b)-(c+d)-(a+c)-(b+d) (a+b)-(c+d)-(a+c)-(b+d)

Bei den Beispieldaten ergeben sich:
@ = (222 1207 — 768 -85)?/ (990 -1292-307-1975) =0.0530
x> =2282 - (222 -1207 — 768 -85)? / (990 -1292-307-1975) = 120.867

Abweichungen bei den alternativen Berechnunggen ergeben sich dadurch, dass bei der ersten
Berechnung uber die allgemeine Formel von Chi-Quadrat bzw. Phi-Quadrat nur mit einer
Nachkommastelle gerechnet wurde.
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Phi-Quadrat und Phi

Eigene wirtschaftliche Allgemeine Wirtschaftslage | Summe

Lage des Befragten gut nicht gut

- gut 9.7% (222) 33.7% (768)| 43.4% (990)
- nicht gut 3.7% (85) 52.9% (1207)| 56.6% (1292)
Summe 13.5% (307) 86.5% (1975) | 100.0% (2282)

(Quelle: Allbus 2006, nur Westen)

Der Wertebereich von @2 liegt in einer Vierfeldertabelle zwischen 0 und 1, wobei 0 bei statisti-
scher Unabhangigkeit und 1 bei einem perfekten Zusammenhang erreicht wird. ®2 kann daher
als ein Mal flr die Starke eines symmetrischen Zusammenhangs genutzt werden.

Anstelle von @2 wird jedoch meisten dessen Quadratwurzel ® (Phi) verwendet:
a-d-b-c
\/(a+b)-(c+d)-(a+c)-(b+d)
Im Beispiel betragt @ = +0.230

Ein Vorteil von @ ist, dass sein Wertebereich von —1 bis +1 lauft, so dass (ab ordinalem Mess-
niveau) zwischen positiven und negativen Beziehungen unterschieden werden kann.

Darlber hinaus kann @ auch als geometrisches Mittel der beiden asymmetrischen Anteilsdiffe-
renzen in einer Vierfeldertabelle definiert werden:

(D: dYX%_dXY%
\V 100 100
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Phi-Quadrat und Phi

Eigene wirtschaftliche Allgemeine Wirtschaftslage | Summe

Lage des Befragten gut nicht gut

- gut 9.7% (222) 33.7% (768)| 43.4% (990)
- nicht gut 3.7% (85) 52.9% (1207)| 56.6% (1292)
Summe 13.5% (307) 86.5% (1975) | 100.0% (2282)

(Quelle: Allbus 2006, nur Westen)

Im Beispiel ergibt sich:
dyy% /100 = 222/307 — 768/1975 = 0.334
dy% /100 =222/90 - 85/1292 =0.158
@ =(0.334-0.158)0° =0.230

Da die Vorzeichen der Prozentsatz- bzw. Anteilsdifferenzen sich bei Vertauschung von abhén-
giger und unabhangiger Variable nicht &ndern, hat das Produkt der beiden Werte stets ein posi-
tives Vorzeichen. Bei der Berechnung von ® tber das geometrische Mittel der Anteilsdifferen-
zen kann das Vorzeichen der Ausgangswerte tibernommen werden.

Die Interpretation des Wertes von ® erfolgt analog zur Pro-

Stérkk_e eti]nss_Zusagm(r)rE)ezhggi o zentsatzdifferenz.
pge;ir:ls:r - 0.05 < I o I 020 Der Wert von 0.230 weist somit auf einen mittelstarken
?nnufrer 0.20 < |®|< 0.50 Zusammenhang zwischen der Beurteilung der eigenen

starker 050<|®| und der allgemeinen wirtschaftlichen Lage hin.
Perfekter Zus. 1.00=|® |
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Yules Q

Eigene wirtschaftliche Allgemeine Wirtschaftslage | Summe

Lage des Befragten gut nicht gut

- gut 9.7% (222) 33.7% (768)| 43.4% (990)

- nicht gut 3.7% (85) 52.9% (1207)| 56.6% (1292)

Summe 13.5% (307) 86.5% (1975) | 100.0% (2282)

(Quelle: Allbus 2006, nur Westen)

Eine Alternative zu @ ist das nach dem Statistiker Yules benannte und sehr leicht zu berechnen-
de Zusammanhangsmaf Yules Q:

a-d-b-c
Q_

“a-d+b-c

Fur die Beispieldaten betragt
Q =(222-1207 — 768-85) / (222:1207 + 768-85) = 0.608.

Obwohl Q in der Regel deutlich héhere Werte aufweist als @, ist der Wertebereich gleich.

Bei einem perfekten negativen Zusammenhang ist der Wert —1, bei Unabhé&ngigkeit 0 und bei
perfektem positiven Zusammenhang +1.

Da Q auch bei einem nur geringen Zusammenhang relativ groRe Werte annehmen kann, hat
sich in der Sozialforschung @ als ZusammenhangsmaR fur symmetrische Beziehungen in einer
Vierfeldertabelle durchgesetzt.

Vorlesung Statistik | L16-16




Chiquadrat-Test auf statistische Unabh&ngigkeit

Ahnlich wie bei der Prozentsatzdifferenz lassen sich auch fiir ® und Q asymptotisch giiltige
Standardfehler berechnen. Die Berechnungsformeln sind allerdings komplex, so dass sie i.a nur
durch Statistikprogramme berechnet werden. Es gibt auch keine akzeptierten Faustregeln, unter
welchen Bedingungen eine asymptotische Annéherung an die Normalverteilung hinreichend
ge-nau ist.

Leichter zu berechnen sind Tests der Nullhypothese, dass der Wert von @ in der Population
gleich (bzw. kleiner/gleich oder groRer/gleich) Null ist gegen die Alternativhypothese, dass ®
in der Population ungleich (bzw. gréR3er oder kleiner) Null sind.

Da in den Formeln von @ und Q die Zahler identisch sind, gilt der Test gleichzeitig auch zur
Prufung der entsprechenden Nullhypothese fiir Yules Q.

Als Teststatistik wird bei beiden Zusammenhangsmafen Pearsons Chiquadrat-Statistik heran-
gezogen, die bei statistischer Unabhangigkeit von Zeilen- und Spaltenvariable in der Population
(zentral) chiquadratverteilt ist.

Die Chiquadrat-Verteilung ist wie die T-Verteilung eine Verteilungsfamilie, wobei sich die ein-
zelnen Verteilungen entsprechend ihrer Freiheitsgrade unterscheiden.

Es lasst sich zeigen, dass die Summe der Quadrate von k statistisch unabhéngigen Standardnor-
malverteilungen einer Chiquadrat-Verteilung mit df = k Freiheitsgraden folgt:

(361
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Chiquadratverteilung

0.5
—df=1
df=3
0.4 df=5
df=10

0.3

0.2

01234567 8 91011121314151617181920

Die Abbildung zeigt die Dichten von Chiquadrat-Verteilungen mit 1, 3, 5 und 10 Freiheitsgra-
den. Erkennbar ist, dass Chiquadrat-\Verteilungen rechtsschief sind, wobei die Schiefe mit stei-
gender Zahl an Freiheitsgraden abnimmt

Erwartungswert, Varianz und Schiefe sind Funktionen der Freiheitsgrade:

1
n(i% ) =df ;0% (x5 ) =2-df ; ﬁzﬁ-ﬁ
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Chiquadratverteilung

Quantile von %2 Quantile von y2: Quantile von y2:

o 90% 95% 99% 99.9% o 90% 95% 99% 99.9% o 90% 95% 99% 99.9%
df=1 2.706 3.841 6.635 10.83 df=11 17.28 19.68 24.73 31.26 df=21 29.62 32.67 38.93 46.80
df=2 4.605 5.991 9.210 13.82 df=12 1855 21.03 26.22 3291 df=22 30.81 33.92 40.29 48.27
df=3 6.251 7.815 11.34 16.27 df=13 19.81 22.36 27.69 3453 df=23 32.01 35.17 41.64 49.73
df=4 7.779 9.488 13.28 18.47 df=14 21.06 23.68 29.14 36.12 df=24 33.20 36.42 4298 51.18
df=5 9.236 11.07 15.08 20.51 df=15 22.31 25.00 30.58 37.70 df=25 34.38 37.65 44.31 52.62
df=6 10.64 1259 16.81 22.46 df=16 2354 26.30 32.00 39.25 df=26 35.56 38.89 45.64 54.05
df=7 12.03 14.07 18.48 2432 df=17 24.77 2759 33.41 40.79 df=27 36.74 40.11 46.96 55.48
df=8 13.36 15.51 20.09 26.12 df=18 25.99 28.87 34.81 4231 df=28 37.92 41.34 48.28 56.89
df=9 14.68 16.92 21.67 27.88 df=19 27.20 30.14 36.19 43.82 df=29 39.09 4256 49.59 58.30
‘df=10 15.99 18.31 23.21 2959 df=20 28.41 3141 37.57 4531 df=30 40.26 43.77 50.89 59.70

Wie bei der T-Verteilung liegen auch die flr statistische Tests am hdufigsten genutzten Quan-
tile der Chiquadrat-Verteilung tabelliert vor.

Aus dem zentralen Grenzwertsatz folgt, dass sich die Chiquadrat-Verteilung bei steigender Zahl
von Freiheitsgraden asymptotisch einer Normalverteilung mit p = df und o2 = 2.df annahert.
Die Annéherung verlduft langsam, ist aber ab etwa 30 Freiheitsgraden bei Nutzung der folgen-
den Naherungsformel fiir praktische Zwecke hinreichend genau:

Ky ~05-(2, +V2 df 1)
ZB.1x gestoz0 = 3141~ 0.5+ (25 ++/2- 20 —1)2 =05-(1.645++/39 )2 ~31.13
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Chiquadratverteilung

Da die Summe von k quadrierten statistisch unabhangiger Standardnormalverteilungen mit k
Freiheitsgraden chiquadratverteilt ist, folgt:
* die a-Quantile der Chiquadratverteilung mit df=1 Freiheitsgrade sind gleich dem Quadrat des
o/2-Quantils bzw. des (1-a/2)-Quantils der Standardnormalverteilung.
2.B. 2% o=095,0t=1 = 3.84 = 1.96% = (29.975)* = (-1.96)* = (Z9.025)*

» Die Summe statistisch unabhéangiger Chiquadrat-\Verteilungen mit df=k und df=n Freiheits-
graden ist chiquadratverteilt mit df=k+n Freiheitsgraden.

Interessanterweise besteht auch eine Beziehung zwischer der Chiquadrat-Verteilung und der
diskreten Poisson-Verteilung. Fur die Verteilungsfunktionen der beiden Verteilungen gilt ndm-
lich:

F(X =x|X =~ P(X:2)) =1=F(Y =2:2|Y ~ 0.0

Fur den Chiquadrat-Test auf statistische Unabhangigkeit wird allerdings eine andere Beziehung
zur Poisson-Verteilung genutzt:

Aufgrund der Verwandtschaft der Poisson-Verteilung mit der Binomialverteilung ist es ndmlich
maoglich, in einfachen Zufallsauswahlen die absolute Auftretenshaufigkeiten in den Zellen der
Kreuztabelle als (voneinander statistisch unabhangige) Realisationen von Poisson-Verteilungen
aufzufassen, wobei der Parameter der Poisson-Verteilung in einer Zelle & = n-m; ist, mit n gleich
der Fallzahl der Stichprobe insgesamt und ;; gleich dem Populationsanteil der Auspragungs-
kombination i und j der Zeilen- und Spaltenvariable, falls n als Realisierung einer Zufallsvaria-
ble interpretiert werden kann.
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Chiquadrat-Test auf statistische Unabhangigkeit

Da auch die Poisson-Verteilung nach dem zentralen Grenzwertsatz asymptotisch normalverteilt
ist, folgt fiir jede einzelne Zellenhdufigkeit:

2

Iim(wlz N(0:1) bzw. lim M =2
n—ow n- nij n—o n- Tcij

Die asymptotische Annaherung gilt auch, wenn fir ;; eine konsistente Schatzung des Popula-
tionsanteils verwendet wird und entsprechend statt n-r;; die erwarteten absoluten Haufigkeiten.
Pearsons Chiquadrat-Statistik kann daher auch als Summe standardisierter (z-transformierter)
und quadrierter Realisationen von Poisson-Verteilungen aufgefasst werden und ist somit asymp-
totisch chiquadratverteilt, wenn die bei der Berechnung verwendeten erwarteten Haufigkeiten

konsistente Schatzer der A-Parameter der Poisson-Verteilungen in den Zellen der Tabelle sind.

Beim Chiquadrat-Test auf statistische Unabhangigkeit werden die A-Parameter der Zellenh&u-
figkeiten aus dem Produkt aus der Fallzahl und den relativen Haufigkeiten der beiden Randver-
teilungen geschéatzt. Wenn in der Population tatsachlich statistische Unabhangigkeit zwischen
Zeilen- und Spaltenvarible besteht, dann handelt es sich um konsistente Schatzungen der A-Pa-
rameter. Pearsons Chiquadrat-Statistik ist dann asymptotisch chiquadratverteilt.

Die Schétzung der A-Parameter hat Auswirkungen auf die Zahl der Freiheitsgrade. Wirde man
die A-Werte kennen und nicht schatzen, hatte Pearsons Chgiadrat-Statistik genau so viele Frei-
heitsgrade wie die Tabelle Zellen aufweist, in der Vierfeldertabelle also auch vier Freiheits-
grade.
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Chiquadrat-Test auf statistische Unabhangigkeit

Durch die Schatzung der A-Parameter verliert man jedoch Freiheitsgrade.Die tatsdchliche Zahl
der Freiheitsgrade ergibt sich dadurch, dass von der Zahl der (inneren) Tabellenzellen die Zahl
der flr die Schatzung verwendeten Informationen abgezogen wird.

In der Vierfeldertabelle werden fiir die Schatzung der bei Unabhéngigkeit erwarteten Haufig-
keiten drei empirische Informationen verwendet:

« die Fallzahl n der Stichprobe insgesamt,

« die Schatzung p,. fur den Populationsanteil =t,, der Zeilenvariable und

« die Schatzung p., fur den Populationsanteil rt,, der Spaltenvariable.

Da sich die Summen der Spalten- und Zeilenanteile jeweils zu 1.0 summieren, ergeben sich die
Schatzungen der Komplementéranteile =,, und =, als (1-p,.) und (1-p.,).

Da drei Stichprobeninformationen fiir die Schatzung der erwarteten Haufigkeiten genutzt wer-
den, ist Pearsons Chiquadrat-Statistik in der Vierfeldertabelle asymptotisch chiquadratverteilt
mit df = 4 -3 = 1 Freiheitsgrad, wenn in der Population die Zeilen- und die Spaltenvariable
statistisch unabh&ngig voneinander sind.

Der Verwendung des Wortes ,,Freiheitsgrad* fur den Parameter der Chiquadrat-Verteilung lasst
sich anhand der Vierfeldertabelle nachvollziehen. Der Test auf statistische Unabhangigkeit in der
Vierfeldertabelle hat df=1 Freiheitsgrad. Tatséchlich reicht bei vorgegebener Randverteilung
eine einzige Zellenh&ufigkeit aus, um die tbrigen drei und damit alle vier Zellenwerte eindeutig
festzulegen.
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Chiquadrat-Test auf statistische Unabhangigkeit

X X X
Yy 1 2 v Y| 1 2 > Y| 1 2 )
1 a b a+b 1 a b 990 1| 200 790 | 990
2 c d ct+d 2 c d c+d 2 | 107 1185] 1292
2. | atc b+d n > | 307 b+d | 2282 2| 307 1975| 2282

So kann z.B. die Fallzahl n=2282 betragen und die jeweils erste Auspragung der Rand-
verteilungen n;, = 307 und n,; =990.

Ist nun z.B. n;; = 200, dann folgt fir die tbrigen Haufigkeiten n,, = 790, n,; = 107 und
n,, = 1185.

Pearsons Chiquadrat-Statistik ist nur dann asymptotisch chiquadratverteilt, wenn in der Popula-
tion die Unabhangigkeitsannahme von Zeilen- und Spaltenvariable zutrifft und die erwarteten
Haufigkeiten dann konsistenten Schatzer der A-Parameter sind.

Aber auch wenn dies nicht der Fall ist, I&sst sich die Verteilung der Statistik angeben. Bei einfa-
chen Zufallsauswahlen ist die Chiquadrat-Statistik dann nichtzentral chiquadratverteilt. Die
nichtzentrale Chiquadrat-Verteilung hat eine &hnliche Form wie die (zentrale) Chiquadrat-Ver-
teilung, jedoch einen Parameter mehr, den Nichtzentralitatsparameter v, der bei der zentralen
Chiquadrat-Verteilung Null ist. Ihr Erwartungswert ist gleich df + v und ihre Varianz ist gleich
2:(df+2-v).

Trifft die Unabhangigkeitsannahme nicht zu, ist v eine Funktion der Fallzahl und der quadrierten
Abweichungen der bei Unabhangigkeit geschatzten Populationsanteile von den tatsachlichen
Populationsanteilen ;.
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Chiquadrat-Test auf statistische Unabhangigkeit

Diese Eigenschaften von Pearsons Chiquadrat-Statistik konnen flr Tests genutzt werden.
Die Vorgehensweise beim Chiquadratest folgt dabei der generellen Vorgehensweise beim sta-
tistischen Hypothesentesten.

Schritt 1: Formulierung von Null- und Alternativhypothese
Getestet wird bei Pearsons Chiquadratest, dass bei einer einfachen Zufallsauswahl Zeilen- und
Spaltenvariable in der Grundgesamtheit statistisch unabhangig voneinander sind:

Ho: mij = . - m,; flr alle i, j versus Hy: my; # m;, - m,; fur mindestens ein i,

m;; ist die relative Haufigkeit der Auspragungskombination der i-ten Auspragung der Zeilen-
und der j-ten Auspragung der Spaltenvariablen in der Population.
Da bei statistischer Unabhéngigkeit alle Zusammenhangsmale null sind, kénnen alternative
Hypothesenpaare formuliert werden:
Hy: @ =0 bzw. Hy: Q = 0 bzw. Hy: 6yx% = 0 bzw. Hy: 6yy% =0
versus H;: @ # 0 bzw. H;: Q # 0 bzw. H;: 8% # 0 bzw. H;: 8,,% = 0.

Schritt 2: Auswahl von Teststatistik und Kennwerteverteilung
Als Teststatistik wird Pearsons Chiquadrat-Statistik berechnet:

o (a-d—b-c)2 X
(a+b)-(c+d)-(a+c)-(b+d) Y1 2 1>
lla b atb
21 ¢ d c+d
Y latcbtd | n
L16-24
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Chiquadrat-Test auf statistische Unabhangigkeit

Bei gultiger Nullhypothese ist die Teststatistik asymptotisch chiquadratverteilt mit df=1 Frei-
heitsgraden.

Wenn die Nulhypothese nicht zutrifft, also keine statistische Unabhangigkeit zwischen Zeilen-
und Spaltenvariable besteht, dann ist die Teststatistik nichtzentral chiquadratverteilt. Da eine
nichtzentrale Chiquadratverteilung einen gréfieren Erwartungswert hat als eine zentrale Chiqua-
dratverteilung, ist bei unzutreffender Nullhypothese mit groReren Werten der Teststatistik als
bei Gultigkeit der Nullhypothese zu rechnen.

Schritt 3: Festlegung von Irrtumswahrscheinlichkeit und kritischen Werten
Bei gegebener Irrtumswahrscheinlichkeit o (i.a. 5% oder 1%) ergibt sich der kritische Wert da-
her als das (1-o)-Quantil der Chiquadratverteilung mit df=1 Freiheitsgraden.

0.20

0.15 +
0.10 +

0.05 +

0.00 +
0123456 7 8 9101112 13 14 15

2
X 1-g;df=1
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Chiquadrat-Test auf statistische Unabhangigkeit

Eigene wirtschaftliche Allgemeine Wirtschaftslage | Summe

Lage des Befragten gut nicht gut

- gut 9.7% (222) 33.7% (768)| 43.4% (990)
- nicht gut 3.7% (85) 52.9% (1207)| 56.6% (1292)
Summe 13.5% (307) 86.5% (1975) | 100.0% (2282)

(Quelle: Allbus 2006, nur Westen)

Schritt 4: Berechnung der Teststatistik und Entscheidung

SchlieRlich wird die Teststatistik berechnet und anhand des resultierenden Wertes die Nullhy-
pothese beibehalten bzw. verworfen.

Die Nullhypothese H, wird mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit o abgelehnt, wenn gilt:

25 .2
X2 A 1—df =1-

Fir die Beispieltabelle hat sich ein Wert vom »? = 120.9 ergeben.

Bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von z.B. 5%, betrégt der Wert des 95%-Quantils der Chi-
quadratverteilung mit df=1 Freiheitsgraden 3.841.
Da 120.9 > 3.481, ist die Nullhypothese zu verwerfen.
Bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% kann davon ausgegangen werden, dass ein
Zusammenhang zwischen der Beurteilung der allgemeinen wirtschaftlichen Lage und
der Beurteilung der eigenen Lage besteht.
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Chiquadrat-Test auf statistische Unabhangigkeit

Eigene wirtschaftliche Allgemeine Wirtschaftslage | Summe

Lage des Befragten gut nicht gut

- gut 9.7% (222) 33.7% (768)| 43.4% (990)
- nicht gut 3.7% (85) 52.9% (1207)| 56.6% (1292)
Summe 13.5% (307) 86.5% (1975) | 100.0% (2282)

(Quelle: Allbus 2006, nur Westen)

Schritt 5: Uberpriifung der Anwendungsvoraussetzungen

Da der Chiquadrattest wie der Z-Test von Anteilen und Anteilsdifferenzen nur asymptotisch
gilt, sind die Anwendungsvoraussetzungen zu prifen.

Im Prinzip kdnnen die gleichen Regeln wie beim Z-Test der Prozentsatzdifferenz unter der An-
nahme &yq,=0 getroffen werden. Allerdings hat sich beim Chiquadrattest ein alternatives Krite-
rium durchgesetzt. Danach sollen die erwarteten Haufigkeiten in allen vier Zellen grofer finf
sein. Zur Uberpriifung kann die geringste erwartete Haufigkeit berechnet werden:

min(n,,)-min(n,;)/n>5

Im Beispiel ergibt sich: 990 -307 / 2282 = 133.2 > 5.
Die Anwendungsvoraussetzung ist erfullt.
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Beziehung zwischen Pearsons Chiquadrat-Test und Z-Test von Prozentsatzdifferenzen

Wenn die Nullhypothese geprift werden soll, dass es keinen Zusammenhang zwischen Spalten-
und Zeilenvariable gibt, kann sowohl Pearsons Chiquadrat-Test als auch der Z-Test der Pro-
zentsatzdifferenz verwendet werden.

Tatsachlich flihren beide Tests bei einem zweiseitigen Hypothesentest und d% = 0 stets zum
identischen Ergebnis, da Pearsons Chiquadratstatistik in dieser Situation gerade das Quadrat der
Teststatistik des Z-Tests ist:

2

a b
e )((a-d)—?-c)z)( - atc b+d _p
a+b)-(c+d)-(a+c)-(b+d a+b)-(c+d
\/( )n( )'(ajlthrb—lrdj

Da y? = n-®@?, folgt auch, dass ® multipliziert mit der Wurzel aus der Fallzahl asymptotisch
standardnormalverteilt ist, wenn in der Population Unabh&ngigkeit zwischen Zeilen- und Spal-
tenvariable besteht. Daher kann die Statistik

Z=(D-\/_= a-d-—b-c \/ﬁ

\/(a+b)-(c+d)-(a+c)-(b+d)

in Vierfeldertabellen ebenfalls zum Testen der Hypothesenpaare a) H,: ® =0, b) Hy: @ <0 und
c)Hy: ®>0versusa) Hi: @ =0, b) H;: ®>0und c) H,: ® <0 herangezogen werden.
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Beziehung zwischen Pearsons Chiquadrat-Test und Z-Test von Prozentsatzdifferenzen

Eigene wirtschaftliche
Lage des Befragten

Allgemeine Wirtschaftslage
gut nicht gut

Summe

- gut a 0.7%(222) b 33.7% (768)| 43.4% (990) a+b
- nicht gut ¢ 3.7% (85) d 52.9% (1207)| 56.6% (1292) c+d
Summe arc 13.5% (307) b+086.5% (1975) | 100.0% (2282) n

(Quelle: Allbus 2008, nur Westen)

Diese Teststatistik hat stets den gleichen Wert wie die Teststatistik Z beim Test der Prozent-
satzdifferenz auf Null. Die Nullhypothese wird entsprechend mit Irrtumswahrscheinlichkeit o

verworfen, wenn a) |Z| >z, ,,, b) Z>2z,_  bzw.c)Z<z,.
Fur die Beispieldaten aus dem Allbus berechnen sich die Statistiken nach:

2o 22120776885  oes oo
J/990-1292.307 -1975
d, % 222 768
__ 100 _ 307 1975 ~10.99
c{dvx%j \/990-1292( L, 1 j
100 22822 | 307 1975
d, % 222 85
100 _ 990 1292 =10.99

_6(%%) 307-1975'( 11 )
100 22822 (990 1292
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Lerneinheit 17:
Bivariate Zusammenhange zwischen nominalskalierten Variablen

Konfession

Wahlabsicht katholisch evangelisch keine Summe
CDhuU 48.4% (327) 35.6% (306) 22.3% (141) | 35.7% (774)
SPD 29.3% (198) 34.9% (300) 34.2% (216) | 32.9% (714)
FDP 7.2% (49) 12.7% (109) 6.5% (41) 9.2% (199)
Griine 13.6% (92) 15.0% (129) 21.2% (134) | 16.4% (355)
PDS 1.5% (10) 1.9% (16) 15.8% (100) 5.8% (126)
Summe 100.0% (676) 100.0% (860) 100.0% (632) [100.0% (2168)

Quelle: Allbus 1996

Die Vierfeldertabelle ergibt sich bei der Kreuztabellierung von zwei dichotomen Variablen.
Hat eine Variable mehr als zwei Auspragungen, so hat die resultierende Kreuztabelle mehr als
vier Zellen.
Das Beispiel zeigt die 5x3-Tabelle der Wahlabsicht (abhéngige Zeilenvariable) nach
Konfession (unabhangige Spaltenvariable).

Dichotome Variablen kdnnen stet auch als Ratio-Skalen mit den Auspragungen ,,Eigenschaft
vorhanden* und ,,Eigenschaft nicht vorhanden* interpretiert werden. Bei Variablen mit mehr
als zwei Auspréagungen gilt dies nicht. Bei Zusammenhangsanalysen muss dann das Messni-
veau berticksichtigt werden.
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Bivariate Zusammenhéange in der Mehrfeldertabelle

Konfession

Wabhlabsicht keine katholisch evangelisch Summe
Cbhu 22.3% (141) 48.4% (327) 35.6% (306) | 35.7% (774)
SPD 34.2% (216) 29.3% (198) 34.9% (300) | 32.9% (714)
Grine 21.2% (134) 13.6% (92) 15.0% (129) | 16.4% (355)
FDP 6.5% (41) 7.2% (49) 12.7% (109) 9.2% (199)
PDS 15.8% (100) 1.5% (10) 1.9% (16) 5.8% (126)
Summe 100.0% (632) 100.09% (676) 100.0% (860) 1100.0% (2168)

Quelle: Allbus 1996

So macht es bei zwei polytomen nominalskalierten Variablen keinen Sinn, von einem positiven
bzw. negativen Zusammenhang zu sprechen, da es kein mehr oder weniger an einer Eigenschaft
gibt, und daher auch keine sinnvolle Aussage der Form ,,je mehr von X, desto mehr (bzw. weni-
ger) von Y*.
Bezogen auf den Zusammenhang in Kreuztabellen heif3t dies, dass eine beliebige Permutation
von Zeilen oder von Spalten die Starke des Zusammenhangs nicht verandern darf.
So muss sich der selbe Zusammenhang ergeben, wenn im Beispiel die Parteien z.B. nach
dem relativen Anteil ihrer Stimmen angeordnet werden und bei der Konfession zuerst die
Konfessionslosen in der Tabelle aufgefiihrt werden.
Bei einem asymmetrischen Zusammenhang und Prozentuierung innerhalb der Kategorien der
unabhéngigen Variable kann die Interpretation aber trotzdem analog zur Vierfeldertabelle
erfolgen; es sind jedoch mehr Prozentwertvergleiche notwendig.
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Bivariate Zusammenhéange in der Mehrfeldertabelle

Konfession

Wahlabsicht katholisch evangelisch keine Summe
CDhuU 48.4% (327) 35.6% (306) 22.3% (141) | 35.7% (774)
SPD 29.3% (198) 34.9% (300) 34.2% (216) | 32.9% (714)
FDP 7.2% (49) 12.7% (109) 6.5% (41) 9.2% (199)
Griine 13.6% (92) 15.0% (129) 21.2% (134) | 16.4% (355)
PDS 1.5% (10) 1.9% (16) 15.8% (100) 5.8% (126)
Summe 100.0% (676) 100.0% (860) 100.0% (632) 1100.0% (2168)

Quelle: Allbus 1996

Verglichen werden wiederum die relativen Haufigkeiten bzw. Prozentwerte einer Auspréagung
der abhé&ngigen Variablen zwischen den Auspragungen der unabhéngigen Variablen.

Sichtbar wird, dass Katholiken zu einem hoheren Anteil CDU wahlen als Protestanten

und diese mehr als Konfessionslose.

Die SPD wird von Protestanten am haufigsten gewéhlt, dicht gefolgt von Konfessions-
losen und dann von Katholiken. Die Prozentwertunterschiede sind hier aber nicht sehr

groR.

Die FDP wird vor allem von Protestanten gewahlt, die Griinen und die PDS von Konfessi-

onslosen.

Hinweis: Aufgrund der disproportionalen Schichtung nach alten und neuen Bundesléandern
lassen sich die Ergebnisse allerdings nicht einfach auf die Bundesrepublik insgesamt ver-

allgemeinern.
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Bivariate Zusammenhéange in der Mehrfeldertabelle

100% 7

80% 1

60% 1

40% 1

katholisch
(1=676)

evangelisch
(1=860)

keine
(n=632)

Konfessionszugehorigkeit

PDS

B.90/Griine

ED.P.

SPD

CDU/CSU

Eine grafische Darstellung tiber Sadulendiagramme der bedingten Verteilungen ist meist tber-
sichtlicher, solange die abhé&ngige Variable nicht sehr viele Auspragungen hat.
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Chiquadrat-Test auf statistische Unabhangigkeit in der 1xJ-Kreuztabelle

Pearsons Chiquadrat-Test auf Unabhéangigkeit der Zeilen- und Spaltenvariablen in der Popula-
tion kann auch bei Mehrfeldertabellen angewendet werden.

Der einzige Unterschied zur Vierfeldertabelle besteht darin, dass sich die Berechnung der
Teststatistik Uber mehr Zellen erstreckt und die Zahl der Freiheitsgrade groRer ist.

Dies kann am Beispiel des Zusammnehangs zwischen Wahlabsicht und Konfession verdeutlich
werden.

Schritt 1: Formulierung von Null- und Alternativhypothese
HO: T[ij = Tfi, ' T[:,j fUl‘ |:l bIS 5,J :1 bIS 3
versus Hj: m; # m;. - m,; flr mindestens ein i j

Schritt 2: Auswahl von Teststatistik und Kennwerteverteilung
Als Teststatistik wird fur alle Hypothesentests Pearsons Chiquadrat-Statistik herangezogen:

. zii(nij —eij)

i1 L €

Bei glltiger Nullhypothese ist die Teststatistik asymptotisch chiquadratverteilt.

Die Zahl der Freiheitsgrade ist bei einer Kreuztabelle mit | Zeilen und J Spalten df=(1-1)-(J-1).
Wenn die Nulhypothese nicht zutrifft, also eine statistische Abhéngigkeit zwischen Zeilen- und
Spaltenvariable besteht, dann ist die Teststatistik nichtzentral chiquadratverteilt.
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Chiquadrat-Test auf statistische Unabhangigkeit in der 1xJ-Kreuztabelle

Schritt 3: Festlegung von Irrtumswahrscheinlichkeit und kritischen Werten
Bei gegebener Irrtumswahrscheinlichkeit o (i.a. 5% oder 1%) ergibt sich der kritische Wert als
das (1-a)-Quantil der Chiquadrat-Verteilung mit df=(1-1)-(J-1) Freiheitsgraden.

Im Beispiel ist df=(5-1)-(3-1) = 8.

Die Nullhypothese H, wird mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit o abgelehnt, wenn gilt:
%2 2 AP df=(1-1)-(-1):

Bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5%, betragt der Wert des 95%-Quantils der
Chiquadrat-Verteilung mit df=8 Freiheitsgraden 15.51.

Im Anwendungsbeispiel ist die Nullhypothese als vermutlich falsch zu verwerfen,
wenn die Teststatistik einen Wert von mindestens 15.51 erreicht.

Schritt 4: Berechnung der Teststatistik und Entscheidung

Im letzten Schritt wird die Teststatistik berechnet und anhand des resultierenden Wertes die
Nullhypothese beibehalten bzw. verworfen.
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Chiquadrat-Test auf statistische Unabhangigkeit in der 1xJ-Kreuztabelle

Bei Unabhangigkeit erwartete und tatsachlich beobachtete Haufigkeiten

Konfession
Wahlabsicht katholisch evangelisch keine Summe
ChuU 241.3 (327) 307.0 (306) 225.6 (141) (774)
SPD 222.6 (198) 283.2 (300) 208.1 (216) (714)
FDP 62.0 (49) 78.9 (109) 58.0 (41) (199)
Griine 110.7 (92) 140.8 (129) 103.5(134) (355)
PDS 39.3 (10) 50.0 (16) 36.7 (100) (126)
Summe (676) (860) (632) (2168)

(beabachtete Haufigkeiten in Klammen)

2

(327 -241.3)° N (306 -307.0)° N (141-225.6)’ N (198-222.6)° N (300 -283.2)’

YU 2a13 307.0 225.6 222.6 283.2
(216 -208.1)° . (49-62.0)° . (109 -78.9)’ N (41-58.0)’ N (92-110.7)’
208.1 62.0 78.9 58.0 110.7
2 2 2 2 2
(120-1408)° (134-1035)° (10-393)° (16-50.0)° (100-367)"| . ,
140.8 1035 39.3 50.0 36.7
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Chiquadrat-Test auf statistische Unabhangigkeit in der 1xJ-Kreuztabelle

Fir das Beispiel hatte sich ein Wert vom »? = 252.4 ergeben.

Da 252.4 > 15.51, ist die Nullhypothese zu verwerfen.

Bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% kann davon ausgegangen werden,
dass ein Zusammenhang zwischen der Wahlabsicht und der Konfession besteht.

Schritt 5: Prifung der Anwendungsvoraussetzungen

Der Chiquadrat-Test ist nur asymptotisch gultig.

Die Annéherung ist hinreichend genau, wenn die erwarteten Haufigkeiten groer 5 sind.
Als Faustregel gilt bei gréReren Tabellen, dass

a) e; > 1furallei, jund

b) e;; > 5 fir mindestens 80% (4/5) aller Zellen.

Da im Beispiel die kleinste erwartete Haufigkeit 36.7 ist, ist die Anwendungs-
voraussetzung erfillt.
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Standardisierte Residuen
Standardisierte Residuen

Konfession
Wahlabsicht katholisch evangelisch keine
Cbhu 55 -0.1 -5.6
SPD -1.7 1.0 0.5
FDP -1.7 3.4 -2.2
Griine -1.8 -1.0 3.0
PDS 4,7 -4.8 10.4

Wird der Chiquadratanteil jeder Tabellenzelle berechnet, die Wurzel daraus gezogen und als
\orzeichen die Differenz zwischen beobachteter und erwarteter Haufigkeit verwendet, dann
ergeben sich die standardisierten Residuen:
n.—e.

ij ij

Sf; =

Die Werte sind bei gultiger H, asymptotisch standardnormalverteilt.
Werte >1.96 oder <-1.96 weisen also darauf hin, dass es bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit
von 5% uberzufallige Abweichungen von Unabhangigkeit in der entsprechenden Tabellenzelle
gibt.

Im Beispiel zeigt, sich, dass es unter den CDU-Wahlern tberzuféllig viele Katholiken

und zu wenig Konfessionslose gibt.

Bei der PDS sind beide Konfessionen unter- und die Konfessionslosen uberreprasentiert.
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Cramérs V
Konfession

Wahlabsicht | katholisch evangelisch keine Summe
CDhu 48.4% (327) 35.6% (306) 22.3% (141) | 35.7% (774)
SPD 29.3% (198) 34.9% (300) 34.2% (216) | 32.9% (714)
FDP 7.2% (49) 12.7% (109) 6.5% (41) 9.2% (199)
Grine 13.6% (92) 15.0% (129) 21.2% (134) | 16.4% (355)
PDS 1.5% (10) 1.9% (16) 15.8% (100) 5.8% (126)
Summe 100.0% (676) 100.0% (860) 100.0% (632) [100.0% (2168)

Quelle: Allbus 1996

Analog der Berechnung von @ kann auch bei groReren Tabellen aus der Chiquadrat-Statistik ein
symmetrisches Zusammenhangsmal? konstruiert werden.

Dabei wird die Teststatistik durch ihren Maximalwert geteilt und aus dem Quotienten die Qua-
dratwurzel gezogen. Dieses ZusammenhangsmaR heif3t nach dem Statistiker Cramér Cramérs V.

In einer IxJ-Kreuztabelle ist der Maximalwert von y? gleich dem Produkt aus der Fallzahl und
dem Maximum der Spalten- oder Zeilenzahl minus eins:
x? < n-min(l-1,J-1)

Im Beispiel mit 5 mal 3 Tabellenzellen ist das Maximum von Chiquadrat 2168 -2 = 4336.
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CramérsV

Konfession

Wahlabsicht | katholisch evangelisch keine Summe
Cbhu 48.4% (327) 35.6% (306) 22.3% (141) | 35.7% (774)
SPD 29.3% (198) 34.9% (300) 34.2% (216) | 32.9% (714)
FDP 7.2% (49) 12.7% (109) 6.5% (41) 9.2% (199)
Grine 13.6% (92) 15.0% (129) 21.2% (134) | 16.4% (355)
PDS 1.5% (10) 1.9% (16) 15.8% (100) 5.8% (126)
Summe 100.0% (676) 100.0% (860) 100.0% (632) [100.0% (2168)

Quelle: Allbus 1996
Die Berechnungsformel fir Cramérs V ist dann:
2 2
v= | X - _X
Amae  \N-min(1-1,J-1)

ImBeispiel ergibt sich ein Wert von +(252,4/4336) = 0.24

Die Interpretation entspricht der von ®. Tatsachlich sind beide MaRe in der Vierfeldertabelle
(evtl. bis auf das Vorzeichen) identisch, da das Maximum von 2 dann n ist.

Es besteht somit eine mittelstarke Beziehung zwischen Wahlabsicht und Konfession.
Im Unterschied zu ® hat V kein Vorzeichen, da das MaR fur nominalskalierte Variablen mit
mehr als zwei Auspragungen konstruiert ist.
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Die Logik von PRE-MalRen: Lambda und relative Devianzreduktion

Asymmetrische Zusammenhangsmalie basieren oft auf der Logik der Reduzierung von Vorher-
sagefehlern:

Die Voraussage einer Realisationen einer abh&ngigen Variable kann fehlerhaft sein. Die Anzahl
der Fehler sollte sich reduzieren, wenn die Zielvariable mit einer Prédiktorvariable zusammen-
héngt und die Wert der Pradiktorvariablen bei den Féllen bekannt sind. Auf dieser Idee basiert

die Logik von Zusammenhangsmafen, die die Vorhersagefehlerreduktion erfassen, sogenannte
PRE-Malie. (PRE steht fir proportional reduction in error).

E, soll das AusmaR der Fehler bezeichnen, mit denen zu rechnen ist, wenn keine Zusatzinfor-
mationen vorliegen. E, ist das Ausmal3 der Fehler, wenn bekannt ist, welchen Wert eine Préadik-
torvariable aufweist. Das Ausmal3, indem sich die Fehler bei Kenntnis einer erklarenden Varia-
ble reduzieren, ergibt sich dann tber die Formel

prRE=So B 1 &

E,

0

Der resultierende Wert lasst sich leicht interpretieren, da er den Anteil der Fehlerreduktion an-
gibt. Ein Wert von 0 bedeutet keinerlei Reduktion, ein Wert von 0.5 oder 50% eine Halbierung
der Fehler und ein Wert von 1 bzw. 100% eine maximale Fehlerreduktion, d.h. eine perfekte
\orhersage.

Um ein PRE-Mal zu konstruieren, muss zunéchst festgelegt werden, was Vorhersagefehler sind.
Bei nominalskalierten Variablen liegt es nahe, den Modalwert als Vorhersagewert zu verwenden
und als Fehler zu zéhlen, mit welcher Haufigkeit Abweichungen vom Modalwert auftreten.
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Lambda

Konfession

Wahlabsicht | katholisch evangelisch keine Summe
CDhuU 48.4% (327) 35.6% (306) 22.3% (141) | 35.7% (774)
SPD 29.3% (198) 34.9% (300) 34.2% (216) | 32.9% (714)
FDP 7.2% (49) 12.7% (109) 6.5% (41) 9.2% (199)
Grine 13.6% (92) 15.0% (129) 21.2% (134) | 16.4% (355)
PDS 1.5% (10) 1.9% (16) 15.8% (100) 5.8% (126)
Summe 100.0% (676) 100.0% (860) 100.0% (632) 1100.0% (2168)

Quelle: Allbus 1996

Wenn die Zeilenvariable abhangige Variable ist, ergibt sich die Hohe der Fehler ohne Kenntnis
der erklarenden Variable aus der Fallzahl in der Tabelle minus dem Modalwert der abhéngigen
Zeilenvariablen, also dem Maximalwert in der rechten Randspalte:

E,=n-— m?x(ni,) im Beispiel: 2168-774=1394

Analog berechnen sich die Fehler fiir alle Ausprédgungen der erklarenden Variablen, also der
Spalten durch die Differenz der jeweiligen Spaltensumme minus dem Maximum der Spalte:

E, = i(n,j - max(nij)) =n- imax(nij) im Beispiel: 2168—(327+306+216)=1319
= ' o

Das resultierende Zusammenhangsmal? heil3t A (lambda-YX). Obwohl das gleiche Symbol
verwendet wird, sollte das Zusammenhangsmal A, nicht mit dem Parameter A der Poisson-
Verteilung verwechselt werden.
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Lambda
Konfession
Wahlabsicht | katholisch evangelisch keine Summe
CDhuU 48.4% (327) 35.6% (306) 22.3% (141) | 35.7% (774)
SPD 29.3% (198) 34.9% (300) 34.2% (216) | 32.9% (714)
FDP 7.2% (49) 12.7% (109) 6.5% (41) 9.2% (199)
Grune 13.6% (92) 15.0% (129) 21.2% (134) | 16.4% (355)
PDS 1.5% (10) 1.9% (16) 15.8% (100) 5.8% (126)
Summe 100.0% (676) 100.0% (860) 100.0% (632) 1100.0% (2168)
Quelle: Allbus 1996
Flr das Beispiel ergibt sich:
Z(n_. - max(n..)) in Spalte j
E — i , ij
Mgy =1--2=1--
Eo ”..—max(ni.)
:1_5 1 (676 —327)+(860—306)+(632—216) :1_1319 0,054
E 2168774 1394

0

Bei Kenntnis der Konfession I&sst sich die Wahlabsicht mit einer um 5.4% geringeren
Fehlerquote voraussagen als ohne Kenntnis der Konfession.
Wenn die Wahlabsicht als erklarende Variable und Konfession als abhéngige Variable betrachtet
werden, ergibt sich E, als Fallzahl minus dem Modalwert der Randzeile und E; als Summe der
Spaltensummen minus den jeweiligen Modalwerten in den Reihen.
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Lambda

Konfession

Wahlabsicht | katholisch evangelisch keine Summe
CDhuU 48.4% (327) 35.6% (306) 22.3% (141) | 35.7% (774)
SPD 29.3% (198) 34.9% (300) 34.2% (216) | 32.9% (714)
FDP 7.2% (49) 12.7% (109) 6.5% (41) 9.2% (199)
Grine 13.6% (92) 15.0% (129) 21.2% (134) | 16.4% (355)
PDS 1.5% (10) 1.9% (16) 15.8% (100) 5.8% (126)
Summe 100.0% (676) 100.0% (860) 100.0% (632) 1100.0% (2168)

Quelle: Allbus 1996

Bei einem perfekten Zusammenhang ist entweder A,y =1 oder A, =1. Dann ist auch Pearsons
Chiquadrat-Statistik maximal. Dies ist immer dann der Fall, wenn entweder in allen Zeilen oder
in allen Spalten nur eine einzige Zelle ungleich 0 ist.

Bei den Beispieldaten ergéabe sich z.B. bei einem perfekten Zusammenhang:

Wahlabsicht katholisch  evangelisch  keine
gF[’)DU 77‘8 714? 8 byx= 0.767
FDP 0 199 0 Mocy = 3361-8902 .
Griine 0 0 355 x* =43360=2-21
PDS 0 0 126
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Devianzreduktion
Konfession
Wahlabsicht katholisch evangelisch keine Summe
Cbhu 48.4% (327) 35.6% (306) 22.3% (141) | 35.7% (774)
SPD 29.3% (198) 34.9% (300) 34.2% (216) | 32.9% (714)
FDP 7.2% (49) 12.7% (109) 6.5% (41) 9.2% (199)
Griine 13.6% (92) 15.0% (129) 21.2% (134) | 16.4% (355)
PDS 1.5% (10) 1.9% (16) 15.8% (100) 5.8% (126)
Summe 100.0% (676) 100.0% (860) 100.0% (632) 1100.0% (2168)

Quelle: Allbus 1996

Ein Nachteil von A ist, dass der Modalwert in der Regel nur eine sehr ungenaue Prognose er-
laubt. Daher kann A selbst dann Null sein, wenn der Chiquadrat-Test auf statistische Unab-
hangigkeit einen signifikanten Zusammenhang anzeigt.

Die Konzeption der proportionalen Fehlerreduktion kann aber auch bei anderen Fehlerdefini-
tionen angewendet werden.

So kann die Devianz, d.h. die Streuung nominalskalierter Variablen, als Mal? fiir den Vorhersa-
gefehler verwendet werden. Der Fehler E ist dann die Devianz der Randverteilung der abhén-
gigen Variable und E, die Summe der Devianzen in den konditionalen Verteilungen der abhén-
gigen Variable gegeben die Auspragungen der unabhangigen Variable.
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Devianzreduktion

Konfession

Wabhlabsicht katholisch evangelisch keine Summe
Cbu 48.4% (327) 35.6% (306) 22.3% (141) | 35.7% (774)
SPD 29.3% (198) 34.9% (300) 34.2% (216) | 32.9% (714)
FDP 7.2% (49) 12.7% (109) 6.5% (41) 9.2% (199)
Griine 13.6% (92) 150%(129) 21.2% (134) | 16.4% (355)
PDS 1.5% (10) 1.9% (16) 15.8% (100) 5.8% (126)
Summe 100.0% (676) 100.0% (860) 100.0% (632) 1100.0% (2168)

Quelle: Allbus 1996

Wenn im Beispiel die Spaltenvariable ,,Wahlabsicht* (Y) abh&ngige Variable ist, berech-
net sich die Devianz der Randverteilung nach:

D, =—22ni. -h{ni'j

==2-774-1n (774 )+714 In (714 j+199-ln(199)+355-ln(355j+
2168 2168 2168 2168

=6132.71

( 126 j
Inf ——
2168
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Devianzreduktion
Konfession
Wahlabsicht katholisch evangelisch keine Summe
Cbhu 48.4% (327) 35.6% (306) 22.3% (141) | 35.7% (774)
SPD 29.3% (198) 34.9% (300) 34.2% (216) | 32.9% (714)
FDP 7.2% (49) 12.7% (109) 6.5% (41) 9.2% (199)
Griine 13.6% (92) 15.0% (129) 21.2% (134) | 16.4% (355)
PDS 1.5% (10) 1.9% (16) 15.8% (100) 5.8% (126)
Summe 100.0% (676) 100.0% (860) 100.0% (632) 1100.0% (2168)
Quelle: Allbus 1996
Jod n.
E, berechnet sich dann nach: D, =-2%" >'n -In|
=1 =l o,
327-1n ( j +198:1n ( ) 49.ln(49j+92-1n(92)+10-1n(mj
676 676 676
D, =-2-| +306-In [ j+300 In (3OOJ+109 In (109j 129-ln(129j+16-ln(16j
860 860 860 860
+141-ln( j 216~ln(216j+41~ln(41)—!—134-ln(134j +100- h{lOOj
632 632 632 632
=5895.04
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Devianzreduktion

Konfession

Wabhlabsicht katholisch evangelisch keine Summe
Cbu 48.4% (327) 35.6% (306) 22.3% (141) | 35.7% (774)
SPD 29.3% (198) 34.9% (300) 34.2% (216) | 32.9% (714)
FDP 7.2% (49) 12.7% (109) 6.5% (41) 9.2% (199)
Griine 13.6% (92) 15.0% (129) 21.2% (134) | 16.4% (355)
PDS 1.5% (10) 1.9% (16) 15.8% (100) 5.8% (126)
Summe 100.0% (676) 100.0% (860) 100.0% (632) 1100.0% (2168)

Quelle: Allbus 1996

Das resultierende PRE-MalR wird als relative Devianzreduktion, Likelihood-Ratio-Index oder
(Mc Faddens) Pseudo-R-Quadrat R’ bezeichnet.
In einer bivariaten Kreuztabelle wird das MaR auch als Unsicherheitskoeffizient bezeichnet.

J U n.
—22 n,-1n L
=1 i=1 n, _q_ 5895.04 = 0.038

613271

D
/ X _
R, =1-XX=1-

Dy —ZZIZni. -1n[ni’]

Im Beispiel reduziert sich die Devianz der Wahlabsicht bei Kenntnis der Konfession um
3.8%.
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Stéarke des Zusammenhangs

Konfession

Wahlabsicht katholisch evangelisch keine Summe
Cbu 484% (327) 356% (306) 223% (141) @ 35.7% (714)
SPD 29.3% (198) 34.9% (300) 34.2% (216) | 32.9% (714)
FDP 7.2% (49) 12.7% (109) 6.5% (41) 9.2% (199)
Griine 13.6% (92) 15.0% (129) 21.2% (134) | 16.4% (355)
PDS 1.5% (10) 1.9% (16) 15.8% (100) 5.8% (126)
Summe 100.0% (676) 100.0% (860) 100.0% (632) 1100.0% (2168)

Quelle: Allbus 1996

Verglichen mit den ZusammenhangsmafRen ® bzw. Cramers V und der Anteilsdifferenz
dyx%/100 weisen die Pre-MalRe meist deutlich geringere Werte auf. Tatsachlich sind sie in der
GroRenordnung eher mit @2 zu vergleichen. Als Anhaltswerte fiir die Interpretation ergibt sich
damit:

Starke eines Zusammenhangs

Fir die Beispieldaten ergeben sich geringe bis
praktisch kein R/ bzw. A < 0.0025 P g gering

mittlere Zusammenhangsstarken:

geringer Do, By ) - 004 . B
mittlerer 0.0400 <R/bzw.A<0.25 R/YX =0.038 Ayy =0.054
starker 0.2500 <R’bzw. A R'yy =0.050 A,y =0.084

Bei der Interpretation asymmetrischer nominalskalierten Zusammenhangsmafien ist zu beachten,
dass die MaRe tendenziell um so geringer sind, je starker die Randverteilung der abh&ngigen
Variable von einer Gleichverteilung abweicht.
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LR-Test auf statistische Unabhangigkeit

Zur Prifung der statistischen Unabhangigkeit von Zeilen- und Spaltenvariablen kann anstelle
von Pearsons Chiquadrat-Test auch geprift werden, ob die relative Devianzreduktion signifikant
von null verschieden ist.

Dieser Test wird als Likelihood-Ratio-Test bezeichnet. Die Teststatistik wird durch L? sym-
bolisiert.

Die Teststatistik L? ist die Differenz der bedingten Devianz Dy, von der unbedingten Devianz
Dy. Alternativ kann die Teststatistik &hnlich wie Pearsons Chiquadrat-Statistik tber die beob-
achteten Zellenhaufigkeiten n;; und die bei Unabhangigkeit erwarteten Haufigkeiten e;; berech-

net werden:
r'II

L =D, — Dy, =2.Z|:inij-|n(—'jJ

i=1 L €

Im Beispiel ergibt sich ein Wert von L? = D, — Dy, = 6132.71 — 5895.04 = 237.67.

Wenn die Nullhypothese zutrifft, dass kein Zusammenhang besteht, dann ist die LR-Statistik
asymptotisch chiquadratverteilt.

Die Zahl der Freiheitsgrade berechnet sich wie bei Pearsons Chiquadrat: df=(1-1)-(J-1).

Ist die Nullhypothese falsch, ist L2 nichtzentral chiquadratverteilt.

Pearsons Test und der LR-Test sind asymptotisch dquivalent, so dass beide Teststatistiken i.a
sehr &hnliche Werte aufweisen. Grolie Abweichungen kdnnen ein Hinweis sein, dass die
asymptotische Anndherung nicht hinreichend ist.
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Beziehungen zwischen zwei metrischen Variablen

Zwar ist es moglich, durch Zusammenfassen in Auspragungsklassen Kreuztabellen mit weniger
Zellen zu generieren, doch geht dabei Informationen verloren.
Bei metrischem Messniveau der beiden Variablen besteht stattdessen die Mdoglichkeit, alle Rea-
lisierungen als Punkte in ein Koordinatensystem einzutragen.

90
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40 SRR

Alter der Partnerin
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|
10 20 30 40 50 60 70 80 90
Alter des Partners
Im Beispiel aus dem Allbus 2006 verlauft die resultierende Punktewolke tendenziell
von links unten nach rechts oben: Je élter (junger) eine Person ist, desto alter (jlinger)

ist also auch tendenziell auch sein Partner bzw. seine Partnerin.
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Beziehungen zwischen zwei metrischen Variablen
0 5 X =35.54
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Alter des Partners
Deutlicher wird das Vorzeichen der Beziehung zwischen X (Alter des Partners) und Y (Alter

der Partnerin), wenn zusétzlich die Mittelwerte der beiden Variablen als senkrechte (Mittelwert
der X-Werte) bzw. waagerechte Geraden (Mittelwert der Y-Werte) eingezeichnet werden.

Der Schnittpunkt der beiden Mittelwerte ergibt den Schwerpunkt der Punktewolke.
Durch die beiden Geraden wird das Koordinatensystem in vier Regionen eingeteilt.
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Beziehungen zwischen zwei metrischen Variablen

%0 ¥ X =35.54
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e In der Region A liegen Punkte, deren X-Werte kleiner als der Mittelwert von X und deren Y-
Werte grof3er als der Mittelwert von Y sind.

¢ In Region B liegen Punkte, deren X- und Y-Werte groRer als die jeweiligen Mittelwerte sind.

¢ In Region C liegen Punkte, deren X-und Y-Werte kleiner als die jeweiligen Mittelwerte sind.

¢ In Region D liegen Punkte, deren X- Werte groler als der Mittelwert von X und deren Y-
Werte kleiner als der Mittelwert von Y sind.
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Beziehungen zwischen zwei metrischen Variablen
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Wenn die meisten Punkte in B oder C liegen, besteht eine positive Beziehung, wenn die mei-
sten Punkte in A oder D liegen, besteht dagegen eine negative Beziehung zwischen den beiden
Variablen.

Betrachtet man den Schwerpunkt der Verteilung als Mittelpunkt, so ergeben sich Koordinaten
relativ zu diesem Mittelpunkt, wenn von den Werten der urspriinglichen Koordinaten jeweils
der Mittelwert von X bzw. Y abgezogen wird.
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Beziehungen zwischen zwei metrischen Variablen
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Das Produkt der Abstande eines Punktes zum Schwerpunkt definiert ein Reckteck, wobei die
Flache des Rechtecks gerade dem Wert des Produktes entspricht.
So definiert der Punkt (69,65), der flr ein Paar steht, bei dem der Partner 69 Jahre und
die Partnerin 65 Jahre alt ist, ein Rechteck in Region B mit einer Flache von 1078.75 =
(69-35.54) (65-32.76).
Analog definiert der Punkt (32,41) ein Rechteck der Flache (32-35.54)(41-32.76) in A.
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Kovariation als symmetrisches Zusammehangsmal3 zwischen zwei metrischen Variablen

90'1

X = 35.54
80 |

negative Flachen positive Flachen
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Alter des Partners

Berlcksichtig man die Vorzeichen des Abstands zum Mittelwert, ergeben sich in den Regionen
B und C positive und in den Regionen A und D negative Flachen.
Die Summe der Fl&achen kann dann als Mal? fir die symmetrische Beziehung (positiv, negativ,
keine) zwischen zwei metrischen Variabnlen genutzt werden:
SPXY = Z(Xi _Y)'(yi _7)
i=1
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Kovariation als symmetrisches Zusammehangsmalf3 zwischen zwei metrischen Variablen

§ SPyy >0 = positive

% Beziehung

o SPyy <0 = negative

S Beziehung

2 SPyy =0= keine

< monotone
Beziehung

10 20 30 40 50 60 70 80 90

) ) Alter des Partners )
Diese Summe wird als Kovariation bezeichnet und durch SP (fur: sum of products) symboli-

siert.
Die Kovariation SP, gibt an, ob zwischen zwei metrischen Variablen X und Y eine positive Je-
desto-Beziehung, eine negative Je-desto-Beziehung oder gar keine monotone Beziehung be-

steht.
Ein Nachteil der Kovariation ist, dass ihr Wert allein aufgrund steigender Fallzahl zunehmen

kann.
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Kovarianz als symmetrisches ZusammehangsmaR zwischen zwei metrischen Variablen
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Dies gilt nicht, wenn anstelle der Summe der Fl&dchen der Durchschnittswert berechnet wird,
indem die Kovariation durch die Fallzahl geteilt wird:

B SPXY ~ ;(Xi _X)'(yi _y)
n n
Die resultierende Statistik heil’t Kovarianz.
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Beziehungen zwischen Kovariation und Variation bzw. Kovarianz und Varianz

Die Formeln zur Berechnung von Kovariation und Kovarianz &hneln den Formeln fur die Va-
riation und die Varianz:

n _ _ SP
SPXY = Z(Xi _X)'(yi _y) Sxy = nXY

i=1

4 N2 _ _ , SS
SSy =D (%, = %) =D (%, =X)-(x,=X) sy = nx

i1 =

Aufgrund dieser Ahnlichkeit kann die Variation bzw. Varianz einer Variable auch als Kovaria-
tion bzw. Kovarianz einer Variable mit sich selbst betrachtet werden. Entsprechend wird in For-
meln die Varianz s?, einer Variable X bisweilen auch durch sy, symbolisiert.

Wie bei der Berechnung von Variation und Varianz kdnnen auch bei der Berechnung von Kova-
riation und Kovarianz alternative Formeln verwendet werden:

P =204 -R)- (1) =%y, -0 K Y3, _[ZXJn(Zy]

i=1

:E.Zn:(x_ “%)-(y, _y):%.gxi v _y.yzﬁ.gxi v, _(i—l Xj(zyj

nZ
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Produktmomentkorrelation als symmetrisches Zusammehangsmaf

Es gibt eine weitere Beziehung zwischen Variationen und Kovariation bzw. Varianzen und

Kovarianz:

e Das Maximum der Kovariation bzw. Kovarianz zwischen zwei Variablen X und Y ist gleich
dem geometrischen Mittel der Variationen bzw. Varianzen der beiden Variablen!

SP,, </SS, -SS,, ; Sy <+/Sk -S> =S, -S,

Diese Eigenschaft kann genutzt werden, um ein symmetrisches Zusammenhangsmal} zwischen
zwei metrischen Variablen zu definieren, dass analog zu @ in der Vierfeldertabelle zwischen —1
und +1 variiert.

Dieses Zusammenhangsmal wird Produktmomentkorrelation ry., oder nach dem Statistiker
Pearson auch Pearsons Korrelationskoeffizient genannt und ist der Quotient aus der Kovarianz
bzw. der Kovariation geteilt durch das geometrische Mittel der Varianzen bzw. Variationen:

13 -
- X. V. —X-
- SPXY _ Syy _ Sxy _ n; i Yi y
\/SSy -SS, \/sf(-Sf, S Sy \/(iz":xiz_izj(izn:yiz_sz
i=1 i=1
>:(04-%)-(3, ) Xy -n-xy
g _ i=1

x-Sy \/(ixiz—n-izj-(iy?—n-vzj
i i=1 i=1
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Produktmomentkorrelation als symmetrisches Zusammehangsmaf

Die Bezeichnung Produktmomentkorrelation kommt daher, dass die Kovarianz auch als zen-
triertes Produktmoment m,, bezeichnet wird.

Wie bei univariaten Momenten kann auch zwischen Rohproduktmomenten und zentrierten
Produktmomenten unterschieden werden:

M :%Iz_nl:xnj Vi My =%an:(xi -X)"-(v, - )"
= (X Y9) = (X (Y -1y )')
Fir die Produktmomentkorrelation ry, gilt dann:
(o= m,, (XY) _ my, (XY) -m;(X)-m;(Y)
T Jm(X)-m,(Y) \/(mg(x)_(m;(x))z).(m;(v)_(mg(v))z)

Analog ist die Produktmomentkorrelation pyy in der Population bzw. zwischen zwei Zufalls-
variablen definiert.

Starke eines Zusammenhangs

L dichicin ol oo Fir die Interpretation der Produktmomentkorrelation

gelten analoge Faustregeln wie fiir @:

geringer 05<|ryy%|<.20 ) e i o
mittlerer 20 < | Ty % | < .50 Vorzeichenbereinigte Werte < 0.05 sind vernachléssig-
starker 50 < | ryy % | bar, Werte bis <0.2 gering, Werte bis < .5 mittelstark
perfekter Zus. 1.0 =] ry»%| und darlber liegende Werte stark.
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Produktmomentkorrelation als symmetrisches Zusammehangsmaf

Der Maximalwert einer perfekten Produktmomentkorrelation wird nur erreicht, wenn alle Da-
tenpunkte exakt auf einer Gerade liegen.

Da sich jede Gerade durch eine lineare Gleichung der Form Y= a + b-X beschreiben l&sst, be-
deutet dies, dass die Produktmomentkorrelation das Ausmal der Linearitdt des Zusammen-
hangs zwischen zwei Variablen erfasst.

Dariiber hinaus erfasst die Produktmomentkorrelation aber auch nichtlineare Beziehungen,
soweit sie insgesamt einen positiven (ansteigenden) bzw. negativen (fallenden) Trend beinhal-
ten.

Wenn etwa eine perfekte quadratische Beziehung der Form Y=X2 vorliegt und X nur nicht-
negative Werte aufweist, liegt eine positive Korrelation vor, die aber nicht perfekt ist, da der
Anstieg nicht-linear ist:

X X2 Y, Y2 XY, Y, Y2 XY,
0 0 2 4 0 0 0 o0
1 1 5 25 5 1 1 1
2 4 8 64 16 4 16 8
3 9 11 121 33 9 81 27
4 16 14 196 56 16 256 64
> 10 30 40 410 110 30 354 100
B 110-5.2-8 B
XY, = =
\/(30—5-22)-(410—5-82)
100-5.2-6

- =0.959
J(30-52)-(354-5.6%)
Vorlesung Statistik | L18-14
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Produktmomentkorrelation als symmetrisches Zusammehangsmaf

Wenn es keinen insgesamt ansteigenden oder fallenden Trend in der Beziehung zwischen den
Realisierungen zweier Variablen gibt, ist die Produktmomentkorrelation Null.
Dies ist insbesondere immer dann der Fall, wenn die beiden Variablen statistisch unabhangig

voneinander sind:
e Bei statistischer Unabhangigkeit gilt: ry, = 0.

Das Umgekehrte gilt nicht:

Selbst bei einer perfekten Beziehung kann die Produktmomentkorrelation Null sein. Dies gilt
etwa bei einem strikt nichtmonotonen Zusammenhang, wie er etwa durch die quadratische
Gleichung Y=X?2 ausgedriickt wird, wenn die Verteilung symmetrisch um Null variiert.

_ X X2 Y1 Y12 X‘Y1 YQ Y?Z X'Y?
4 2 4 2 4 -4 4 16 -8
-1 1 2 4 -2 1 1 =il
0 0 2 4 0 0 O 0
1 1 2 4 2 1 1 1
2 4 2 4 4 4 16 8
> 0 10 10 20 0 10 34 0
oo 0-5-0-2
© J10-5.0%)(20-5.2)
0-5-0-2
rXY? - 2 2 -
J(10-5-0%)(34-5.2?)
Die folgende Folie zeigt Punktewolken fiir verschiedene Produktmomentkorrelationen.
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Produktmomentkorrelation als symmetrisches Zusammehangsmaf

a. positive Beziehung (r¢y > 0) b. negative Beziehung (ry, < 0)
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Schatzung und Tests von symmetrischen Zusammenhéangen

Erwartungstreuer Schatzer der Populationskovarianz

Ahnlich wie die Stichprobenvarianz s2, kein erwartungstreuer Schatzer der Populationsvarianz
o2, ist, ist auch die Stichprobenkovarianz s kein erwartungstreuer Schatzer der Populations-
kovarianz oyy.

Allerdings ergibt sich durch Anwendung des bereits bei der Varianz verwendeten Korrekturfak-
tors n/(n-1) ein bei einfachen Zufallsauswahlen erwartungstreuer Schatzer :
n _ SP 1

Sy :E'va n—1 :E' < (Xi _Y)'(yi _7)

Schéatzung und Test von Populationskorrelationen

Der Korrekturfaktor hilft nicht bei der Schatzung der Produktmomentkorrelation. Da die Pro-
duktmomentkorrelation ein Quotient ist, bleibt der Wert unverandert, wenn im Zéahler und Nen-
ner jeweils erwartungstreue Schétzer der Kovarianz und der Varianzen verwendet werden.
Tatséchlich gibt es keine leicht berechenbare Statistik, die ein erwartungstreuer Schatzer der
Populationskorrelation ist. Allerdings ist Pearsons Korrelationskoeffizient bei einfachen Zu-
fallsauswahlen ein konsistenter und asymptotisch erwartungstreuer Schatzer.

Zum Prifen der Nullhypothese, dass die Produktmomentkorrelation in der Population gleich
Null, kleiner/gleich Null oder groRer/gleich Null ist, kann folgende Teststatistik verwendet
werden:
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Schatzung und Tests von Produktmomentkorrelationen

Wenn die Nullhypothese zutrifft, die Populationkorrelation also Null ist, ist die Teststatistik
mit df=n-2 Freiheitsgraden t-verteilt.

Die Nullhypothese wird daher abgelehnt, wenn die Teststatistik beim zweiseitigen Test kleiner
oder gleich dem (o/2)-Quantil bzw. gréRer oder gleich dem (1-a/2)-Quantil der T-Verteilung
ist. Bei einem einseitigen Test nach unten ist der kritische Wert das o-Quantil, bei einem ein-
seitigen Test nach oben das (1—a)-Quantil der T-Verteilung .

Der Test basiert auf der Annahme, dass die beiden Variablen X und Y in der Population nor-
malverteilt sind, ist allerding recht robust gegenuiber Verletzung der Verteilungsannahmen.

Anwendungsbeispiel

Als Beispiel werden die bereits grafisch vorgestellten Daten des Alters der 185 Félle von nicht
zusammen lebenden Paaren aus dem Allbus 2006 analysiert.

Zur Berechnung werden neben der Zahl der gultigen Falle, die Summen Uber alle Realisatio-
nen, die Quadratsummen und die Produktsummen der beiden Variablen bendétigt.

Fall _Alter Mann Alter Frau Produkt
ID X X2 Y Y? XY
1 21 441 21 441 441

2 55 3025 53 2809 2915
185 61 3721 62 3844 3782

2. 6575 272579 6060 232676 249462
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Anwendungsbeispiel

_ 6575 _ 6060
Fall _Alter Mann Alter Frau Produkt X = 185 35.5405 ; y=——=32.7568
ID X X2 Y V2 XY
1 21 441 21 441 441 272579 6575
2 55 3025 53 2809 2915 S = ( j =210.2700
185 61 3721 62 3844 3782 232676 6060
> 6575 272579 6060 232676 249462 sy = ( ] =184.7030

249462 65756060
Sxy = - 2
185 185
Zunachst werden Mittelwerte und Variationen und die Kovariation bzw. Varianzen und die
Kovarianz berechnet.
Aus den Mittelwerten ist ersichtlich, dass in den Allbus-Daten der mannliche Partner
mit 35.5 Jahren im Mittel fast 3 Jahre alter ist als seine Partnerin.

Gleichzeitig weist die positive Kovarianz auf einen positiven Zusammenhang hin, was
sich bereits in der Punktewolke gezeigt hatte.

Aus den berechneten Statistiken wird dann die Korrelation berechnet.
184.2504

J210.2700-184.7030

Die Korrelation ist mit einem Wert von 0.935 sehr hoch. Es besteht also eine sehr enge
Beziehung zwischen den beiden Variablen.

=184.2504

XY —

Vorlesung Statistik | L18-19

Anwendungsbeispiel

_ 6575 _ 6060
Fall Alter Mann Alter Frau Produkt X = 1—_35 5405 ;y= —_32-7568
ID X X2 Y Y2 X-Y 85
1 21 4m 21 441 441 272579 6575
2 55 3025 53 2809 2915 S = ( j =210.2700
185
185 61 3721 62 3844 3782 232676 6060
Y 6575 272579 6060 232676 249462 sy = ( j =184.7030
184.2504 .
= _0.935 - 249462 6575 62060 _ 1849504
J210.2700-184.7030 185 185

Das Beispiel der Allbus-Daten verdeutlicht, dass eine hohe Korrelation zwischen zwei Varia-
blen nicht bedeutet, dass die Verteilungen sich auch in ihren Mittelwerten und Streuungen
ahnlich sein miissen.

Im Beispiel unterscheiden sich sowohl die Mittelwerte wie auch die Varianzen.

Mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 1% soll gepruft werden, dass die Korrelation auch in
der Population grofRer Null ist.

Schritt 1: Formulierung der Hypothesen

Im Sinne eines strengen Testens wird die Forschungshypothese, dass es einen positiven Zusam-
menhang gibt, als Alternativhypothese formuliert.

Ho: Pxy S0 VS. Hyi pyy >0
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Anwendungsbeispiel

Schritt 2: Auswahl von Teststatistik und Kennwerteverteilung

Beim Test einer Produktmomentkorrelation auf Null ist die Teststatistik
n-2
T=ry- |—0
XY 1- r)%Y
mit df=n-2 Freiheitsgraden t-verteilt.
Ist die Populationskorrelation ungleich Null, ist mit einem von Null abweichendem Erwartungs-
wert zu rechnen.

Schritt 3: Festlegung von Irrtumswahrscheinlichkeit und kritischen Werten

Wenn die Alternativhypothese (Forschungshypothese) zutrifft, ist eher mit positiven Werten der
Teststatistik zu rechnen. Bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 1% wird die Nullhypothese
daher abgelehnt, wenn die Teststatistik kleiner oder gleich dem 99%-Quantil der T-Verteilung
mit df=183 Freiheitsgraden ist. Der kritische Wert liegt zwischen 2.326 bei df=co und 2.358 bei
df=120.

Schritt 4: Berechnung der Teststatistik und Entscheidung

T=r,- /1”;22=0.935- %:38.14
— Iy — V.

Da der Wert deutlich groRer ist als die Teststatistik, kann davon ausgegangen werden, dass es
auch in der Grundgesamtheit eine positive Beziehung zwischen dem Alter der beiden Partner
gibt.
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Anwendungsbeispiel

Schritt 5: Anwendungsvoraussetzungen

Der Test setzt Normalverteilung der beiden Variablen voraus. Die Randverteilungen in der oben
wiedergegebene Kreuztabelle der beiden Variablen spricht eher gegen diese Annahme. Aller-
dings ist der Test i.a. robust.

Der Allbus ist auch keine einfache Zufallsauswahl. Da eine disproportionale Stichprobe gezo-
gen wurde, muss unterstellt werden, dass die Beziehung zwischen den beiden Variablen in den
beiden Erhebungsgebieten alte und neue Bundeslénder gleich ist.
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Lerneinheit 19:
Asymmetrische Beziehung zwischen zwei metrischen Variablen

In asymmetrischen Beziehungen werden die bedingten Verteilungen der abhéngigen Variable
bei verschiedenen Auspragungen der erkladrenden Variable verglichen.

Die vollstandige Darstellung aller Auspragungskombinationen in einer bivariaten Kreuztabelle
fiihrt bei metrischen Variablen dazu, dass bei den blichen Stichprobenumféngen viele Zellen
nur wenige oder gar keine Féalle enthalten.

Daher wird bei der Analyse asymmetrischer Beziehungen zwischen zwei metrischen Variablen
davon abgesehen, die gesamte bedingte Verteilung zu betrachten. Stattdessen werden Kenn-
werte der bedingten Verteilungen analysiert. So werden im Regressionsmodell die bedingten
Mittelwerte der abhdngigen Variable als Funktion der Auspragungen der erklarenden Variable
dargestellt.

Bezogen auf die bedingten Populationsmittelwerte gilt also:
l“l(Y|X) =Hyx = g(X - X)

Als Beispiel wird der gerichtete Zusammenhang zwischen dem Alter der Partner von
insgesamt 185 Befragten aus dem Allbus 2006 betrachtet, die eine Lebenspartnerin bzw.
einen Lebenspartner haben, mit dem sie nicht zusammenleben. Da nur das Geschlecht
der befragten Person und nicht ihres Partners erfasst wurde, wird in den folgenden
Analysen unterstellt, dass es sich um heterosexuelle Partnerschaften handelt.
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Empirische Regressionsfunktion
90 &

Alter der Partnerin

10 20 30 40 50 60 70 80 90
Alter des Partners

Die resultierende empirische Regressionsfunktion steigt tendenziell an, hat aber eine sehr
unregelmaRige Form, was vermutlich darauf zurtickzufiihren ist, dass fir eine Auspragung der
erklarenden Variablen oft nur ein Fall oder sehr wenige Félle fur die Berechnung des jeweiligen
bedingten Mittelwerts zur Verfligung stehen. Lagen Populationsdaten vor, wiirde sich mogli-
cherweise eine glatte Kurve ergeben.
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Lineare Regression
90

80
70
60
50
40
30
20
10

Es liegt nahe, anstelle der bedingten Stichprobenmittelwerte aus den Daten eine solche ,,glatte*
Regressionsfunktion zu schéatzen.
Dazu muss die Kurvenform bekannt sein. Sehr oft angewendet und mdglicherweise auch hier
angemessen ist die Schatzung einer linearen Regressionsfunktion. Die mathematische Glei-
chung der linearen Regressionsfunktion lautet:

Py —Y=a+h-X
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OLS-Schatzung der linearen Regressionsfunktion

2N 5
Y=a+bh-X

Die geschétzten bedingten Mittelwerte der Regressionsfunktion werden im Regressionsmodell
auch als Vorhersagewerte Y bezeichnet.

Bei der Berechnung der Regressionskoeffizienten a und b dieser linearen Regressionsfunktion
aus Stichprobendaten wird die Eigenschaft eines Mittelwerts, dass er die Summe der quadrier-
ten Abweichungen aller Falle von ihm minimiert, auf die gesamte Regressionsfunktion tber-
tragen. In diesem Sinne wird in der sog. Kleinstquadratmethode (nach der englischen Bezeich-
nung ,,ordinary least squares method* oft OLS-Methode oder OLS- Schatzung genannt) die
Summe der quadrierten Residuen minimiert.

Vorlesung Statistik | L19-4




OLS-Schatzung der linearen Regressionsfunktion

90 =

Beim 103-ten Fall in der

Stichprobe ist der Part-

ner 34 Jahre alt und die

Partnerin 16 Jahre.

= €553 = 16 —(a+b-34)
|

o 20 30 40 50 60 70 30 90

Ein Residuum e; ist die Differenz zwischen der Realisation des i-ten Falles der abhéngigen
Variable von seinem Vorhersagewert:

e =Yy, -V ZYi_(a+b'Xi)

Bei der OLS-Schétzung werden die Regressionskoeffizienten a und b so bestimmt, dass die
Summe der quadrierten Residuen minimal ist:

Q(a,b) = Zn:(yi ~(a+b-x,)) :Zn:eiz = minimal

i=1
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OLS-Schatzung der Regressionskoeffizienten

90 - Die Regressionskonstante a ist
80 dann die Differenz von b mal

2 7 dem Stichprobenmittelwert der
g 60 - erklarenden Variable vom Stich-
g 37 probenmittelwert der abhangigen
% ﬁ Variable:

20 - a=y-b-X

16 -

10 20 30 40 50 60 70 80 90
Alter des Partners

Mit Hilfe der Differentialrechnung kann gezeigt werden, dass die Minimierungsfunktion
Q(a,b) genau dann ein Minimum aufweist, wenn b der Quotient aus der Kovariation bzw. Ko-
varianz zwischen abhangiger und erklarender Variable geteilt durch die Variation bzw. Varianz
der erklarenden Variable ist:
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OLS-Schéatzung der Regressionskoeffizienten

o0
50 Fall X Y X2 Y XY

1 21 21 441 441 441

185 61 62 3721 3844 3782
2. 6575 6060 272579 232676 249463

Alter der Partnerin
L
[a]

I 20 3 40 50 60 70 8 90
Alter des Partners

Fur die Berechnung werden die Summen, Quadratsummen und Produktsummen der Realisie-
rungen von abh&ngiger und unabhéngiger Variable benétigt.

Aus ihnen koénnen dann die Mittelwerte, Variationen und Kovariationen bzw. anstelle der Vari-
ationen und Kovariationen die Varianzen und Kovarianzen berechnet werden:

X =6575/185=35.5405 ; y = 6060 /185 = 32.7568
SS, =272579 - 6575 /185 = 38899.9460

S
SS, =232676 —6060% /185 = 34170.0541 S
SP,, = 249463 -6575-6060 /185 = 34087.3243 S

8899.9460 /185 = 210.2700

3
34170.0541/185 =184.7030
o« = 34087.3243 /185 =184.2558

2
X
2
Y

Vorlesung Statistik | L19-7

OLS-Schatzung der Regressionskoeffizienten
% . ) X =5.5405 ; y = 32.7568
30 VLOESOETe X SS, =38899.9460
) ) SS, =34170.0541
SP,, =34087.3243

Alter der Partnerin
L
o

38899.9460/185 = 210.2700

=34170.0541/185 = 184.7030
= 34087.3243 /185 =184.2558

2
Sx
2
SY
10 20 30 40 50 60 70 80 90 S
Alter des Partners

Aus den Statistiken werden schliel3lich die Regressionskoeffizienten berechnet:

p— SPrx _34087.3243 _ ) 00e Swx 1842558 ) o0n 430 7568—0.876.35.5405
SS,  38899.9460 s: 2102700 1603

Die gleichen Werte ergeben sich auch, wenn anstelle der Stichprobenvarianzen und Kovarian-
zen die geschatzten Populationsvarianzen und Kovarianzen verwendet werden:

&2 =38899.9460 /184 = 211.4127
&2 =34170.0541/184 =185.7068
5y, =34087.3243/184 =185.2572

_ Gy 1852572

X - =0.876
G2 211.4127
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Bedeutung der Regressionskoeffizienten

Die geschatzten Regressionskoeffizienten a und b der linearen Regressionsfunktion bestimmen
die Lage der Regressionsgerade und damit der Vorhersagewerte im Koordinatensystem.

y 107
gl Im Beispiel ist eine Regres-
1 sionsgerade mit der Regres-
61 sionskonstantea=2 und b =
4+ _——A b=+05 0.5 eingezeichnet:
= . Y=2+05-X
/—azz Yys=2+05-5=45
e o R Wenn X = 0, dann ist der
0 8 —6 4 2 ,0 2 4 6 8 10 Vorhersagewert gleich der
1 X Regressionskonstante, im
4T Beispiel = 2
6T Wenn X um +1 Einheit an-
Pl steigt, steigt der bedingte
T Mittelwert von Y um +0.5
10 Einheiten an.

» Die Regressionskonstante (auch als Interzept bezeichnet) a gibt den geschétzten Mittelwert
vonY an, wenn X =0 ist.

» Das Regressionsgewicht b gibt die Steigung der Geraden an.
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Interpretation der linearen Regression

90
80 Y =1.623+0.876- X o Sxv _ Sxv _ SPry
70 - ' 5% s2SS,
60 +
50 :M:OB?G
3 210.2700
fg a,x=yY-b-X
;0 =32.76-0.876-35.54 =1.623
10

10 20 30 40 50 60 70 80 90

Die geschatzte lineare Regressionsfunktion, die bisweilen auch als Trendlinie bezeichnet wird,
kann daher zur Vorhersage (Prognose) der Auspragungen der abhangigen Variable herangezo-
gen werden.
Aus den Schatzungen a=1.623 und b=0.876 des Allbus-Beispiels berechnet sich z.B. das
erwartete durchschnittliche Alter der Partnerinnen von 35jahrigen Mannern als:
1.623 + 0.876-35 = 32.29 Jahre.

Uber die Regressionsfunktion kénnen auch Vorhersagewerte fiir nicht im Datensatz vorkom-
mende Auspragungen der unabhangigen Variable berechnet werden.
So gibt es im Allbus keinen Fall mit einem 85jahrigen Partner. Erwartbar wére flr einen
solchen Fall ein Alter der Partnerin von 1.623 + 0.876-85 = 76.1 Jahren.
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Interpretation der linearen Regression

920 -

80 | b — é\SXY — SXY — SPXY

701 YXT 82 s sS,

60 -

50 - :M:OB?G
210.2700

:g aY.x=7—b-Y

50 ~32.76-0.876-35.54 =1.623

10

Bei einer kausalen Interpretation ist in erster Linie das Regressionsgewicht b von Interesse.
Wenn X um +1 Einheit ansteigt, dann steigt im Durchschnitt Y um b Einheiten an. Das Regres-
sionsgewicht b wird daher auch als Effektstarke bezeichnet.

Da es nicht sein kann, dass das Alter der Partnerin um b = 0.876 Jahre ansteigt, wenn
das Alter des Partners um +1 Jahr steigt, ist eine direkte Kausalinterpretation im Beispiel
allerdings nicht sinnvoll.

Denkbar ist jedoch, dass mit steigendem Alter mannliche Partner eher relativ jingere
Partnerinnen praferieren bzw. umgekehrt Frauen mit zunehmenden Alter einen grofie-
ren Altersabstand préaferieren.
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Interpretation der linearen Regression

90 & 90
80 80
70 © : - 70
60 = 60 -
50 £ 50 -
40 10 -
30 - 30
20 £ . 20
10 -E-M*F“MM“**JW“PMM““PM 10 -

0 20 30 40 50 60 70 8 9 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Regression von Y auf X Regression von X auf Y
L= s>;Y _184.2504 0.876 by, = s>;Y _184.2504 _ 0.998
sy 210.2700 sy 184.7030
a, y =32.76—0.876-35.54 =1.623 a,, =35.54-0.876-32.76 = 2.864

Die Umkehrung der Beziehung durch die Regression des Partners (X) auf das Alter der Part-
nerin (Y) zeigt jedoch, dass das Regressionsgewicht by ., ebenfalls (geringfugig) < 1 ist, was
gegen diese Vermutung spricht. Ein Regressionsgewicht ungleich 1.0 bei den beiden Altersva-
riablen kann aber auch ein Ergebnis der Regression zur Mitte sein, also durch Messfehler (man-
gelnde Reliabilitat) hervorgerufen sein.
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Interpretation der linearen Regression

920 -

80 - Y =1.623+0.876-X o _Sx S _SPy

701 \ YXT 82 s sS,

60 -

50 - :M:OB?G

e 210.2700

30 - ayx =y—-b-X

50 ~32.76-0.876-35.54 =1.623
10

Die Kleinstquadratschatzung ermdéglicht sowohl eine rein deskriptive auf die Stichprobe bezo-
gene als auch eine inferenzstatistische auf die Population bezogene Interpretation.

¢ Bezogen auf die Stichprobe beschreibt die Regressionsfunktion, wie die asymmetrische Be-
ziehung zwischen abhéngiger und unabhéngiger Variable bestméglich durch eine lineare
Gleichung beschrieben werden kann.

e Bezogen auf die Population ist die Regressionsfunktion eine Schétzung der bedingten Popula-
tionsmittelwerte, wobei dann allerdings angenommen werden muss, dass die bedingten Mit-
telwerte in der Population tatsachlich eine lineare Funktion der Ausprdgungen der unabhén-
gigen Variable sind.
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Interpretation der linearen Regression

90 & A
80 J Y =1.623+0.876-X o Syv _Sxv _ SPuy
70 52 s2SS,
60 £
50 - IZM o676
- 210.2700
:10 a,x=yY-b-X
,g | —32.76-0.876-35.54 =1.623
10

10 20 30 40 50 60 70 80 90

Bei beiden Sichtweisen bedeutet ein Regressionsgewicht b>0, dass eine positive Beziehung
zwischen den beiden Variablen besteht, ein Regressionsgewicht b<0, dass eine negative Bezie-
hung besteht und eine Regressionsgewicht von b=0, dass keine bzw. keine monotone Beziehung
besteht.

Es kann gezeigt werden, dass die Regressionskoeffizienten a und b konsistente und erwar-
tungstreue Schétzer der korrespondierenden Parameter in der Population sind, wenn die Re-
gressionsfunktion in der Population tatsachlich linear ist und eine einfache Zufallsauswahl vor-
liegt. Anstelle der zweiten Bedingung ist es hinreichend anzunehmen, dass die Populationsre-
siduen, das sind die Differenzen der Realisierungen von den bedingten Populationsmittelwer-
ten, nicht mit der erklérenden Variable korreliert sind.
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Berechnung der Standardfehler

90 5
g0 J Y =1.623+0.876-X b - &XY _ Sy _ SP,.
70 - 52 s2SS,
60
50 - -2 _ o676
210.2700
0 =y-b-x
:2 | —32.76-0.876-35.54 =1.623
10 -
10

Wenn zusétzlich die Populationsresiduen untereinander unkorreliert sind und die bedingten Va-
rianzen in der Population fiir alle Ausprdgungen der erklarenden Variablen konstant sind, dann
ergibt die Kleinstquadratmethode zudem effiziente lineare Schétzer der Regressionskoeffizi-
enten.

Die OLS-Schétzer sind dann zudem asymptotisch um die zu schatzenden Populationsparameter
normalverteilt mit den geschatzten Standardfehlern:

n

] ,;(y‘_y‘)_\/i,szy—bi_x-szx

S n-2
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Berechnung der Standardfehler

90 -
30 £ {-1623+0876-X _  X= @_35 M_32.7568

5,V¥=
70 -
52 = 21279 ( j —210.2700

@ _ 232676 (

Y

=184.7030

. - 249462 65756060
185 1852

=184.2504

~ n 4z i
Und a — i=1 L=l
S(ayx) n ., n_2
2. (% —X)
i=1
Die Anndherung an die Normalverteilung ist bei n >30 besser n > 50 hinreichend genau.
Fir die Allbus-Daten ergibt sich:

1 2 : ~
7.2xi Z(yi_yi):\/si_i_iz Si_bi.x'si

s2 n-2

=0.025

5(b) = \/ 1 184.7030-0.876 -210.2700
210.2700 183
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Berechnung der Standardfehler

90 -
80 J Y =1.623+0.876- X X = g_% 5;¥= m_32.7568
70 -
60 52 = 212579 ( j =210.2700
50 -
40 - s = 232676 ( J =184.7030
30 -
20 - S, = 249462 6575-62060 _184.2504
10 | 185 185
10

5(a)= \/210.2700+35.542 _184.7030—0.8762 -210.2700
210.2700 183

Wenn die Differenzen der Realisierungen der abhangigen Variable von den bedingten Populati-
onsmittelwerten normalverteilt sind, dann ist die Standardisierung mit Hilfe des Populations-
werts p(b) = B und des geschatzten Standardfehler nicht nur asymptotisch standardnormalver-
teilt, sondern exakt t-verteilt mit df = n—2 Freiheitsgraden.
Die asymptotische Normalverteilung bzw. die T-Verteilung kann genutzt werden, um Konfi-
denzintervalle zu berechnen oder um statistische Tests durchzufuhren.

=0.945
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Tests der Regressionskoeffizienten

90 5 .
80 L Y =1.623+0.876- X

70

X =35.5405 ;y =32.7568
s2 =210.2700 ; s2 =184.7030

S, =184.2504

5(a)=0.945 &(b)=0.025

10 20 30 40 50 60 70 80 90

Da die T-Verteilung verglichen mit der Standardnormalverteilung bei gleicher Irrtunswahr-
scheinlichkeit zu langeren Konfidenzintervallen und grofReren Annahmebereichen der Nullhy-
pothese fiihrt, wird im Sinne eines vorsichtigen (konservativen) Schétzens und Testens auch bei
nicht normalverteilten Populationsresiduen die T-Verteilung herangezogen.

Als Beispiel soll in einem einseitigen Hypothesentest geprft werden, dass das Regres-
sionsgewicht by, > 0 ist. Die Teststatistik betragt dann:
-B 0.876-0

T=Du =P — 35.646
5(byy) 0025
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Tests der Regressionskoeffizienten

90 -

80 }
70 -
60 -
50 -
40 -
30 -
20 -
10

Y =1.623+0.876-X

X =35.5405 ;y =32.7568
s2 =210.2700 ; s2 =184.7030

S, =184.2504

5(a)=0.945 &(b)=0.025

Wenn das Regressionsgewicht in der Grundgesamtheit Null ist, ist T asymptotisch normal-
verteilt bzw. bei normalverteilten Residuen t-verteilt mit df = n—2 = 183 Freiheitsgraden.
Bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 1% liegt der kritische Wert beim einseitigen Test
nach oben zwischen 2.326 und 2.358. Die Nullhypothese ist somit abzulehnen.

Vermutlich besteht auch in der Population eine positive Beziehung.

Da die Produktmomentkorrelation und das Regressionsgewicht den gleichen Zahler aufweisen,
ist der ein- oder zweiseitige Hypothesentest des Regressionsgewichts auf Null gleichbedeutend
mit einem ein- oder zweiseitigem Hypothesentest der Korrelation auf Null. Tatsachlich sind die
beiden T-Testststatistiken bis auf Rundungsfehler identisch.
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Eigenschaften der Stichprobenresiduen bei der OLS-Methode

Die Stichprobenresiduen e; kdnnen zu einer Variable E zusammengefasst werden.
Aus der Kleinstquadratmethode folgt dann.

(1) Die Summe der Stichprobenresiduen ist Null:
de =Yy -a-b-x=0
i=1 i=1

(2) Dann ist auch der Mittelwert der Residualvariable E = 0 und die Stichprobenvarianz gleich
dem Mittelwert der quadrierten Residuen:

1 1
© n i:leI b n i:lel

Da die Varianz der Stichprobenresiduen gleich dem Mittelwert der quadrierten Residuen
ist, minimiert die OLS-Methode also auch die Residualvarianz in der Stichprobe.

(3) Die Residualvariable E ist mit der erklarenden Variablen und den Vorhersagewerten unkor-
reliert:

SPye :i(xi_i)'ei =Zn:xi-ei =0=s,; :SPXE =0; I :SLZO
1 =1 n

i= i x " Sg
SP. = oo _ \ =0 _SP\?E_O. _ S\?E -0
\?E_Z(yi_y)'ei_zyi'ei_ =S = n__ ’r\?E_S 5
i=1 i=1 % E
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Varianzzerlegung der abhangigen Variable

Bei der OLS-Schétzung der Regressionskoeffizienten kann die abhéngige Variable Y auch als
eine Linearkombination aus X und E aufgefasst werden:

Y=Y+E=a+b-X+E

(4) Aus der Unkorreliertheit der Stichprobenresiduen mit den Vorhersagewerten und den Regeln
fur Linearkombinationen von unabhéngigen Variablen folgt dann, dass die Varianz bzw.
Variation der abh&ngigen Variable gleich der Summe aus den Varianzen bzw. Variationen
der Vorhersagewerte und der StlchprobenreS|duen ist:

$S, =88, +85. = (9, -V +Ze =S (y,-y)

i=1 i=1

1 &~ -
Si=S$+SE=;-Z(yi—y)2+;;e?=;-;(yi—y)2

i=1

Als PRE-Mal fir die Starke der Beziehung bietet es sich daher an, die Variationsverhaltnisse in
Beziehung zu setzen. Das so gebildete asymmetrische Zusammenhangsmal ist der Determina-
tionskoeffizient R?;

2 2
R2:1—S—E:1— — = S_Y: Y: i=1
s SS, —\2 s2 SS, « 2
Y Y (i -) YU Y (vi-Y)
i=1 i=1
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Variationszerlegung

0 z
80 - . _
E Yi =V = Xy = (69,72)
£ 70 ¢ 72 - 62.067= \'_ /
S 60 ¢
a oo = 723276
g 50 = 39.24
5 w0
< v = 32.76
30 = 62.07-32.76
20 = 2931
10 gIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIH
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Alter des Partners

In der grafischen Darstellung ist gut erkennbar, wie bei den Féllen die Distanzen der abhangi-
gen Variable zur Regressionsgerade meistens geringer sind als zum Mittelwert der abh&ngigen
Variable.
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Determinationskoeffizient, Korrelation und Regressionsgewichte

Zwischen dem Determinationskoeffizient R2, der Produktmomentkorrelation r. und den bei-
den Regressionsgewichten b, der Regressionen von Y auf X und b, ,, der Regression von X
auf Y gibt es Zusammenhénge:

 Der Determinationskoeffizient ist das Quadrat der Produktmomentkorrelation:

s, 2H-9) Dlarbx -y Y(y-bR)+bx-y) (b

R2_"V _ il _ =l _ =1 i=1

O
—
x

|
x|
~
N
N

VRS D Y2 )

n
i=1 i= =

(-3 > (% -3)

:bz.ﬁ:bz.iz(sw)z.si (Sv)” (5w =(ry )’
sS, S (s )2 e

 Der Determinationskoeffizient ist das Produkt und die Produktmomentkorrelation das geome-
trische Mittel der Regressionsgewichte der Regressionen von Y auf X und von X auf Y.
Um die Richtung der Regression zu unterscheiden, werden die Regressionskoeffizienten mit

Indizes versehen: A
_ SPyx _Syx _ Ovx

Y=a,,+b, - X+E, =b,y= 58, = 52 = 5 Jay =Y —Dbyy X
SPev _ Sxv cA’xy 4 v
X=ay,,+byy Y+E, =Db,, = == Ay =X—by Y
SS, s, of
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Determinationskoeffizient, Korrelation und Regressionsgewichte

Fur den Determinationskoeffizient gilt dann:

2
Rz:(svx) _Swx Svx Ll
2 o2 2 2 Y.X TFXY 9

Sx Sy Sx Sy

fyx = bY.x 'bx.Y

» Werden abhé&ngige und erklarende Variable tUber die Z-Transformation standardisiert, dann
sind die Regressionskonstanten Null und die resultierenden standardisierten Regressions-
gewichte gleich der Produktmomentkorrelation.

Dies gilt sowohl fur die Regression von Y auf X als auch fir die Regression von X auf'.

Y-y X=X
Z, = Ly = 2Ly =a; , * bzy.zX Ly + EzY s Ly =a; , * bzx.zY Ly + sz
Sy Sy
S(ZY'ZX) lyx = —
- bZY Z s :T: 'vx s 82,2, = %y _bZY'ZX " Zx :O_bZY.Zx 0=0
ZX
S(ZX’ZY) lyx = —
- bzx 2 s :T: frx azx-zv = Zx _bzx-zy "Ly :O_bZX.Zv 0=0
ZY

In der bivariaten Regression sind daher die standardisierten Regressionsgewichte der Regres-
sion von Y auf X und von X auf Y identisch und gleich der Produktmomentkorrelation.
Daher sind dann auch die Determinationskoeffizienten beider Regressionen gleich.
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Determinationskoeffizient, Korrelation und Regressionsgewichte

90 90 + .
80 - ¥ =1623+0876-X _ 80 - X=2.864+0.998-Y |
70 - y .70 - '

60 - 60 -

50 - 50 -

40 - 40 -

30 - 30 -

2 - . 2

10 Frnpnnp g 1o

10 20 30 40 30 60 70 80 9 10 20 30 40 5 60 70 8 9
X =35.5405 Y=32.7568 s =210.2700 s% =184.7030 s,, =184.2504

Fur das Anwendungsbeispiel gilt so:
ne_ (5v)’ Sy Sy 184.2504°

s2.52  s2 §2  210.270-184.703

by -b,, =0.876-0.998 = 0.874

Mit 87.4% wird ein sehr groRer Anteil der Variation der abhangigen Variable erklart. Im Bei-
spiel gibt es also eine sehr enge Beziehung zwischen dem Alter der Partnerin und dem Alter des
Partners.
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Lerneinheit 20:
Bivariate Beziehungen zwischen ordinalen Variablen

In die Berechnung von Regressionskoeffizienten und Produktmomentkorrelation gehen Ab-
standsinformationen zwischen den Messwerten ein. Wenn die betrachteten Variablen ordinal
sind, ist die Berechnung daher nicht sinnvoll. Auf der anderen Seite interessiert bei ordinalen
Variablen nicht nur wie bei nominalskalierten Variablen, ob und wie stark ein Zusammenhang
ist, sondern auch, ob die Beziehung positiv oder negativ ist.

Fur ordinale Variablen sind daher spezielle Zusammenhangsmafe konstruiert. Dabei werden

unterschiedliche Strategien verwendet, um die ordinalen Informationen zu nutzen:

¢ Bei der Strategie des Paarvergleichs werden alle moglichen Paare der Stichprobe bzw. der
Population betrachtet und dabei gepriift, ob die Realisierungen der beiden betrachteten Varia-
blen gleiche, kleinere oder grél3ere Auspragungen aufweisen.

¢ Bei der Strategie des Rangreihenvergleichs werden die Rangwerte der beiden Variablen
verglichen.

e Bei der Strategie der ungenauen metrischen Messung wird angenommen, dass die ordinalen
Variablen ungenaue Messungen von unbeobachteten metrischen Variablen sind, wobei die
Beziehung zwischen den unbeobachteten Variablen geschétzt wird.
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Ordinale Zusammenhangsanalyse auf der Basis von Paarvergleichen

Eigene wirt- | Allgemeine wirtschaftliche Lage
schaftl. Lage |(sehr) gut teils/teils (sehr) schlecht | Summe

(sehr) gut 222 571 197 990
teils/teils 68 438 394 900
(sehr) schlecht 17 101 274 392
Summe 307 1110 865 2282

Quelle: Westdeutsche Teilstichprobe, Allbus 2006

Bei der Strategie des Paarvergleichs werden fur die n Falle eines Datensatzes alle n-(n—1)/2
maoglichen ordinalen Paarvergleiche durchgefihrt.
Als Beispiel wird im folgenden der Zusammenhang zwischen der trichotomisierten Bewer-
tung der allgemeinen Wirtschaftslage (AWL) und der eigenen Wirtschaftslage (EWL) an-
hand der westdeutschen Teilstichprobe des Allbus 2006 analysiert.

Bei jedem Paarvergleich kénnen verschiedene Resultate auftreten:

¢ Bei beiden Variablen hat einer der beiden Félle einen hoheren oder aber niedrigeren Wert als
der andere Fall. Man spricht dann von einem konkordanten (libereinstimmenden) Ergebnis.

¢ Bei einer Variable hat der eine, bei der anderen Variable der andere Fall einen jeweils héheren
oder niedrigeren Wert. Man spricht dann von einem diskordanten (gegenléufigen) Ergebnis.

Ein konkordantes Ergebnis spricht fiir eine positive Beziehung, da hier ein hoherer Wert bei

einer Variable mit einem héheren Wert bei einer anderen Variable ein hergeht. Umgekehrt

spricht ein diskordantes Ergebnis flir eine negative Beziehung.
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Die Logik des Paarvergleichs

Eigene wirt- | Allgemeine wirtschaftliche Lage
schaftl. Lage |(sehr) gut teils/teils (sehr) schlecht | Summe

(sehr) gut 222 571 197 990
teils/teils 68 438 394 900
(sehr) schlecht 17 101 274 392
Summe 307 1110 865 2282

Quelle: Westdeutsche Teilstichprobe, Allbus 2006

Neben einem konkordanten oder einem diskordanten Ergebnis ist es aber auch méglich, dass die
Realisierungen bei einer oder beiden Variablen bei den beiden Fallen eines Paares gleiche Aus-
pragungen aufweisen. Man spricht dann von einem verbundenen Paar (engl. Tie).

¢ \Wenn die Werte bei X gleich sind, ist dass Paar x-verbunden,

e wenn die Werte bei Y gleich sind, ist das Paar y-verbunden.

¢ Schlie3lich kénnen die Realisierungen der beiden Félle bei beiden Variablen gleich sein. Das
Paar ist dann x,y-verbunden.

Da bei allen Paarvergleichen nur die Information ,,ist gleich®, ,,ist kleiner oder ,,ist groRer be-

trachtet wird, werden zwar ordinale, aber keine metrischen Informationen genutzt.

Fir die Erfassung des ordinalen Zusammenhangs wird gezahlt, wie viele der Paarvergleiche

konkordant, diskordant, x-verbunden, y-verbunden bzw. x,y-verbunden sind. Diese Zahlen ge-

hen in die Berechnung der ordinalen Zusammenhangsmafe ein. In einem ersten Berechnungs-

schritt mussen daher diese Zahlen fir alle Paare des Datensatzes berechnet werden.
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Die Logik des Paarvergleichs

Eigene wirt- | Allgemeine wirtschaftliche Lage
schaftl. Lage |(sehr) gut teils/teils (sehr) schlecht | Summe

(sehr) gut 222 571 197 990
teils/teils 68 438 394 900
(sehr) schlecht 17 101 274 392
Summe 307 1110 865 2282

Quelle: Westdeutsche Teilstichprobe, Allbus 2006

Wenn zwei Variable als Kreuztabelle vorliegen, muss die Anordnung berlicksichtigt werden.
Im Beispiel sind beide Variablen in die gleiche Richtung kodiert. Von links nach rechts
(AWL) bzw. von oben nach unten (EWL) wird die Bewertung jeweils schlechter.

Fur die Paarvergleiche folgt dann:

C D Ty T, Ty
konkordant diskordant X-verbunden y-verbunden xy-verbunden
Xa> X &Y, >Yp X >Xp &Y<V X=X &Yy #Yp X #F X &Y, =Yy X=X &Y, =Y,
rechts unten links unten unten in Spalte rechts in Zeile gleiche Zelle
Beispiel:
Fall: o b a b a b a b a b
AWL gut schlecht gut  schlecht gut  schlecht gut  schlecht gut gut
EWL gut schlecht schlecht gut gut gut schlecht schlecht gut gut
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Die Logik des Paarvergleichs

Eigene wirt- | Allgemeine wirtschaftliche Lage
schaftl. Lage |(sehr) gut teils/teils (sehr) schlecht | Summe
(sehr) gut 222 51 197 990
teils/teils 68 438 394 900
(sehr) schlecht 17 101 274 392
Summe 307 1110 865 2282
Quelle: Westdeutsche Teilstichprobe, Allbus 2006
C Die Zahl der konkordanten Paare berechnet sich im Beispiel nach:
konkordant 222 (438+394+101+274) + 571(394+274)

Xg > Xp &Y, >Y,
rechts unten

D
diskordant
Xa>Xp & Y, <Yy
links unten

+ 68-(101+274) +438-274 = 794 894.

Die Zahl der diskordanten Paare berechnet sich im Beispiel nach:
571 (68+17) + 197-(68+438+17+101)
+ 43817 + 394(17+101) = 225 401.

Ware die Anordnung entgegengesetzt, so dass bei der Spaltenvariable von links nach rechts
aufsteigende und bei der Zeilenvariable von oben nach unten absteigende Werte angeordnet
werden bzw. bei der Spaltenvariable von links nach rechts absteigende und bei der Zeilen-
variable von oben nach unten aufsteigende Werte, dann wére die Berechnung vertauscht, so dass
sich nach rechts unten diskordante und nach links unten konkordante Paare ergéaben.
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Die Logik des Paarvergleichs

Eigene wirt- | Allgemeine wirtschaftliche Lage

schaftl. Lage |(sehr) gut teils/teils (sehr) schlecht | Summe
(sehr) gut 222 571 197 990
teils/teils 68 438 394 900
(sehr) schlecht 17 101 274 392
Summe 307 1110 865 2282

Quelle: Westdeutsche Teilstichprobe, Allbus 2006

TX
x-verbunden
Xa = Xp &Y, # Y
unten in Spalte

TY
y-verbunden
Xa 7& Xb & ya = yb
rechts in Zeile

TXY
Xy-verbunden

Xy = Xy & Ya=Yp
gleiche Zelle
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Die Zahl der x-verbundenen Paare berechnet sich im Beispiel nach:
222 (68+17) + 571(438+101) + 197 (394+274)
+ 6817 + 438-101 + 394274 = 611 585.

Die Zahl der y-verbundenen Paare berechnet sich nach:
222(571+197) + 68-(438+394) + 17(101+274)
+ 571197 + 438-394 + 101274 = 546 180.

Die Zahl der x,y-verbundenen Paare berechnet sich dann nach:
222-221/2 + 571570/2 + 197-196/2 + 68-67/2 + 438-437/2
394-393/2 + 17-16/2 + 101-100/2 + 274-273/2 = 424 561.
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Symmetrische Zusammenhangsmalle auf der Basis von Paarvergleichen

Eigene wirt- | Allgemeine wirtschaftliche Lage

schaftl. Lage |(sehr) gut teils/teils (sehr) schlecht | Summe
(sehr) gut 222 571 197 990
teils/teils 68 438 394 900
(sehr) schlecht 17 101 274 392
Summe 307 1110 865 2282

Quelle: Westdeutsche Teilstichprobe, Allbus 2006

Die Summe aus C+D+T+T+Tyy muss mit der Gesamtzahl aller Paarvergleiche tbereinstim-

men:

794 894 + 225 401 + 611 585 + 546 180 + 424 561 = 2 602 621 = 2282 - 2281/ 2.

Bei einer (perfekten) positiven Beziehung sollte es nur konkordante, aber keine diskordanten
Paare geben, bei einer (perfekten) negativen Beziehung nur diskordante, aber keine konkor-
danten Paare. Die Differenz aus der Anzahl der konkordanten und diskordanten Paare gibt da-
her an, ob eine Beziehung eher positiv oder eher negativ ist.

Offen ist dabei, wie verbundene Paare (Ties) beriicksichtigt werden sollen:

- Wenn man von strikten ,,je-desto-Beziehung ausgeht, sprechen Ties gegen einen positiven
bzw. negativen Zusammenhang.

- Auf der anderen Seite sprechen zumindest gleiche Werte eines Paares bei beiden Variablen
(Txy) nicht gegen einen positiven Zusammenhang.

- SchlieBlich I&sst sich auch argumentieren, dass Ties gar keine Rolle spielen.
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Symmetrische Zusammenhangsmalle auf der Basis von Paarvergleichen

Eigene wirt- | Allgemeine wirtschaftliche Lage

schaftl. Lage |(sehr) gut teils/teils (sehr) schlecht | Summe
(sehr) gut 222 571 197 990
teils/teils 68 438 394 900
(sehr) schlecht 17 101 274 392
Summe 307 1110 865 2282

Quelle: Westdeutsche Teilstichprobe, Allbus 2006

In Abhangigkeit von der Beriicksichtigung von Ties sind unterschiedliche symmetrische Zu-
sammenhangsmalie fur ordinale Variablen auf der Basis von Paarvergleichen definiert.

e Das ZusammenhangsmaR y (gamma) berticksichtigt gar keine Ties:

=0.558

_Cc-D

! C+D

; im Beispiel: y=

_ 794894 — 225401
794894 — 225401

e beim MaR 7, (tau-b) werden nur x,y-verbundene Paare nicht bertcksichtig,

C-D

%_«C+Dyny@+0+n)

794894 — 225401

=0.356

im Beispiel: t, =

\/(794894 + 225401+ 611585)(794894 + 225401+ 546180)

e und beim Maf t, (tau-a) sprechen alle Ties gegen einen Zusammenhang.

CcC-D
a_n-(n—l)/2

T =
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; im Beispiel: t,=

794894 — 225401 _

0.219

2282-2281/2
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Asymmetrische Zusammenhangsmalie auf der Basis von Paarvergleichen

Eigene wirt- | Allgemeine wirtschaftliche Lage
schaftl. Lage |(sehr) gut teils/teils (sehr) schlecht | Summe

(sehr) gut 222 571 197 990
teils/teils 68 438 394 900
(sehr) schlecht 17 101 274 392
Summe 307 1110 865 2282

Quelle: Westdeutsche Teilstichprobe, Allbus 2006

Es lasst sich argumentieren, dass bei einer asymmetrischen (gerichteten) Beziehung der Spal-
tenvariable X auf die Zeilenvariable Y die y-verbundene Paare gegen eine Beziehung sprechen,
da dann die Bedingung ,,Wenn die erklarende Variable verschiedene Werte aufweist, dann muss
auch die abhangige Variable verschiedene Werte aufweisen* verletzt ist:

X-verbundene Paaren sprechen dagegen nicht gegen eine gerichtete (asymmetrische) Beziehung
von X auf .

Umgekehrt ist es, wenn die Zeilenvariable Y erkl&drende und die Spaltenvariable X abhangige
Variable ist.

Nach dieser Logik ist das gerichtete Zusammenhangsmal® Somers d.y bzw. dy. konstruiert:

_ C-D  794894-225401
™ C+D+T, 794894+225401+546180
C-D 794894 — 225401
XY = = = 0349
C+D+T, 794894+ 225401+ 611585
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Ordinale Zusammenhangsmalie auf der Basis von Paarvergleichen

Eigene wirt- | Allgemeine wirtschaftliche Lage
schaftl. Lage |(sehr) gut teils/teils (sehr) schlecht | Summe

(sehr) gut 222 571 197 990
teils/teils 68 438 394 900
(sehr) schlecht 17 101 274 392
Summe 307 1110 865 2282

Quelle: Westdeutsche Teilstichprobe, Allbus 2006
y=0.558 ; 1, = 0.356 ; 1, = 0.172 ; dyy = 0.364 ; dy = 0.349

Der Vergleich der Formeln zeigt, dass Tau-b gleich dem geometrischen Mittel von Somers d.
und dy., ist.

Da sich die Berechnungsformeln der Zusammenhangsmale nur im Nenner unterscheiden, sind
die Vorzeichen bei allen Zusammenhangsmafen auf der Basis von Paarvergleichen stets gleich.
Fir das Beispiel gilt somit: Je besser die eigene wirtschaftliche Lage eingeschatzt wird,

desto besser wird auch die allgemeine Lage eingeschatzt und umgekehrt.

Es stellt sich die Frage, welches MaR verwendet werden sollte:

o Bei gerichteten Beziehungen kommt nur Somers d, bzw. dy. in Frage.

e Bei symmetrischen Beziehungen wird am haufigsten t, verwendet,

e wahrend t, i.a. nur dann herangezogen wird, wenn jede Auspragung auch (theoretisch) einen
unterschiedlichen Wert aufweisen kann.

e Das Mal y wird eher selten verwendet, da dieses Mal} vor allem bei wenigen Auspragungen
der Variablen die Tendenz hat, leicht recht hohe Werte anzunehmen.
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Beziehungen zwischen den Zusammenhangsmalien in der Vierfeldertabelle

Eigene wirtschaftliche Allgemeine Wirtschaftslage | Summe

Lage des Befragten gut (X=1) nicht gut (X=0)

- gut (Y=1) 9.7% (222) 33.7% (768)| 43.4% (990)
- nicht gut (Y=0) 3.7% (85) 52.9% (1207)| 56.6% (1292)
Summe 13.5% (307) 86.5% (1975) | 100.0% (2282)

(Quelle: Allbus 2006, nur Westen)

Bei dichotomen Variablen gibt es Beziehungen zwischen den ordinalen Zusammenhangsmalien
dyx, dxy, T, Und y mit den Regressionsgewichten der linearen Regression und der Produktmo-
mentkorrelation, wenn die kreuztabellierten Variablen 1/0-kodiert sind, sowie mit den Prozent-
satzdifferenzen dy 4%, dy,% und den symmetrischen Zusammenhangsmalien ¢ und Q.

Die Zahl konkordanten, diskordanten und verbundenen Paare betragt in der Vierfeldertabelle:
C=n,,-n,, imBeispiel: C=222-1207 = 267954 , D =n,, - n,, im Beispiel: D =768 -85 = 65280
T, =n,-n, +n,-n,, im Beispiel: T, =222-85+ 768 -1207 = 945846

T, =n,-n,+n,-n,, im Beispiel: T, =222-768 +85-1207 = 273091

Die ordinalen Zusammenhangsmafie sind dann:
" 267954 — 65280 0334 d,, = 267954 — 65280 _0.158
267954 + 65280 + 273091 267954 + 65280 + 945846

) 26795465280 oo _ /533270158 = 0.230
267954 + 65280 L20-11

Vorlesung Statistik |

Beziehungen zwischen Zusammenhangsmafen in der Vierfeldertabelle

Eigene wirtschaftliche Allgemeine Wirtschaftslage | Summe

Lage des Befragten gut (X=1) nicht gut (X=0)

- gut (Y=1) 9.7% (222) 33.7% (768)| 43.4% (990)
- nicht gut (Y=0) 3.7% (85) 52.9% (1207)| 56.6% (1292)
Summe 13.5% (307) 86.5% (1975) | 100.0% (2282)

(Quelle: Allbus 2006, nur Westen)

Bei 1/0-Kodierung der dichotomen Variablen berechnen sich die Mittelwerte, Varianzen und
Kovarianzen der Spaltenvariable X und der Zeilenvariable Y nach:

- n, . . ... _ 307 _n . ... _ 990
X=—2= im Beispiel: X =——=0.135,y = = im Beispiel: y=———=0.434,
n p+1 p 2282 y n pl+ p y 2

282

s& =p,,-p,, im Beispiel: s =0.135-0.865=0.116 ,

s2 =p,, -p,, im Beispiel: s} =0.434-0.566 = 0.246 ,

Syx =Py — P, - Py, im Beispiel: s, =0.097 —0.135-0.434 = 0.0389
Daraus folgt fiir Regressionsgewichte b, der linearen Regression von Y auf X bzw. by, von X
auf 'Y sowie der Produktmomentkorrelation r,,:

by = 22099 0,335, by, = 2200 _ 0158 ; 1,y =200 _ 0230
' 0.116 ' 0.246 V.116-.246
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Beziehungen zwischen Zusammenhangsmafen in der Vierfeldertabelle

Eigene wirtschaftliche Allgemeine Wirtschaftslage | Summe

Lage des Befragten gut (X=1) nicht gut (X=0)

- gut (Y=1) 9.7% (222) 33.7% (768)| 43.4% (990)
- nicht gut (Y=0) 3.7% (85) 52.9% (1207)| 56.6% (1292)
Summe 13.5% (307) 86.5% (1975) | 100.0% (2282)

(Quelle: Allbus 2006, nur Westen)

Die Prozentsatzdifferenzen, Phi und Yules Q betragen im Beispiel:

dyx%=100-(L—Lj=100-(&__768 j:334

a+c b+d 307 1975
dXY%:loo-( i —szloo-(&—g—sjzms
a+b c+d 990 1282

0 0, .d—=b. —
o= Q0P D% 5amrGisg 0030 o2 d-b-c_267954-65280 .00
100 100 a.d_b.c_ 267954+ 65280

Der Vergleich der Berechnungsformeln bzw. der berechneten Werte im Beispiel zeigt, dass fir
dichotome Variablen gilt:

(1) dyx =dyx%/100 = by, und dy = dy%/100 = by \;

(2) =0 =TIy

@) y=Q.
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Ordinale Zusammenhangsmalie auf der Basis von Paarvergleichen

Eigene wirt- | Allgemeine wirtschaftliche Lage
schaftl. Lage |(sehr) gut teils/teils (sehr) schlecht | Summe

(sehr) gut 222 571 197 990
teils/teils 68 438 394 900
(sehr) schlecht 17 101 274 392
Summe 307 1110 865 2282

Quelle: Westdeutsche Teilstichprobe, Allbus 2006

Fir inferenzstatistische Anwendungen wird die Verteilung der Koeffizienten benétigt. Bei sehr
grol3en Fallzahlen sind alle MaRe asymptotisch normalverteilt, doch ist die Anndherung sehr
langsam. Zudem ist auch die Berechnung (asymptotisch giiltiger) geschatzter Standardfehler
sehr aufwendig, so dass diese Berechnung in der Praxis nur Gber Statistikprogramme erfolgt.

Koeffizient Wert S.E. Z ) ] .

" 0558 0024 20587 \l/)vgart'gabelle zeigt die mit SPSS berechneten
T Ui ULy 20se SPSS berechnet nicht z, und daher auch
dyx el QoLy - 20se keine Standardfehler ur?d Teststatistik fiir
dsy 0.349 0.017 20.582

(Berechnung mit SPSS) diesen Koeffizienten.

Die Teststatistiken Z (im originalen SPSS-Ausdruck als ,,ndherungswiese T* bezeichnet) be-
ziehen sich auf die Nullhypothese, dass das jeweilige Zusammenhangsmafd Null ist.
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Ordinale Zusammenhangsmalie auf der Basis von Paarvergleichen

Koeffizient Wert S.E. Z

Y 0.558 0.024 20.582
T, 0.356 0.017 20.582
dyx 0.364 0.017 20.582
dyy 0.349 0.017 20.582

(Berechnung mit SPSS)

Da die alle MaRe genau dann Null sind, wenn die Zahl der diskordanten und konkordanten
Paare gleich ist, sind alle Z-Wert identisch. Der Wert ist der Quotient aus der Differenz C-D
geteilt durch den Standardfehler von C—D unter der Annahme, dass die Nullhypothese H,: C=D
in der Population zutrifft.

Im Beispiel kann der Wert 20.582 als Teststatistik fiir die Nullhypothese verwendet werden,
dass es keinen monotonen Zusammenhang gibt, H,: C = D, dass die Zahl der konkordanten
Paare kleiner/gleich der Zahl der diskordanten Paare ist, H,: C < D (kein positiver Zusammen-
hang), oder dass die Zahl der konkordanten Paare groRer/gleich der diskordanten Paare ist: Hy:
C > D (kein negativer Zusammenhang).

Die Nullhypothese wird mit einer Irrtumswahrsacheinlichkleit o abgelehnt, wenn Z <z_,, bzw.
Z2>1z, ,im zweiseitigen Test von H,: C=D bzw. Z >z,  beiH,;:C<D oder Z<z, beiH, C
>D.
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Ordinale Zusammenhangsmalie auf der Basis von Paarvergleichen

Koeffizient Wert S.E. Z

Y 0.558 0.024 20.582
T, 0.356 0.017 20.582
dyy 0.364 0.017 20.582
dyy 0.349 0.017 20.582

(Berechnung mit SPSS)

Es ist moglich, dass ein ordinales ZusammenhangsmaR nicht signifikant ist, gleichzeitig aber
der Chiquadrat-Test bzw. LR-Test auf statistische Unabhangigkeit auf einen signifikanten Zu-
sammenhang hinweist. Dies spricht dann fur einen nicht-monotonen Zusammenhang zwischen
den beiden ordinalen Variablen.

Da ordinale bzw. metrische Zusammenh&nge mehr Informationen nutzen, kbnnen Zusammen-
hangstests fur ordinale oder metrische Variablen trennscharfer sein als entsprechende Tests bei
nominalskalierten Variablen. Es kann daher auch vorkommen, dass ein Test auf statistische Un-
abhangigkeit ein nichtsignifikantes Resultat, ein Test auf monotonen oder linearen Zusammen-
hang dagegen ein signifikantes Resultat ergibt.

Die geschéatzten Standardfehler in der dritten (mit ,,S.E.“ Giberschriebenen) Spalte sind asymp-
totisch gultiger Standardfehler bei beliebigen Werten der Koeffizienten. Sie kdnnen z.B. fir die
Berechnung von Konfidenzintervallen genutzt werden.
So berechnet sich das asymptotisch gltige 95%-Konfidenzintervall fur z, im Beispiel
nach: g, £254,5 - S.E. = 0.356 #1.96 0.017 = 0.32 bis 0.39.
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Ordinale Zusammenhangsmalfie auf der Basis von Rangreihen

Eigene wirt- | Allgemeine wirtschaftliche Lage
schaftl. Lage | (sehr) gut teils/teils (sehr) schlecht| Summe

(sehr) gut 222 571 197 990
teils/teils 68 438 394 900
(sehr) schlecht 17 101 274 392
Summe 307 1110 865 2282

Quelle: Westdeutsche Teilstichprobe, Allbus 2006

Die Logik der Paarvergleiche nutzt nicht alle ordinalen Informationen aus. Wenn X bei einem
Fall A den Rangplatz 1, bei einem Fall B den Rangplatz 2 und bei einem Fall C den Rangplatz 3
aufweist, dann nutzen Paarvergleiche fur die Eigenschaft X, dassA<B,A<Cund B <C.
Nicht genutzt wird dagegen, dass der Abstand zwischen A und C kleiner als der Abstand zwi-
schen A und B sowie zwischen B und C sein muss.

Die zweite Strategie fiir die Zusammenhangsanalyse bei ordinalen Zusammenhéangen nutzt die-
se zusétzliche Informationen, indem sie die Rangplatzwerte der Realisierungen bei den beiden
ordinalen Variablen vergleicht. Dabei stellt sich die Frage, wie mit gleichen Rangwerten umzu-
gehen ist.
In der Regel werden bei gleichen Ausprdgungen mittlere R&nge verwendet.
Fir die Berechnung mussen zunachst fiir die Randverteilungen die kumulierten Range
berechnet werden. Fur die Spaltenvariable (allgemeine Lage, AWL) ergibt sich 307, 1724
(=307+1110) und 2282 (= 1724+865), fur die Zeilenvariable (eigene Lage, EWL) 990,
1890 (=990+900) und 2282 (=1890+392).
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Ordinale Zusammenhangsmalfe auf der Basis von Rangreihen

Eigene wirt- | Allgemeine wirtschaftliche Lage Rang-
schaftl. Lage | (sehr) gut teils/teils (sehr) schlecht | Summe platz
(sehr) gut 222 571 197 990 4955
teils/teils 68 438 394 900 1440.5
(sehr) schlecht 17 101 274 392 2086.5
Summe 307 1110 865 2282

Rangplatz 154 862.5 1850

Quelle: Westdeutsche Teilstichprobe, Allbus 2006

Der mittleren Rangplatz einer Kategorien ist die Halfte der Summe der jeweils ersten und
der letzten Rangzahl einer Realisierung in dieser Kategorie:

Variable Bewertung  (sehr) gut teils/teils (sehr) schlecht
AWL  Rangplatz (1+307)/2 (308+1417)/2 (1418+2282)/2
=154 =862.5 = 1850
EWL Rangplatz (1+990)/2 (991+1890)/2 (1891+2282)/2
= 4955 =1440.5 = 2086.5

Jedem Fall werden so fiir beide Variablen Rangplatze zugeordnet. Féalle in der ersten Ta-
bellenzelle AWL=EWL=sehr gut erhalten die Rangplatzwerte 154 und 495.5, Falle in der
letzten Zelle die Rangplatzwerte 1850 und 2086.5.
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Ordinale Zusammenhangsmalfe auf der Basis von Rangreihen

Eigene wirt- | Allgemeine wirtschaftliche Lage Rang-
schaftl. Lage |(sehr) gut teils/teils (sehr) schlecht | Summe platz
(sehr) gut 222 571 197 990 4955
teils/teils 68 438 394 900 14405
(sehr) schlecht 17 101 274 392 2086.5
Summe 307 1110 865 2282

Rangplatz 154 862.5 1850

Quelle: Westdeutsche Teilstichprobe, Allbus 2006

Spearmans Rangkorrelation Rq ist die Produktmomentkorrelation Gber die Range.
Fur die Berechnung werden zundchst die Summen, Quadratsummen und die Produktsumme der
Range uber alle Realisierungen bendétigt:

> Rang(AWL) = > Rang(EWL) = 2604903
" (Rang(AWL))* =3793479249.5 ; 3" (Rang(EWL))’ =3817166314.5
> Rang(AWL)-Rang(EWL ) = 3295672477

Die Rangkorrelation fir die Allbus-Daten berechnet sich dann nach:
3295672477 / 2282 — 26049037 / 2282°

rL(X,Y)=
\/(3793479249.5 / 2282 — 26049032 / 2282? )(3817166314.5 / 2282 — 26049032 / 22822)
—0.387
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Ordinale Zusammenhangsmalfe auf der Basis von Rangreihen

Da vor der Berechnung die Auspragungen in Rangwerte transformiert werden, ergeben sich
stets die gleichen Korrelationen, wenn vor der Berechnung der Rénge eine beliebige fur Ordi-
nalskalen zuldssige monotone Transformation der Werte durchgefiihrt wird.
Dies gilt aber auch, wenn bei der Berechnung der Rénge bei gleichen Auspragungen stets der
kleinste Rangplatz verwendet wird.
Die drei Auspragungen (sehr) gut, teils/teils und (sehr) schlecht wiirden dann die Kodie-
rungen 1,2,3 oder bei umgekehrter Polung 3,2,1 erhalten. Die Produktmomentkorrelation
betragt bei dieser Kodierung 0.380.
Im Beispiel flhrt die Berechnung tber mittlere Rangwerte statt kleinster Rangplatze zu einem
geringfugig geringeren Wert. Ursache abweichender Werte ist letztlich die Distanz der resultie-
renden Kodierungen.
Bei der Kodierung 1,2,3 ist der Abstand zwischen den drei Auspragungen gleich, bei
den Kodierungen 154, 862.5 und 1850 fiir AWL sowie 495.5, 1440.5 und 2086.5 fiir EWL
betragt dagegen der Abstand zwischen teils/teils und (sehr) schlecht das 0.383-fache
(AWL) bzw. 0.498-fache (EWL) des Abstandes von (sehr) gut und teils/teils. Die ungleichen
Abstande ergeben bei den Allbus-Daten offenbar eine etwas starke Angleichung an eine
lineare Beziehung.
Das Beispiel zeigt, dass ungleiche (Rang-) Abstédnde zwischen den Kategorien nicht notwendi-
gerweise zu sehr unterschiedlichen Zusammenhangsstarken fuhren. Dies weist darauf hin, dass
die Produktmomentkorrelation offenbar relativ unmempfindlich (robust) gegentber beliebigen
monotonen Transformationen ist.
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Ordinale Zusammenhangsmalfe auf der Basis von Rangreihen

Anmerkung:
Dies und Ergebnisse von Simulationsstudien zur Robustheit von Zusammenhangsanalysen ha-

ben dazu gefuhrt, dass ordinale Variablen mit mindestens drei oder vier Auspragungen in vielen
statistischen Datenanalysen wie metrische Variablen behandelt werden, obwohl dies streng ge-
nommen nicht zul&ssig ist.

Ein Vorteil von Spearmans Rangkorrelation besteht darin, dass die gleichen Signfikanztests wie
bei der Produktmomentkorrelation angewendet werden.
Soll im Beispiel getestet werden, ob die Rangkorrelation bei einer Irrtumswahrschein-
lichkeit von 1% signifikant von Null verschieden ist, wird die Teststatistik T der Produkt-
momentkorrelation auf den Wert von Spearmans Rangkorrelation angewendet:

T=0.387. [ 228272 22 =20.0
1-0.387

Die kritischen Werte von T liegen bei einem zweiseitigen Test und einer Irrtumswahrschein-
lichkeit =0.01 zwischen #2.617 (df=120) und #2.576 (df=c0).

Bei df=2280 Freiheitsgraden ist die Nullhypothese, dass es keinen oder gar einen negati-
ven Zusammenhang gibt, bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 1% zu verwerfen.
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Ordinale Messungen als ungenaue Erfassung von metrischen Variablen

Eigene wirt- | Allgemeine wirtschaftliche Lage
schaftl. Lage | (sehr) gut teils/teils (sehr) schlecht | Summe

(sehr) gut 222 571 197 990
teils/teils 68 438 394 900
(sehr) schlecht 17 101 274 392
Summe 307 1110 865 2282

Quelle: Westdeutsche Teilstichprobe, Allbus 2006

Eine dritte Analysestrategie fur ordinale Variablen geht davon aus, dass die ordinalen Messun-
gen als ungenaue Messungen eigentlich metrischer Variablen aufgefasst werden kénnen.

Ein Zusammenhangsmal3, dass dieser Logik folgt, ist die Berechnung polychorischer Korre-
lationen.

Die Berechnung basiert auf einem sogenannten Schwellenwertmodell. Es wird angenommen,
dass die eigentlich interessierenden GroRen stetige metrische Variablen sind, die allerdings
aufgrund des Messverfahren nur sehr ungenau gemessen werden konnen. Alle Realisierungen
unterhalb eines ersten Schwellenwertes kénnen bei der Messung nicht unterschieden werden
und erhalten daher den kleinsten (ordinalen) Wert. Ganz analog koénnen auch alle Realisie-
rungen zwischen dem ersten und dem zweiten Schwellenwert nicht unterschieden werden.
Ihnen wird daher bei der Messung die zweitkleinste Auspragung zugewiesen. Bei insgesamt K
Schwellenwerten ergeben sich so K+1 ordinale Auspragungen.
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Polychorische Korrelationen

Eigene wirt- | Allgemeine wirtschaftliche Lage
schaftl. Lage |(sehr) gut teils/teils (sehr) schlecht | Summe

(sehr) gut 222 571 197 990
teils/teils 68 438 394 900
(sehr) schlecht 17 101 274 392
Summe 307 1110 865 2282

Quelle: Westdeutsche Teilstichprobe, Allbus 2006

Die Ordinalitat ist in diesem Modell letztlich Folge davon, dass die Schwellenwerte unbekannt
sind und daher die Abstande zwischen den ordinalen Auspragungen unbekannt sind und zudem
Unterschiede zwischen den Realisierungen innerhalb einer ordinalen Auspragungen nicht
messbar sind.

Die polychorischen Korrelationen sind dann Schéatzungen der unbekannten Produktmoment-
korrelation zwischen den eigentlich interessierenden, aber nicht direkt gemessenen stetigen und
metrischen Variablen auf der Basis der Kreuztabellierung der (ungenauen) ordinalen Messun-
gen.

Um zu einer Schatzung zu kommen wird tblicherweise angenommen, dass die nicht direkt ge-
messenen stetigen metrischen Variablen normalverteilt sind. Unter dieser Annahme kdnnen bei
einer einfachen Zufallsauswahl sowohl die Schwellenwerte als auch die Produktmomentkorre-
lation geschatzt werden. Die Berechnung ist allerdings so aufwendig, dass sie ausschlief3lich
mit Computerprogrammen realisiert wird.
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Polychorische Korrelationen

Eigene wirt- | Allgemeine wirtschaftliche Lage
schaftl. Lage | (sehr) gut teils/teils (sehr) schlecht | Summe

(sehr) gut 222 571 197 990
teils/teils 68 438 394 900
(sehr) schlecht 17 101 274 392
Summe 307 1110 865 2282

Polychorische Korrelation: 0.483 (SE: 0.0228)
Quelle: Westdeutsche Teilstichprobe, Allbus 2006

Fur die Beispieldaten aus dem Allbus 2006 berechnet das Programm LISREL 8 eine polychori-
sche Korrelation von 0.483 mit einem asymptotischen Standardfehler von 0.0228.

Der Standardfehler kann zur Berechnung von Konfidenzintervallen oder asymptotisch glltigen
Z-Tests verwendet werden.
So berechnet sich das asymptotisch gultige 95%-Konfidenzintervall fir die polychorische
Korrelation im Beispiel nach: 0.483 +1.96 0.0228 = 0.438 bis 0.528.
Der Quotient Z = 0.483/0.0228 = 21.2 kann als Teststatistik fiir einen asymptotisch gulti-
gen Z-Test zur Prifung der Nullhypothese, dass die Korrelation in der Population Null ist,
herangezogen werden.

Bei der Berechnung polychorischer Korrelationen werden auch Chiquadrattests zur Prifung der
Nullhypothese berechnet, dass die Korrelation in der Population Null ist.
Fir die Beispieldaten, ergibt sich ein Chquadratwert von 11.6, der bei df=3 Freiheits-
graden ein empirisches Signifikanzniveau von 0.009 aufweist.
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Polychorische Korrelationen

Eigene wirt- | Allgemeine wirtschaftliche Lage

schaftl. Lage |(sehr) gut teils/teils (sehr) schlecht | Summe
(sehr) gut 222 571 197 990
teils/teils 68 438 394 900
(sehr) schlecht 17 101 274 392
Summe 307 1110 865 2282

Polychorische Korrelation: 0.483 (SE: 0.0228)
Quelle: Westdeutsche Teilstichprobe, Allbus 2006

Polychorischen Korrelationen sind in der Regel groRer als Produktmomentkorrelationen auf der
Basis der gleichen Daten und Ignorierung der Ordinalitat. Im Beispiel betrégt so die Produkt-

momentkorrelation nur r.y = 0.380.
Bei der Berechnung ist allerdings zu bericksichtigen, dass das zugrundeliegende Schwellen-
wertmodell theoretisch sinnvoll sein muss.

Im Beispiel aus dem Allbus kann etwa angenommen werden, dass die Beurteilung der
wirtschaftlichen Lage eine — in den Kopfen der Befragten — kontinuierliche metrische
GroRe ist und die Ordinalitat Folge der Vorgabe von ,,groben* Antwortkategorien.
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